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RESUMO

Apresentamos e analisamos um método globalmente convergente e nao
mondtono para minimizacao em conjuntos fechados. Desenvolvido re-
centemente por Francisco e Viloche Bazén [17] esse método estd baseado
nas ideias dos métodos de regiao de confianca e Levenberg-Marquardt.
Dessa maneira, os subproblemas consistem em minimizar um modelo
quadratico da fungao objetivo sujeito ao conjunto de restrigoes.
Incorporamos conceitos de bidiagonalizagao e de calculo da SVD de ma-
neira “inexata” buscando melhorar o desempenho do algoritmo, visto
que a solugao do subproblema por técnicas tradicionais, necessaria em
cada iteragao, é computacionalmente muito cara.

Outros métodos vidveis sao citados, entre eles um método de busca
curvilinear e um de minimizagao ao longo de geodésicas.

O desempenho dos métodos quando aplicados a problemas conhecidos
¢ ilustrado numericamente.

Palavras-chave: Restrigoes de ortogonalidade, algoritmo nao monéto-
no, problema de autovalores, problema de Procrustes ortogonal






ABSTRACT

We present and analyze a nonmonotone globally convergent method
for minimization on closed sets. Recently developed by Francisco e
Viloche Bazén [17] this method is based on the ideas from trust-region
and Levenberg-Marquardt methods. Thus, the subproblems consist on
minimize a quadratic model of the objective function subject to the
constraint set.

We incorporate concepts of bidiagonalization and calculation of the
SVD “with inaccuracy” to improve the performance of the algorithm,
since the solution of the subproblem by traditional techniques, which
is required in each iteration, is computationally very expensive.

Other feasible methods are mentioned, including a curvilinear search
algorithm and a minimization along geodesics algorithm.

The performance of methods when applied to known problems is illus-
trated numerically.

Keywords: Orthogonality constraints, nonmonotone algorithm, ei-
genvalue problems, orthogonal Procrustes problem
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INTRODUCAO

Assim como em muitos ramos da matematica, a otimizagao teve
sua origem nas aplicacoes. Apesar de ter fundamental importancia nos
dias atuais, durante muito tempo ficou as margens da ciéncia. Ape-
nas no final dos anos 30 e inicio da década de 40, durante a Segunda
Guerra Mundial, que apareceram os resultados inspiradores para o de-
senvolvimento dessa area do conhecimento, que durante muito tempo
ficou restrita as operagoes militares. Apds a guerra, com a ascencao
industrial, as técnicas existentes foram utilizadas para auxiliar o plane-
jamento e controle de produgao, novos resultados tedricos comecaram
a ser formulados, e aos poucos foi conquistando a comunidade ma-
tematica.

Em um problema de otimizagao busca-se determinar os valores
extremos de uma fungao, isto é, o maior ou o menor valor que a fungao
pode assumir. Podemos classificar estes problemas com respeito as
varidveis e com respeito as fungoes envolvidas. Para o primeiro deles,
temos os problemas irrestritos ou restritos. No caso irrestrito busca-se
encontrar um ponto de R™ que resolva o problema, enquanto que no
caso restrito busca-se um ponto em um subconjunto de R”. Com res-
peito as fungdes envolvidas, temos os problemas lineares e nao-lineares.
No problema linear todas as funcoes consideradas, inclusive as res-
trigoes, devem ser lineares. J4 no caso nao-linear muitas outras fungoes
podem ser exploradas: quadraticas, cubicas, trigonométricas, etc., ou
seja, fungoes nao-lineares.

O objetivo deste trabalho é minimizar uma fun¢do em conjuntos
fechados arbitrarios. O método escolhido para direcionar esse estudo foi
recentemente introduzido por Francisco e Viloche Bazéan [17], e estende
as ideias apresentadas em [16]. Para tanto, foram acrescentados um
esquema nao monotono, a condicao de gradiente Lipschitz e retirada a
hipétese de regularidade fraca introduzida por Martinez e Santos [32].
Como resultado os autores obtiveram um algoritmo que converge para
um ponto estaciondrio do problema independentemente da aproximacao
inicial utilizada. Tal algoritmo estd baseado nos métodos de regiao de
confianga [32] e nas ideias do método de Levenberg-Marquardt [33], ge-
rando novos iterados através da minimizagao de um modelo quadrético
da funcao em torno do iterado atual.

Aplicamos o algoritmo estudado em um tipo particular de res-
trigoes, a saber, restrigdes de ortogonalidade. Ou seja, almejamos resol-



ver, de maneira rdapida e eficiente, o seguinte problema de programacao
nao linear:

min f(X)
sa. XTX =1 (1)
X eR™" m >n,

em que f : R™*" — R é continuamente diferenciavel. Como con-
sequéncia, obtemos um algoritmo globalmente convergente do tipo gra-
diente projetado espectral para resolver (1).

Problemas formulados como em (1) tém aplica¢oes em otimizagao
polinomial [12], otimizacdo combinatorial [9], problemas de autovalores
(linear e nao-linear), movimento de corpos rigidos [39], psicometria [23],
processamento de sinal [43], dinamica estrutural [36], planejamento,
célculo de estruturas eletronicas, entre outros. Resolvé-los, porém, nao
é uma tarefa facil. Na maioria dos casos, encontrar uma solucao é
possivel apenas computacionalmente, através de um método iterativo
capaz de lidar com dificuldades como vérios pontos estacionarios e res-
trigoes nao convexas, gerando uma sequéncia de pontos viaveis que
convirjam para um minimizador local. Gerar essa sequéncia factivel
acarreta um custo computacional elevado, pois envolve reortogona-
lizacao da matriz, ou entao, gerar pontos ao longo de geodésicas. No
primeiro caso, é necessario alguma decomposi¢ao da matriz, em geral
a Decomposi¢do em Valores Singulares, e o segundo estd relacionado
com exponencial de matrizes ou solucao de equacoes diferenciais parci-
ais. Além disso, na maioria dos casos, esses problemas sao classificados
como NP-hard '. Recentemente foi proposto um método livre de SVD
e de geodésicas que parece ser bastante promissor [44]. No capitulo de
resultados numéricos falaremos mais sobre ele.

Métodos usais para a resolucao dessa classe de problemas consti-
tuem em regiao de confianga [16], busca curvilinear [44], relaxacao [6],
métodos de Newton e gradiente conjugado ao longo de geodésicas [14].

O método estudado utiliza um parametro de regularizacao que
controla o tamanho do passo, a exemplo dos métodos de regiao de
confianga. O minimizador do modelo é considerado um candidato a
préximo iterado, e é aceito se o valor da funcao objetivo apresentar

IDiz-se que um problema II é NP-hard se um algoritmo de tempo polinomial
para II implicar em um algoritmo de tempo polinomial para todos os problemas em
NP. Isto é,II é NP-hard < (se Il pode ser resolvido em tempo polinomial, entao
P=NP). A classe de problemas P ¢ definida por todos os problemas que podem ser
resolvidos em tempo polinomial, e a classe de problemas NP ¢é definida por todos
os problemas que podem ser verificados mas nao podem ser resolvidos em tempo
polinomial.



uma redugao suficiente quando comparada com a reducao do modelo
neste mesmo ponto. Porém, se o decréscimo nao for considerado sufi-
ciente, aumentamos o parametro de regularizagao e obtemos um novo
candidato. Aumentar o parametro de regularizacao é equivalente a re-
duzir o raio da regidao de confianca, no método de regido de confianca.

A convergéncia global para pontos estacionarios é obtida através
do uso das ideias de nao monotonia de Grippo, Lampariello e Lucidi
[21]. Ressaltamos que, devido & eficiéncia e competitividade apresen-
tados por métodos com busca linear ndo monétona [11], vérios autores
passaram a incorporar essa estratégia de globalizacao em seus algorit-
mos [5, 18, 22, 41, 45].

Buscando melhorar o desempenho do método aqui estudado,
incorporamos uma abordagem alternativa para o cdlculo da SVD e,
também, uma estratégia de bidiagonalizacao. Com a primeira, nosso
objetivo é reduzir o esfor¢o computacional envolvido nesse processo, ja
com a segunda, pretendemos resolver um problema de menor dimensao,
equivalente ao original.

O algoritmo é entao aplicado para resolver os problemas de Pro-
crustes Ortogonal e de encontrar o subespaco invariante associado aos
menores autovalores de uma matriz simétrica. Para cada um desses
problemas, comentamos suas aplicacoes e comparamos seu desempe-
nho com métodos usuais.

A organizagao do trabalho encontra-se da seguinte maneira. No
primeiro capitulo relembramos os conceitos bésicos de otimizagao com
restricoes de igualdade e desigualdade, incluindo as condic¢oes de oti-
malidade para tais problemas. No Capitulo 2 apresentamos as ideias de
nao monotonia e realizamos dois experimentos numéricos, comparando
busca linear mondétona e nao mondtona. No Capitulo 3 é colocado o
algoritmo principal do trabalho e é feita a andlise de convergéncia. No
Capitulo 4 aplicamos o algoritmo para minimizagao com restrigoes de
ortogonalidade. No Capitulo 5 apresentamos os problemas testados,
assim como os métodos utilizados para comparar o desempenho do al-
goritmo proposto. Posteriormente os resultados obtidos sao exibidos.
Finalmente, no ultimo capitulo as consideragoes finais sobre o trabalho
sao colocadas.

Notagao:

e Para indicar que f : Q@ C R" — R tem derivadas continuas até
ordem k em um aberto que contém (2, faremos uso do simbolo

feck.



Para uma matriz A € R™*"™ definida positiva, reservamos o

sfmbolo A > 0 , da mesma maneira A > 0 indicard que A é
uma matriz semidefinida positiva.

Vamos denotar por g(z) o gradiente de f no ponto z , isto é,

g(x) =V f(x).

Dado = € R™, ||z|| representa a norma euclidiana de R, isto é,

]| = 2T

Dadas A, B € R™*™ o produto interno entre A e B é definido
por (A, B) = traco(AT B).



1 CONCEITOS PRELIMINARES DE OTIMIZACAO
RESTRITA

A necessidade de minimizar ou maximizar uma funcao é mais na-
tural do que imaginamos. Problemas praticos de otimizagao emergem,
por exemplo, da modelagem matematica de situacoes cotidianas em
engenharia, administracao, transporte, economia e biologia. Podemos
pensar em minimizar custos, riscos, distancias ou em maximizar lu-
cro, desempenho, entre outros. Dependendo dos valores que a variavel
considerada pode assumir, classificamos o problema como irrestrito ou
restrito. No problema irrestrito busca-se encontrar um ponto de R"
que minimiza (ou maximiza) uma fungao, enquanto que no caso res-
trito busca-se um ponto em um subconjunto de R™. Neste trabalho
vamos focar no tltimo deles e comecamos resumindo sua teoria.

Um problema classico de minimizagao restrita pode ser escrito
da seguinte maneira

min  f(z)
s.a hi(z)=0 (1.1)
ha(z) <0,

em que a fungao objetivo f : R™ — R, e as restrigoes h; : R — R?
e ho : R" — R? sao, em geral, funcoes continuamente diferenciaveis.
Dizemos que 2 = {x € R" : hy(x) =0 e ho(z) < 0} é o conjunto vidvel
e que os pontos de {2 sdo os pontos vidveis de (1.1).

O ponto z* € Q que resolve o problema (1.1) é chamado de
minimizador de f em (), este pode ser local ou global, conforme a
defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 1.1 Dizemos que x* é minimizador local de (1.1) se existe
e > 0 tal que f(z*) < f(x), para todo x € Q satisfazendo ||x —x*|| < €.
Se, além disso, f(x*) < f(z), para todo x € , entao x* é dito mini-
mizador global de (1.1). Neste caso, f(z*) é chamado de minimo
de f em Q.

A garantia de existéncia de um minimizador global é estabelecida
no Teorema de Bolzano-Weiestrass, conforme se segue:

Teorema 1.2 Se Q € compacto e f: Q — R € continua, entao eviste
x* € Q minimizador global de (1.1).

Demonstragao: Ver Marsden [30].



Visto que maximizar os valores de uma fungao f é equivalente
a minimizar os valores de — f, tudo o que apresentarmos para um pro-
blema de minimizacao continua valido para um problema de maxi-
mizacao.

1.1 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Condigoes de otimalidade sao condigoes necessérias e/ou sufici-
entes que um minimizador local do problema de otimizagao deve sa-
tisfazer, geralmente relacionam as derivadas da funcao objetivo e as
derivadas das restricbes. As condicbes que vamos estabelecer nesta
secdo sao provenientes de curvas especiais definidas no conjunto viavel,
conforme a definigao a seguir.

Definicao 1.3 Dados z* € Q e e > 0, dizemos que « : [0,e) = Q é
uma curva vidvel partindo de x* se o € continua e a(0) = z*.

Tendo em vista o conceito de curva viavel, podemos enunciar
uma condi¢ao de otimalidade que envolve apenas as derivadas de pri-
meira ordem da fungao objetivo. E, como consequéncia imediata deste
resultado, uma das condigoes de otimalidade mais simples de serem
verificadas.

Teorema 1.4 (Condicao Necessdria de Primeira Ordem) Sejam xz*
minimizador local de (1.1) e « curva vidvel partindo de x*, entdo
(Vf(z"),a/(0)) > 0.

Demonstragao: Ver Martinez e Santos [31].

Corolario 1.5 Seja x* ponto interior de € tal que x* é minimizador

local de f em Q, entdo V f(z*) = 0.

Demonstragao: Sejam aq, s : [0,6) — R™ curvas vidveis partindo de
z* definidas, respectivamente, por:

ai(t) = 2" + 1V (")

ag(t) =" —tV f(z").



Note que, af(t) = Vf(z*) e ah(t) = =V f(z*). Logo, pelo Teo-
rema 1.4

(Vf(z"), V(")) =0

(Vf(@"), =V [f(z")) = 0.
Segue que (Vf(z*),Vf(z*)) =0 e, portanto V f(z*) = 0.
0

O préximo resultado relaciona informagao de segunda ordem da
funcao objetivo com minimizadores locais.

Teorema 1.6 Seja x* minimizador local de (1.1). FEntao, para toda
curva vidvel o partindo de x* temos que:

(i) (Vf(z"),a/(0)) = 0;
(i) Se (Vf(x*),a’(0)) =0, entio ¢ (0) >0, em que (t) = f(a(t)).
Demonstragio: Ver Martinez e Santos [31].

Com a defini¢do a seguir, introduzimos uma classe de curvas no
conjunto viavel que nos permite enunciar resultados um pouco mais
fortes.

Defini¢ao 1.7 Dados x* € Q e e > 0, dizemos que o : (—e,g) = Q é
uma curvae vidvel passando por x* se a € continua e a(0) = x*.

Teorema 1.8 Se x* é minimizador local de f em §2, entdo para toda
curva vidvel passando por x* tem-se (V f(z*),a’(0)) = 0.

Demonstragio: Ver Martinez ¢ Santos [31].

Enunciamos a seguir duas condigoes de otimalidade envolvendo
a matriz Hessiana da funcao objetivo. O primeiro resultado estabelece
uma condigao necesséria de segunda ordem e o segundo, uma condig¢ao
suficiente de otimalidade. Ambos para pontos no interior de 2.

Teorema 1.9 Seja x* ponto interior de Q tal que x* é minimizador
local de (1.1). Entao, Vf(x*) = 0 e V2f(z*) = 0, em que V2f(x)
denota a matriz Hessiana de f no ponto x.



Demonstragao: Ver Martinez e Santos [31].

Teorema 1.10 Seja f € C%(Y). Seja x* ponto interior de  tal que
Vf(z*) =0 e V2f(z*) > 0, entdo z* é minimizador local de f em ().

Demonstragao: Ver Martinez e Santos [31].
1.2 CONDICOES DE KARUSH-KUHN-TUCKER

Os matematicos William Karush, da Universidade Estadual da
Califérnia, e Harold William Kuhn juntamente com Albert William
Tucker, ambos da Universidade de Princeton, estudaram de maneira
independente as condigoes de otimalidade conhecidas atualmente como
Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Karush foi o primeiro a
estudé-las durante seu curso de Mestrado na Universidade de Chicago
[25], porém s6 tornaram-se conhecidas com o artigo de Kuhn e Tucker
apresentado no Segundo Simpoésio de Matematica, Estatistica e Proba-
bilidade de Berkeley [26].

1.2.1 Restrigoes de Igualdade

Nesta subse¢ao vamos nos concentrar no seguinte problema

min  f(z)
s.a. h(x)=0

em que, h : R™ — RP. Neste caso, Q = {x € R" : h(z) = 0}.

Antes de enunciar as condigoes KKT para o problema (1.2), apre-
sentamos a definigao de conjunto tangente, essencial para os resultados
mais adiante.

(1.2)

Definigao 1.11 Dado = € Q2 o conjunto tangente de Q) em x € de-
finido como sendo o conjunto dos vetores tangentes as curvas vidveis
passando por x, isto €,

M(z) ={v e R":v=d(0) para alguma curva vidvel o passando por z}.

Note que ha uma relacao entre o conjunto tangente e o nucleo
da matriz



espago tangente
é afim: x*+M(x*)

X*

Figura 1: Exemplo de conjunto tangente em z*

h(x*) =0

Vhl (J?)T
B(x) = : )

V()"

a saber, para todo z € Q, M(x) C N(h'(z)). A igualdade é vilida
quando o ponto é regular, isto é, quando a matriz h'(x) tem posto
completo. Neste caso, iremos dizer que x satisfaz a condicao de quali-
ficagao de independéncia linear (LICQ). O resultado citado é colocado
no proximo teorema.

Teorema 1.12 Se x € regular entao M (x) = N(h/(z)).

Demonstragio: Ver Martinez ¢ Santos [31].

O proéximo teorema é bem conhecido da teoria de otimizacao e
tem implicacao direta nos métodos computacionais para minimizacao.

Teorema 1.13 (Multiplicadores de Lagrange) Se x* € minimizador lo-
cal reqular de (1.2), entdo existem unicos A1, ..., Ap reais tais que

Demonstragao: Seja v € N(h'(z*)). Como z* é ponto regular, existe
uma curva vidvel o passando por z* tal que o/(0) = v. Definindo
©(t) = f(a(t)), tem-se que 0 é minimizador local de ¢, ou seja, ¢’(0) =
0.

Por outro lado,

¢'(0) = (Vf(2"),a/(0)) = (Vf(z"),v).
Segue que, v L Vf(z*) e, portanto, N(h'(x*)) L V f(z*).
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Logo, Vf(z*) € R (h’(m*)T) e existem A1, ..., A, tais que

p
Vi) + > AiVhi(z
i=1

Para mostrar a unicidade, suponha que existam fp1, ..., u, sa-

tisfazendo .
(@) + 3 mVhia") =
i=1

Entao,
P

> (A = i) Vhi(z®) = 0.
i=1
Como h'(z*) tem posto completo, u; = N\;, i =1,...,p, e o resul-
tado segue.
O

Os ntimeros Ai, ..., A, sao chamados multiplicadores de La-
grange de (1.2), e o sistema nao linear

V(%) + 20, AiVhi(z*) = 0
{ h(z*) =0

estabelecem as Condigoes KKT do problema.
Defina a funcao Lagrangiana para o problema (1.2) por I(z, A) =
f(z)+ >0 Nihi(z). Note que

Vol(z,\) = Z/\Vh

Vil(z, \) = h(z),

portanto, as Condi¢oes KKT do problema (1.2) podem ser reescritas
como VI(z*, \*) = 0. A seguir, iremos enunciar as condi¢oes necessarias
de segunda ordem para o problema com restricoes de igualdade em
termos de seu Lagrangeano.

Teorema 1.14 Sejam f,h € C?, x* minimizador local regular de (1.2)
e \* o vetor com os multiplicadores de Lagrange associados a x*. Entdo,
a matriz Hessiana V2 1(z*, \*) = V2 f(2*) + Y 7_ \XiV2h(z *) € semi-
definida positiva em N(h'(z*)), ou seja, xTV2 l(x A)x = 0, para
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todo x € N(h'(z*)).

Demonstragao: Ver em Luenberger [29].

Se V2_1(z*, \) for definida positiva em N(h/(z*)), podemos esta-
belecer a seguinte condigao suficiente de segunda ordem para problemas
com restrigoes de igualdade:

Teorema 1.15 Sejam f,h € C?, z* satisfazendo as condi¢oes ne-
cessdrias de primeira ordem para (1.2) e X* o vetor com os multiplica-
dores de Lagrange associados a x*. Se a matriz V2, l(x*, \*) € definida
positiva em N (h'(z*)), entao x* é minimizador local para (1.2) tal que

fla™) < f(z).

Demonstragao: Ver Luenberger [29].
1.2.2 Restrigoes de Desigualdade

Consideremos agora o problema
min  f(z)
s.a. h(xz) <0

em que, h : R™ — R?. Neste caso, Q@ = {x € R" : h(z) < 0}.
As restrigoes de desigualdade sao classificadas em restrigoes ati-
vas e inativas, conforme a definicdo seguinte.

(1.3)

Definigao 1.16 Dado um ponto x € (), definimos as restri¢goes ati-
vas em x como sendo aquelas para as quais hi(z) =0, 1 € {1,...,q}.
De mesmo modo, chamamos restri¢oes inativas em x aquelas para
as quais hi(z) <0, ¢ € {1,...,q}. Os pontos regulares de (1.3) sio
tais que os gradientes das restricoes ativas sao linearmente indepen-
dentes.

Note que, se z* é minimizador local de (1.3) e A(z*) = {i €
{1,...,q} : hi(z*) = 0}, o conjunto das restri¢oes ativas em z*, entao
x* é, também, minimizador local para o problema

min  f(z)
s.a. hi(z) =0, i € A(x*).

Dessa forma, para este problema verificam-se resultados seme-
lhantes aos vistos na subsecao anterior. A seguir, enunciamos o mais
importante deles.
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Teorema 1.17 (Condi¢oes KKT para (1.3)) Se x* € minimizador local
regular de (1.8), entao existem unicos p; € R, pf >0, i € A(z*), tais

que
Vi(@*) + 3 wiVhi(z*) =0

(%) i = 0.

Demonstragao: Ver Martinez e Santos [31]

Como no caso das restrigoes de igualdade, podemos obter condi-
¢oOes necessarias e suficientes de segunda ordem. Mais detalhes podem
ser encontrados em [29].
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2 ALGORITMO NAO MONOTONO PARA
MINIMIZAGAO IRRESTRITA

O Método de Newton, por ser um dos algoritmos de minimizagao
mais usados e conhecidos na comunidade cientifica, desempenhou um
papel fundamental como ponto de partida para o desenvolvimento de
novos métodos para resolver o problema de minimizagao irrestrita

min f(x), s.a. z € R", (2.1)

com f : R" — R. Entretanto, apresenta um bom comportamento
apenas em uma regiao proxima da solugao, ou seja, ¢ um método de
convergeéncia local. Para contornar esse problema costuma-se utilizar
alguma estratégia de globalizacao [29, 33], das quais citamos regiao de
confianga e busca linear. Esta tltima consiste em, a cada iteragao,
escolher uma diregao e o quanto seguir através dela, combinada com
uma condi¢ao de decréscimo suficiente. O préoximo teorema apresenta
uma condi¢gdo bem conhecida na literatura, a saber, a Condicao de
Armijo.

Teorema 2.1 Sejam xz,d € R" tais que Vf(x) # 0, Vf(x)Td < 0 e
v € (0,1). Entao, existe e > 0 de forma que

flz+td) < fz) + 7tV f(x)"d, (2.2)
para todo t € (0,¢).

Demonstragao: Ver Nocedal e Wright [33].

Quando incorporamos a Condicao de Armijo na busca linear,
a sequéncia dos valores da funcao objetivo torna-se monétona decres-
cente. Porém, pedir monotonicidade pode deixar o algoritmo muito
lento, no sentido de serem necessarios muitos passos da busca linear
e, consequentemente, muitas avaliagoes da funcao. Nesse contexto,
Grippo, Lampariello e Lucidi [21] propuseram uma técnica de busca
linear ndo mondtona, apresentada na definicao a seguir.

Definicao 2.2 Sejam {xj}ren uma sequéncia definida por vy =

T + trdg, dp # 0, ty € (0,1), v € (0,1), M € ZT e m(0) = 0.
Para cada k > 1, escolha m(k) recursivamente por

0 <m(k) <min{m(k—1)+1, M}, (2.3)
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e defina

f () = max{ f(zi—y) : 0 < j < m(k))}. (2.4)

Dizemos que xy41 satisfaz a Condi¢ao de Armijo Nao Mondtona
se,

fl@re1) < flaw) + 1tV f (@r) " dy. (2.5)

Devido a promessa de tornar o algoritmo de alguma forma mais
eficiente, principalmente na minimizacao de fungoes que apresentam
uma bacia de atragao estreita e curva [11], as ideias de ndo monotonia
foram posteriormente utilizadas por Grippo, Lampariello e Lucidi [22],
Sun [41], Fu e Sun [18] e Yuan e Yu [45]. Vale mencionar que existem
outras abordagens nao mondtonas, dentre elas citamos a estratégia de
Zhang e Hager [46], onde uma média dos valores j calculados da fungao
objetivo substitui f(z;)) em (2.4).

Ressaltamos que no Capitulo 4 descrevemos um algoritmo para
resolver problemas de minimizagao com restrigoes de ortogonalidade
que, a cada passo da busca linear, necessita calcular a Decomposicao
em Valores Singulares (SVD) de uma matriz. Tal procedimento exige
um alto custo computacional e, por esta razao, ¢ importante reduzirmos
o nuimero de buscas lineares no algoritmo o que torna o procedimento
nao monotono de grande valia.

Colocamos a seguir o algoritmo para minimizagao irrestrita com
busca linear satisfazendo a Condicao de Armijo Nao Monétona (2.5).

Algoritmo 2.1: Algoritmo para minimizagao irrestrita com Armijo Nao
Monétono

Seja zo € R™. Escolha M € Z*, a >0, 0,7 € (0,1) e ¢1,c2 > 0.
Faga k=0 e m(0) = 0.

Passo 1: Calcule f(xx), g(zx) e f(zym)) como em (2.4). Se
g(x) = 0 declare xj, ponto estacionario.

Passo 2: Escolha d € R" tal que g(x)Tdy <0e
(i) [dell < ellg(a)l]?,

(i) gler)"dr < —callg(zi)l]?,
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Passo 3: Faca t; = 0" a, em que 7, é o primeiro inteiro nao
negativo 7 que satisfaz
flan +o7ady) < f(@) +vo ag(ae)” di.

Passo 4: Faga xp41 = ap +tpdp e b =k + 1.

No préximo capitulo falamos de um algoritmo que explora o
esquema nao mondtono dado na Definicao 2.2, onde apresentamos uma
analise rigorosa de convergéncia. Por este motivo, os resultados que
garantem a convergéncia do Algoritomo 2.1 para um ponto estacionario
serao omitidos. No entanto, mais detalhes podem ser encontrados em
[21].

Para efeito de validade desta técnica, apresentamos a seguir
exemplos em problemas mal condicionados, a saber, em duas fungoes
sugeridas por Grippo, Lampariello e Lucidi [21]. Resultados numéri-
cos mais elaborados que comparam o algoritmo mondétono com o nao
mondtono podem ser encontrados em [42], onde o potencial numérico
deste esquema é destacado.

A primeira fungao considerada, a fun¢ao Rosenbrock, é definida
por

f:R2=>R

f(x) = elaz —27)* + (1 - a1)*.

Foi introduzida por Rosenbrock [38] e, devido a forma de suas curvas
de nivel, também é conhecida como funcao banana. Para ¢ = 100 a
fungao apresenta uma bacia de atracio na dire¢ao da pardbola zo = z7,
dificultando convergéncia para o minimo global. Como ponto de partida
vamos considerar zg = [—1.2 1]7.

Como segundo exemplo utilizamos a fungao Cubo

f:R2=>R

f(@) = clzy —27)* + (1 —11)%,

introduzida por Leon [28] esta fun¢do possui uma bacia de atracao na
direcdo da curva xy = 23 e, por essa razdo, também aparece frequen-
temente em testes que avaliam o desempenho de novos métodos de
otimizacdo. O ponto inicial considerado serd zo = [-1.2 —1]7.

Os graficos das fungoes sao colocados na Fig. 2.

A Tab. 1 mostra o potencial numérico da Condi¢ao de Armijo
Nao Monétona na busca linear, especialmete quando o problema é mal
condicionado, conforme ilustrado nos casos acima ao aumentarmos o
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Figura 2: Fungao Rosenbrock (esquerda) e Funcao Cubo (direita)

Tabela 1: Resultados numéricos para o Método de Newton

M=0 M =10
Exemplo c N, N, f(z*) N, N, f(x*)
1. Rosenbrock 102 21 29  3.74e-21 | 11 16 7.42e-18
10 80 114 9.10e-19 | 11 17 0
106 347 493 3.83¢-18| 9 15 6.53e-13
2. Cubo 102 26 37  4.04e-14 | 10 13 2.83e-29
104 110 160 3.66e-20 | 8 11 1.08e-11
106 485 712 2.84e-16 | 8 11 1.72e-15

valor da constante c. Denotamos o ntimero de iteragoes por N; e o
nimero de avaliagdes da funcao por N,. Os parametros M =0e M =
10 estao associados as Condigao de Armijo Monétona e Nao Mondtona,
respectivamente. Na Fig. 3 podemos observar o comportamento de
In f(x)) para as fungoes Rosenbrock e Cubo, ambas definidas com ¢ =
100.

Outros resultados numéricos envolvendo este esquema nao monoé-
tono serdo apresentados no Capitulo 5, que, em geral, confirmam sua
eficiéncia mesmo em problemas com restrigoes nao convexas.
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Funcéo Rosenbrock Fungéo Cubo
5 5
—6—M=10 ——M

o —%—M=0 o —*—M=0
-5 -5
~ -10 ~ -10

= =
< 15 = -15
-20 -20
-25 -25
-30 -30
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 30
Iteracdes Iteracdes

Figura 3: Comportamento de In f(x) para a funcao de Rosenbrock
(esquerda) e Cubo (direita)
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3 ALGORITMO PARA MINIMIZACAO EM
CONJUNTOS FECHADOS

O objetivo desse capitulo é apresentar uma maneira eficiente de
resolver o problema

min  f(z)

s.a. x €, (3.1)

em que €2 é um conjunto fechado, e f : R™ — R é uma funcao continu-
amente diferencidvel, definida num conjunto aberto e convexo (). que
contém (2.

Desenvolver um algoritmo utilizando as ideias de regiao de con-
fianga é um inicio promissor, conforme visto em [7, 13, 32, 33, 35]. Se-
guindo nessa direcao, apresentamos o método desenvolvido por Fran-
cisco e Viloche Bazén [17], que acrescenta um parametro de regula-
rizagao para penalizar a restricao da regiao de confianga, tornando-o
um método do tipo Levenberg-Marquardt. O estudo de Francisco e
Viloche Bazan [17] estd baseado no método apresentado em [16] para
resolver problemas do cédlculo de estruturas eletronicas, os autores es-
tenderam as ideias de [16] para problemas mais gerais de otimizagao,
acrescentaram um esquema nao monétono, a condicao de gradiente
Lipschitz e retiraram a hipétese de regularidade fraca introduzida por
[32].

Os resultados de convergéncia aqui apresentados também foram
retirados de [17], onde técnicas de ndo monotonia [21] e de regido de
confianga sao utilizadas para garantir a convergéncia global.

Assim como os demais algoritmos elaborados para resolver um
problema de minimizagao com restrigoes, o aqui apresentado calcula, de
maneira iterativa, uma sequéncia de pontos vidveis que se aproximam
de algum ponto estacionario da funcao objetivo.

Considere os conjuntos:

Sp = {AeR™™ ;AT = A},

ST={AeS,: 2" Az >0 Vz cR"},

e assuma g Lipschitz continua em ., ou seja, que existe Ly > 0 tal
que

llg(y) — g(@)|| < Lylly — x|, Vz,y € Qe. (3.2)
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Entao,

F@) - F(@) — (g(a)y — )| = / (9(a + ty — ) — g(x),y — 2)dt| <

1 1
< [ llot+ttu—o)-g@Illly=alds < lly=ll | Lllo+t(y—o)=alld: =
0 0

1
Ly
=l ==Ly [ e =y =l

ou seja,

F) < F@) + (ol@y — )+ Llly—al, Yoy €0 (33

Note que (3.2) é sempre vélida para algum Ly > 0 quando € é
compacto e f € C3(Q.).

Conforme comentado anteriormente, utilizaremos as ideias de
nao monotonia [21] na elaboragao do algoritmo, descrito na préxima
segao.

3.1 DESCRICAO DO ALGORITMO

Como usual em métodos de regido de confianca, a ideia do algo-
ritmo é calcular um ponto candidato, solu¢cao da minimizacao de um
modelo quadratico da fungao objetivo em uma vizinhanca do ponto
anterior, e a decisao de aceita-lo ou rejeitd-lo como préximo ponto da
sequéncia gerada é tomada com base na reducao da funcao objetivo
quando comparada com a redugao prevista pelo modelo.

Para tanto, considere o seguinte modelo quadratico:

Q) = {glw). 2~ ) + 5o =) (B4 pd)(z —y).  (3.4)

em que, p > 0 é um parametro de regularizagao, A € S, e B € S,.
Dessa forma, em cada passo k do algoritmo calculamos o ponto

7V = argmin Qh(x)

P
s.a. x €,
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em que, Q’; é a quadratica definida em (3.4), com y = x (iterado
atual), B = Bf,f €S, e A= A’; € S;f. Feito isso, o ponto candidato
serd um ponto xl]f € ) que satisfaz

Qp () < NQy(Ty),

em que 7 € (0, 1].

Se Q’p“ (xl’f) = 0, paramos o algoritmo e declaramos xj ponto esta-
ciondrio de (3.1). Sendo, calculamos a reducao real da fungao objetivo,
a saber,

ared]; = f(zy)) — f(x];)a

e a reducao prevista pelo modelo,

1
pred’; = —\I/k(x’;) = —[(g(xk),x’; — gy + §(x’; - xk)TBl’f(xl’f —xp)],

e avaliamos se elas satisfazem

dk
% 5 B, (3.5)

predk
com f7 € (0, %] Note que a estratégia nao mondtona estd incluida na
defini¢ao de arred’;. A condigao (3.5) é tipica em algoritmos basea-
dos em regiao de confianca e é adotada ao longo deste trabalho para
globalizar a convergéncia da sequéncia de iterados. Se (3.5) for satis-
feita, tomamos o proximo iterado como sendo o ponto candidato, isto
é, Tpy1 = x’;. Caso contrério, aumentamos o valor de p e reiniciamos
0 Processo.

Apresentamos a seguir o algoritmo modelo.

Algoritmo 3.1: Algoritmo Modelo

Tome g € Q,n e (0,1, M € Z+, 31 € (0,%), L, > Ly, piim > 0,
O<pmin<pmam<+ooe]-<£1<£2<+OO~
Faca k =0 e m(0) = 0.

Passo 1. Calcule f(x;4)) como em (2.4), g(xr) e tome p €
[pmin; pmaz] .

Passo 2. Se p < prim, escolha Bﬁ eSS, e A’; € S;F. Senao, faca
Bl’f:LuIeA’;:I.
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Passo 3. Calcule

TF = argmin Qh(x)

P
s.a. x €, (3.6)

em que Ql’f denota a forma quadrética definida em (3.4) com y =
wy, B =Bk e A= Ab,

Passo 4. Calcule 2} € Q tal que Q%(zF) < nQ’;(f’;).
Se QF(xF) = 0, declare 2* um ponto estacionério de (3.1).

Passo 5. Defina

We(w) = {g(on). @ — o) + 50— o) B —m), (37)

aredl’ﬁ = flziwy) — f(xllf) e predl]f = —\I/k(a:’;).

Se

k
aredp

> 81, 3.8

predk A (3.8)
defina px, = p, i1 = xl’ﬁ, faga k = k + 1 e volte ao Passo 1.
Sendo, escolha provo € [€1p,&2p], faca p = prove € volte ao Passo
2.

O modelo definido em (3.7) é padrao em métodos de regiao de
confianga. A este modelo acrescentamos um termo de regularizagao,
com o objetivo de controlar a proximidade entre zp41 e xk, obtendo

assim (3.4).

No lema a seguir mostramos que o algoritmo anterior estd bem
definido, ou seja, que é necessario apenas um numero finito de aumentos

de p.

Lema 3.1 Sexj, € Q nao é um ponto estaciondrio de (3.1) € p > prim,

entao a condi¢io (3.8) é satisfeita.

Demonstragao: Por hipétese, p > prim. Entao, do Passo 2 do Algoritmo

3.1 segue que B’; =Ll e A’; = I. Assim,

(Lu + p)

2w — P

QIZ(J?) = (g9(wg), v — x1) +

L
Ui (@) = (gla), @ = ax) + - |lo — 2.



23

k

Substituindo y por z;

tem-se

e z por x em (3.3) e como Ly < Ly,

F@h) < flan) + Ui(ah) < o) + Ur(a)).

Além disso, \I/k(m’;) < Q’p“(x’;) < nQ’;(fﬁ) < 0, pois Q’;(mk) =0

e E’; é solugao global de (3.6). Dessa forma, \I/k(x’;) < 0 ecomo B €
(0,1], temos

f(xﬁ) < floym) + 51‘1%(3?];)7
ou seja,

fla) — flah) = =B, (),
isto é,

ared]; > 61pred’;.

Portanto, a condigao (3.8) é satisfeita sempre que p > prip,.
O

3.2 ANALISE DE CONVERGENCIA

Nesta se¢ao vamos discutir a convergéncia da sequéncia gerada
pelo Algoritmo 3.1. Em particular, mostraremos que o algoritmo dis-
cutido apresenta convergéncia global, isto é, a sequéncia dos iterados
converge para um ponto estaciondrio do problema (3.1) independente-
mente da escolha do ponto inicial xg.

Para tanto, além da condigao (3.2), assumiremos os seguintes
fatos:

Hl: Qo ={x € Q: f(z) < f(xo)} é um subconjunto limitado;

H2: Os subconjuntos S, e St sao uniformemente limitados, isto €,
existe M > 0 tal que ||BY||p < M e ||A]|p < M, para todos k e

P;

A hipotese H1 é tipica de métodos de otimizacao e a hipétese H2
pode ser controlada no algoritmo.

Lema 3.2 Se A e SF

o, entdo A € simétrica definida positiva e

Mal? < 2 Az < M|,
para todo x € R™.

Demonstragio: De A € S segue que A é simétrica e 7 Az > 0, para
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todo z € R™. Entao, A é simétrica definida positiva e existe v > 0 tal
que 1 Az > ~||z||2.
Por outro lado, T Ax = |(z, Az)| < ||A]|||z]|> < M||z||?, para
todo z € R™. O que conclui a demonstracao.
O

O lema a seguir mostra que no Passo 4 do Algoritmo Modelo é
coerente declarar xj como sendo ponto estaciondrio de (3.1).

Lema 3.3 Se Q’p“(x’;) =0, isto ¢, se o Algoritmo 3.1 parou no Passo
4, entao xy € ponto estaciondrio do problema

min  f(z)
s.a. x €.

Ainda, se Q) é convexo e xy, € ponto estaciondrio de (3.1), entdo existe
p > 0 tal que para todo p = p, Q’;(x’;) =0.

Demonstragao: Como Q’; (x’;) =0e E’; é solugao global de (3.6), tem-se
que Q’;(E’;) < 0. Além disso,

0=Qhk) <nQkEh) <o,

ou seja,
Qh(at) =0,

Entao, zj também é solucao de (3.6), pois Q’;(xk) =0.

Portanto, (VQ%(21),a/(0)) > 0, para toda curva vidvel a par-
tindo de x. Como VQh(xx) = g(xr), segue que (g(zx),a’(0)) > 0,
para toda curva vidvel a partindo de zj, ou seja, rr é ponto esta-
ciondrio de (3.1).

Considere agora € convexo e xj ponto estacionario de (3.1).

Seja « curva vidvel partindo de zy, entdo (g(xy),a’(0)) > 0.
Além disso, como visto anteriormente, Q’;(m’;) < 0. Entao,

1
0> Qply) > 5(wy — ai)" (By + pAy)(wy — 2x) 20,
para todo p > p, em que p é tal que (Bf,f + ﬁA’;) > 0.

Logo, Q’;(x’;) = 0, para todo p > p.

O

Dessa forma, ou o Algoritmo 3.1 termina no Passo 4 em um ponto
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estaciondrio do problema, ou gera uma sequéncia infinita de iterados.
Assumiremos, sem perda de generalidade, que {z } ren é uma sequéncia
e mostraremos que a mesma admite uma subsequéncia convergente para
um ponto estaciondrio de (3.1).

Os lemas técnicos a seguir sdo relevantes para a demonstragao
do resultado de convergéncia global da sequéncia de iterados gerada
pelo Algoritmo Modelo.

Lema 3.4 A sequéncia {f(xl(k))}keN é mondtona nao crescente.
Demonstracao: Note que,
[(rygyy) = max{f(zpp1-5):0< g <m(k+1)}
< max{f(zr1-5) : 0 < j <m(k) +1}
= max{f(@k+1), [(@k), - [(@romp))}
= max{f(@k+1), f(2ix))}-

Por outro lado, como Q% (zr11) = QF(aF) < 0 e Wp(apq1) <
Q’;(mk+1), temos que Uy (xp41) < 0. Assim, de

C”"@dl,j _ f(xl(k)) - f(37k+1)
predk U (2pt1)

>/Bl>07

segue que, f(zr11) < f(2iw))-
Portanto, f(xyx+1)) < f(zix)) € o resultado segue.

Lema 3.5 A sequéncia {zy}ren € limitada.

Demonstragao: Na demonstragao do lema anterior vimos que f(zg4+1) <
J(yx)), usaremos este fato fortemente nessa demonstragao para pro-
var, por indugao, que {zy} C Q.

Para k = 0, note que f(z1) < f(2y0)) = f(z0), ou seja, x1 € Q.
Suponha vélido para todo i € {0,1,...,k}, entdo como I(k) < k segue
que, f(zrr1) < f(ziw)) < f(x0). Pelo Segundo Principio da Indugao,
{zr} C Qo. Como assumimos {2y limitado, segue que a sequéncia é
limitada.

0
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Portanto, pelo Lema 3.5, podemos assumir que {zj}ren admite
subsequéncia convergente, ou seja, um ponto de acumulagao.

Lema 3.6 A sequéncia {pi}ren € limitada.

Demonstragao: Pelo Lema 3.1 para todo p > piim a condigao (3.8)
é satisfeita, ou seja, o Passo 5 do algoritmo termina em um nimero
finito de ciclos. Entao, o maior valor possivel para p no Passo 2 é
max{&2p1im, E2Pmaz } €, CONsequentemente

0< P < max{§2plima prmax}a

para todo k € N.

Lema 3.7 Seja K C*° N tal que limgex Ui(zpy1) = 0 . Entao,
limgex ||Th41 — k|| = 0.

Demonstra¢ao: Vimos anteriormente que Q’;k (zk+1) <0, ou seja,

1
(9(zn), i1 — 2n) + 5 (The1 — o) (B, + prAb, ) (zrg1 — ax) <0,

ou ainda,
1
5Pk($k+1 —ap)TAb (2pg1 — 1) <
1
— [{g(@r), Thy1 — ox) + 5($k+1 - xk)TBl,fk (Thr1 — xr) | - (3.9)

Pelo Lema 3.2 temos que
0 < Ywrer — zall? < (whg1 — 2e)T AL (Tpg1 — z0).

Entao, usando (3.9) segue que

0 < 2pminylTrer — 2l < 3pmin (@1 — 21)TAE (241 — 1)

N

Lpe(Thgn — xp)TAE (Thi1 — o)

N

— [(g(@r), xryr — k) + 5(@rg1 — 2) T BY, (w111 — z)]

= —Uy(Tp41).
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Tomando o limite quando k — oo restrito a k € K na desigual-
dade acima, conclui-se que

li — x| = 0.
Jim lzhs1 — x|
O

Os dois lemas seguintes sao fundamentais para a prova do teo-
rema de convergéncia enunciado mais a frente.

Lema 3.8 Seja K1 C°° {i(k)}ren. Entao, para qualquer j € N,
m |zk—j+1 — ap—jl[ =0 e i flak—y) = lim fzip).  (3.10)

Demonstracao: Faremos a prova de acordo com Principio da Inducao
sobre j.
Segue dos Lemas 3.4 e 3.5 que a sequéncia {f(xl(k))}keN é con-

vergente. Entao,
lim f = lim f .
kgilcll (k) klm (xl(k))

Além disso, da definicao de reducéao real, ared];, dada no Passo
5 do Algoritmo Modelo segue que, para todo k € Ky

flzr) = f(xl;;_ll) = f(zyk-1)) — ared’;;_ll < fie—-1) — ﬂlpredl;;_ll

= f(@—1)) + Br¥h—1 () = f(m-1)) + B1%e—1(zr),
ou seja,

Ty () > %[f(xk) ~ @)

Tomando limite quando k& — oo, k € Ki e lembrando que
Uy_1(x) < 0, temos

. . 1
0> lim Wy q(zx) = lim —[f(zx) — f(z06-1))] = O,
ke,

ke ,81
isto é,
klglcll \Ilk,l(xk) =0.
Pelo Lema 3.7 conclui-se que limyei, ||zx — 2x—1]] = 0, e como

f é uniformemente continua em g,

oL, ) = g Flan) = iy S ()



28

Agora, assumindo que (3.10) vale para um j fixo, vamos mostrar
que vale para j + 1.

Analogamente ao que foi feito para j = 0, e usando a hipdtese
de inducao, conclui-se que

Jim W j1(wr—5) = 0.

Entao, pelo Lema 3.7, limgei, ||Th—j — xk—j—1]|] = 0. Também,
da continuidade uniforme da funcao f em g e da hipétese de indugao

dim f(ep—j-1) = lim f(z—;) = lim f(zi).

Portanto, pelo Primeiro Principio da Indugao, o resultado segue.
O

Lema 3.9 lim f(zgq1) = lim f(2))-
k— 00 k— 00

o~ o~

Demonstragio: Defina (k) = I(k+ M +2) e K = {I(k)}pen <
{l(k)}ren. Note que podemos escrever

1(k)—k—1
Thtl = Tp) — Z (xf(k)—jﬂ - xf(k)—j) ’
j=1

Entao,

(k) —k—1
llrr =2l < D 90 — Ty 511
j=1

Como A(k) —k—1 < M+1, segue que o somatorio acima percorre
um conjunto finito de indices. Entao, tomando o limite quando & — oo

e usando o resultado do Lema 3.8, temos

(k)—k—1
0< lim ok — gl < 231 1270y —j41 = Zory 511 = 0
i

ou seja,

khﬁn;j |Zk+1 — 2|1 = 0. (3.11)
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Logo, pela continuidade uniforme da f em g,
A fzpen) = lm fazg,,) = Hm f(z)-
O

O préximo teorema, o resultado mais importante do capitulo,
estabelece a convergéncia global da sequéncia gerada pelo Algoritmo
Modelo.

Teorema 3.10 Seja x* um ponto de acumulagdo da sequéncia gerada
pelo Algoritmo (3.1). Entao, x* é um ponto estaciondrio do problema

min  f(x)

s.a. x €S

que nao € ponto de mdximo local. Ainda mais, se o conjunto dos pontos
estaciondrios do problema for finito, entdo a sequéncia converge.

Demonstragao: Seja x* um ponto de acumulagao da sequéncia {xy }ren
gerada pelo Algoritmo 3.1. Entao, existe I C*° N tal que limyex 2 =
x*.

Pelo Lema 3.6, existe p tal que pr < p, para todo k € K. Além
disso, como assumimos S,, e S;" uniformemente limitados, pelo Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass existe K3 C K tal que limgex, A’;k =Ae

limpex, B’;k = B. Também, para todo k € K1,

frp) < flom) + Br¥r(zry),

e, pelo Lema 3.9,

kléllrcll Uy (zk41) = 0.

Ainda, como W (zpi1) < Q’;k (zF ) <nQk (" ) <0, segue que

. & Pk Pk
hmkejcl Ql;k (fpk) =0.
Defina

e seja

Entao,
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WV

. ~ 1 ~
lim | (g(z1), % — ax) + (T — 2)" (Bj, + prAL, ) (@ — 1)
ke, 2

o b~ . ko(=k \ _
o klglgl Q. () > klglgl @py (xl)k) =0,

ou seja, Q*(Z) = 0 = Q*(z*). Logo, z* também é um minimizador de
Q" em Q.

Como VQ*(z) = g(z*)+ (B+pA)(z—2*), segue que VQ*(z*) =
g(z*). Entao, (g(z*),a/(0)) = 0 para toda curva vidvel « partindo de
z* e, portanto, x* é ponto estacionario de

min  f(z)
s.a. x € Q.

Vamos mostrar agora que z* nao é ponto de maximo local de
(3.1). Para tanto, suponha por contradigao que

f@) = fz) (3.12)

para todo x € B(z*,¢), € > 0.

Por (3.11), segue que existe K3 C>° K tal que limgex, = x*.

Dessa forma, como f é uniformemente continua em €2 e {f(xl(k))}keN
é mondtona nao crescente, tem-se

dm flew) = lim f@i) = /()

flaiw) > f("), k€N, (3.13)

Além disso, usando a condigao (3.8) mostra-se que f(x;x)) <
J(Tya(1)—1)) e, consequentemente, f(xy)) < f(@ix)), para todo & >
k 4+ M + 1. Entao, para k suficientemente grande, em qualquer vizi-
nhanca de z* podemos encontrar ;) tal que f(z;x)) > f(zi4)), €
por (3.13) tem-se

fxymy) > f(zywny) = f(@"),

o que contradiz (3.12).

Para concluir a demonstragdo, resta mostrarmos que se o con-
junto dos pontos estaciondrios do problema (3.1) é finito, entéo a sequén-
cia gerada pelo Algoritmo Modelo converge.
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Seja Z* o conjunto dos pontos de acumulagao de {zy}ren. Jé
foi provado que cada ponto de acumulacao dessa sequéncia é também
um ponto estacionario do problema. Logo, Z* é finito. Digamos, Z* =
{z7, 25, ..., 25}

Entdo, 6 = min{|[2] — 2j[| : i # j, i,j = 1,....,m} > 0, e existe
ko = 0 tal que

" ) 1)
:L'k€UB(Z:,Z> e ||{Ek—$k+1||<1, Vk‘}ko,
i=1

pois cada z; é ponto de acumulacdo e vale o Lema 3.7.
Seja k1 = ko tal que g, € B(z7, %). Entao, para i > 2

i = 211l < 127 = @yl + e en = 2 |+ Jw, = 211,

ou seja,

=~ >

2 = 2kl = Iz = 21l = Mk — 2| = o, — 211 2

*

Segue que =k, +1 ¢ B(z], %), i > 2 e, consequentemente Ty, +1 €
B(z1,9).
Por um argumento indutivo, concluimos que z € B(z7, %), para
todo k& > k1. Segue que m = 1 e, portanto, a sequéncia {zj}ren é
convergente.
O

O proximo capitulo descreve algumas aplicagoes do Algoritmo
3.1 que serao essenciais para validar a teoria desenvolvida neste capitulo.
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4 APLICAGCAO EM MINIMIZAGCAO COM
RESTRICOES DE ORTOGONALIDADE

O problema de minimizagao com respeito ao conjunto das matri-
zes com colunas ortonormais aparece frequentemente em importantes
classes de problemas de otimizagao e, assim como as restrigoes linear
e quadrdtica, possui uma estrutura especial a ser explorada. Como
exemplo, citamos aplicagoes em otimizacao polinomial [12], otimizacao
combinatorial [9], problemas de autovalores e andlise de componentes
principais (PCA) esparsos [2]. De acordo com Wen e Yin [44] ¢, em
geral, um problema do tipo NP-hard. Além disso as restri¢oes de orto-
gonalidade podem conduzir a muitos minimos locais, nao ha garantia
de convergéncia para o minimo global, exceto em casos mais simples
(como encontrar os autovalores extremos de uma matriz) e gerar uma
sequéncia de pontos viaveis nao é facil, visto que preservar as restrigoes
de ortogonalidade numericamente é muito caro, em geral, envolve uma
decomposigao SVD.

Seja b : R™*™ — R" ™ 'm > n, definida por:

h(X)=X"X -1,

e considere Q = {X € R™*": h(X) = 0}.

O conjunto viavel €2 é conhecido como variedade de Stiefel, em
homenagem ao matemético suico Eduard Stiefel (1909-1978), quem pri-
meiro estudou sua topologia [40].

Neste capitulo aplicaremos o algoritmo apresentado no capitulo
anterior, para resolver o seguinte problema de minimizagao com res-
tricoes de ortogonalidade,

min f(X)
s.a. X €9, (4.1)
em que f:R™*"™ — R é uma funcdo de classe C2.
Note que,
oX)=( ZX) - ) )erm,

em que X; é a i-ésima coluna de X. Além disso, como || X||Fr = /7,
para todo X € €, segue que €2 é compacto e g é Lipschitz continua em
Q, ou seja, a condigdo (3.2) é satisfeita para o problema (4.1). Note
ainda que, apesar do problema (4.1) estar colocado em um contexto
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matricial, o mesmo pode ser reescrito sob a forma de mn variaveis
reais e, portanto, podemos empregar o Algoritmo 3.1 para resolve-lo.

Em um esquema de otimizagao, é importante verificar a otimali-
dade de cada iterado para entao decidir continuar o processo ou para-lo
em um ponto suficientemente préximo da solucao. Nesse sentido, a se-
guinte secao estabelece as condigoes de otimalidade para o problema
(4.1).

4.1 CONDIGOES DE OTIMALIDADE PARA MINIMIZACAO COM
RESTRICOES DE ORTOGONALIDADE

Nesta se¢ao, vamos caracterizar as Condi¢oes KKT para o pro-
blema (4.1), utilizando projecéo ortogonal no espago tangente de €.
Antes de iniciarmos a discussao, note que

h(X +tY) (X +tV)T(X +tY) -1
XTX —T+tXTY +tYTX +2YTY

= X)) +tXTY +YTX)+t2YTY (4.2)

Por outro lado, pelo Polinoémio de Taylor,
h(X +tY) = h(X) + t{VA(X),Y) + o(t?). (4.3)
De (4.2) e (4.3) segue que
(Vh(X),Y)=XTYy +YTX.

Portanto, N(h/(X)) = {Y e R™*": XTY = - YT X}.

A— AT

Lema 4.1 Sejam A, X € R™ ™. FEntdo, X =

problema

€ solugao do

min ||A—X||%
sa. X=-XT.

Demonstracdo: Seja X € R™*" tal que X7 = —X. Entao,
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- A—AT|P jla+ AT
a-xiE = |a- 255 -4
F F
‘A+AT X+ xT|? HA—X A-x)7 |7
= — = +
2 2 ||, 2 2 ||,
< gllA = XI5+ 314 = X)) = 5114 - X1%
< 1A= X,
o que conclui a demonstragao.
0
N Y(YTA+ ATY
Lema 4.2 SejamY € Qe A € R™*™. Entdo, X = A—g

2
€ solugao de

min ||A—X||%
s.a. X e N (Y)).

Demonstracdo: Seja Y+ € R™*("=") yma matriz com colunas ortogo-
nais tal que

V=(Y Yt )eRrmm

é ortogonal, isto é,

YT

(v v (e

> =vyT4+ytyH? =1

Seja I,, a matriz identidade de ordem n x n . Definindo I=

< I(;L > € R™*™ temos que

~ I
— 1 n
Vi=(Y Y!) ( 0 ) =Y.
Entao,
XeNHKW®Y) & XTY +YTX =0

& XTVvIi+(vDHTX =0

& XTVvI+I"vTX =o. (4.4)
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Z

Escreva Z = ( 7

e, assim

) =VTX, comZ, e R""e Zy € R(m—n)xn
I"'VTx + XTvIi=0

@fT(gl)Hle 27 )T=0

s +72F=0 & z,=-27.

( )Logo, (4.4) é equivalente a Z, = —ZI, Z; € R™" e Zy €
R m—n Xn.

Além disso,
IA=X[E=1VIA-X)|F=VTA-Z||} =
N YT NA_ (2]
N yH” Zy )|p

Portanto,

=IYTA= Z|[5 + [[(Y )T A= Zs| I3

min ||A — X||§$
s.a. X e N(W(Y))

é equivalente a

min  (|[YTA = Z1[[% + (Y )T A = 223
s.a. Zy=-2T,7) € Rxn (4.5)
Zy € R(m—n)xn.

Note que a fungao objetivo em (4.5) é separdvel com relacao a

=~ YTA_ATY

Z1 e Zs, e portanto, pelo Lema 4.1 sua solugao é Z; = — s

e Z = (YH)TA. Agora, como Y tem colunas ortogonais e X = V7,
temos que

Z1

X=VZ=(Y YL)<
2

>=YZ+YLZ

—~ T A _ AT
=YZ +Y+*(¥YHTA= i +(I-YYT)A
Y(YTA+ ATY)

=A
2
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o que conclui a demonstragao.
O

O préximo teorema estabelece uma equivaléncia entre as Condi-
¢oes KKT do problema (4.1) e a projegao sobre o espago tangente de €2,
o que simplifica consideravelmente a verificacdo de ponto estacionario
e, consequentemente, a decisao de continuar ou parar o algoritmo em
um ponto estaciondrio aproximado.

Teorema 4.3 Seja X, € Q. Sao equivalentes:
(i) Xo(X]g(Xy) + g(X.)"X,) — 29(X.) = 0;
(i) X, satisfaz as Condigoes KKT de (4.1);
(iii) 9(X.) = X.S, para alguma matriz S € R™*™ simétrica.

Demonstra¢do: Ja vimos que as Condi¢oes KKT para um problema
com restrigoes de igualdade sao

9(Xs) = M (X.)TA" =0,
isto é,
9(Xs) = (X)) TN
Logo, as Condigoes KKT de (4.1) sao equivalentes & g(X.) €
R(K'(X.)T), ou seja, g(X.) L N(h'(X.)), isto é, a projecao de g(X.)

se anula em N (h/(X,)).
Além disso, pelo Lema 4.2, temos que

V= argmin |[[g(X,)—V|%=g(X,)— (X5 9(Xs) +9(Xs) )

sa. Ve NMH(X.)). ’

Como ¢(X,) L N(h'(X.)), segue que V=0 e, portanto, (i) é
equivalente a (ii).

Para mostrarmos a equivaléncia entre (ii) e (iii), note que a
fungao Lagrangeana de (4.1) é

1(X,0) = f(X) + traco(O(XTX — 1)),

em que, © € R™*" contém os multiplicadores de Lagrange do problema.
Logo, VxI(X,0) = 0 implica em g(X) + X(© + 0T) = 0 e,

portanto, (ii) é equivalente a (iii) com S = —(© + 07T).
O
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Devido & equivaléncia (i) < (i) no teorema acima, a igualdade
12X (X g(X) + 9(X)" X)) = 29(X)[F =0,

sera utilizada como critério de parada para o algoritmo colocado na
secao seguinte. Esta condicao, por necessitar apenas de multiplicacoes
entre matrizes, é mais simples de verificar do que calcular os multipli-
cadores de Lagrange do problema.

4.2 UM ALGORITMO PARA MINIMIZACAO COM RESTRICOES
DE ORTOGONALIDADE

Nesta segao aplicaremos o Algoritmo 3.1 para resolver o pro-
blema (4.1). O resultado serd um método do tipo gradiente projetado,
globalmente convergente, para resolver problemas de minimizagao com
restri¢oes de ortogonalidade.

Para tanto, vamos tomar constantes 0 < omin < Omaz < 00,
L, > L', para cada k = 0,1,2..., escolher afpc € [Omin; Omaz], €
definir

L, caso contrario

k.
Uk:{ —F,se 0<p< Ly (4.6)

A’;:IeBLf:U’;I.
Dessa forma, o modelo quadratico Q’; : R™*"™ — R é dado por:

k

QA(X) = tracolg(Xu)" (X — Xu)) + 72X - Xulfp (4)

Para o parametro 0% . vamos escolher, sempre que possivel, o

parametro espectral de Barzilai-Borwein [3].

Este parametro foi proposto por Barzilai e Borwein no contexto
dos problemas de minimizagao irrestrita com iteragao dada por: xpy1 =
xp — arg(xy), em que x, € R™ e

an — (T — xp—1, 9(x)) — g(xk_1)>. (4.8)

|| — 2p—1][?

ILembramos que, como colocado em (3.2), L t ¢ a constante de Lipschitz associ-
ada ao gradiente de f
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VfX,)
AV,

Figura 4: Iteragao do Algoritmo Modelo para minimizacdo com res-
tricoes de ortogonalidade, em que ¢, = p + alp“

Note que (4.8) é o quociente de Rayleigh relativo & média da matriz
Hessiana fol V2 f(x_1+t(zp —xK_1))dt e, portanto, os valores ay, estio
entre o menor e o maior autovalor desta matriz.

Ressaltamos que o uso do parametro de Barzilai-Borwein pre-
serva as boas caracteristicas do método utilizado e ainda reduz signifi-
cativamente o niimero de buscas lineares, acelerando a convergéncia do
mesmo [37]. Dessa forma, para dois iterados consecutivos, X;_1 e Xy,
temos

p o trago((g(Xe)" — g(Xe—1)")(Xi — Xi1))

opp, = , 4.9
b [ Xk — Xi—1ll% (4.9)
e definimos
1 ra k=0
ko _ , para
Tspe = { min{max{a{jb, Omin }>Omaz }» Dara k =1 (4.10)

Com estas escolhas, o Algoritmo Modelo torna-se uma variagao
do Método Gradiente Projetado Espectral ndo monétono de [5], para
minimizagao com restrigoes de ortogonalidade. E pode ser representado
geometricamente conforme a Fig. 4.

O teorema a seguir relaciona a minimizac¢ao do modelo quadratico
(4.7) com a minimizacao da fungao objetivo quando usamos o parametro
definido em (4.9), justificando portanto sua escolha no Algoritmo 4.1
estabelecido mais a frente.

Teorema 4.4 Suponha f : R™ — R uma fung¢do quadrdtica, xp_1, ) €
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Q e defina Qi(z) = g(zp)" (v — zx) + %&Hx — xx||?. Entdo,

min  Qk(xg + t(xgp — k—1))
s.aa.  (xp +t(ry —2p—1)) € Q
teR.

€ equivalente a

min  f(xg + t(xp — xx—1))
s.a.  (xp +t(ry —2p—1)) € Q
teR.

Demonstragio: Considere f(z) = 2z7Az +bT2 + ¢, com A € RV
simétrica. Entao,

k

g
E\Tk T — Tk—-1)) = 19\ T )Tk — Ti—1 - Tk — Tk—1
Qr(zr +¢( )) = tg(ar)( )+ 5”t2ll I

t2 (Axy, — Axp_1)(xp — Tpe
:t(Axk—i—b)T(xk—xk,l)—i——( b b 1)( k 3 k 1)||xk—:ck,1||2
2 llze — zp-all

t2
= t(A{Ek + b)T(xk — xk,l) =+ E(xk — xk,l)TA(xk - xk,l)

= flor +t(rr —xr-1)) — fzr) — 2¢.

Como f(xy) e ¢ s@o constantes, o resultado segue.

O
O préximo passo é encontrar a solu¢ao do subproblema
min  Q%(X)
sa. XTX =1 (4.11)
X e R™x™,

Para tanto, defina para cada k =0,1,2...,

1
pto

Wi, = X}, — 9(Xk),

k
p

e note que

1X = Wellp = 11X — (X — 559 (X)ll3
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= 2trago(g(Xi)" (X — X)) + (p+ o) |IX — X5+
+p%g§||9(Xk)||%
=2Q,(X) + p%,,r;Hg(Xk)H%-

Ou seja, Q%(X) e || X — Wy || diferenciam-se apenas por cons-
tantes. Dessa forma, resolver (4.11) é equivalente a encontrar a solugao
de

min || X — Wyl|%
sa. XTX =1
X e Rm™*™,

cuja solugao é dada no lema a seguir.

Lema 4.5 Seja A = UXVT a Decomposicio em Valores Singulares
reduzida de A € R™* ™. Entdo, X* =UV7T ¢ solucio de

min || X — A%
sa. XTX =1, (4.12)
Demonstragao: Seja A = TSV’ a decomposi¢ao SVD de A, em que
U eR™*™ V e R"™"™ sdo matrizes unitarias e 3 € R™*" é diagonal.
Entao,
—T —  —
X = Al = [U" XV - 23,

e assim, o problema (4.12) é equivalente a

min [T XV - 5|2

4.13
sa. XTX =1 ( )

Defina W = UTXV. Entao, um calculo simples mostra que
WTW = I se, e somente se, X7 X = I, e portanto a solucdo do pro-

blema (4.13) é X* = UWVT, com W solucdo de

min ||W — §||%
s.aa. WTwW =1.

isto &, W= (1, 0)" erRmm,
Logo, a solugao X* do problema (4.12) é

X*:U( Ig )VTzUVT,
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em que A =UXVT ¢ a decomposicao SVD reduzida de A, concluindo

assim a demonstragao.

Podemos agora estabelecer o algoritmo para problemas com res-
trigoes de ortogonalidade, que denominamos Gradiente Projetado para

minimizacao em variedades de Stiefel (GPST).

Algoritmo 4.1: Algoritmo para problemas com restrigdes de ortogona-

lidade (GPST)

Tome Xo € Q, M € Z*, n € (0,1], B1 € (0,3], 0 < Opin <
Omaz <00 el <& <& <oo.
Faga k=0 e m(0) = 0.

.
Passo 1. Calcule g(X%), f(Xix)) e faga p = U;’” como em (4.10);

Passo 2. Tome of definido em (4.6) e calcule a SVD reduzida
de Wy,: W, = UV,

Passo 3. Defina Yﬁ = UVT e encontre X§ e Q tal que
QN(X)) < nQﬁ(Yﬁ) Se QF(X)) = 0, declare X}, ponto esta-
cionario;

Passo 4. Defina

T k Jﬁ 2
Vi (X) = traco(g(Xx)™ (X — X%)) + —7[|X = Xil[F-

Se
FOXEY < F(Xum) + Bru(XE), (4.14)

defina pF = p, XF+1 = Xﬁ, faga k = k + 1 e volte ao Passo 1.
Sendo, escolha ppovo € [€19,&2p], faca p = prove € volte ao Passo
2.

O Teorema 3.10 garante a convergéncia global da sequéncia de
iterados { X}, pois as hipéteses H1 e H2 assumidas na Secao 3.2 séo

trivialmente satisfeitas.
A escolha 1 < 1 é apropriada para problemas em que m > n.
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Os pontos de €2 nao sao pontos regulares segundo a definigao
apresentada no Capitulo 1 (LICQ), porém estes pontos satisfazem uma
outra condi¢ao de qualificacao, a saber, a Condicao de Qualificagao de
Posto Constante (CRCQ) , conforme a proposigao a seguir. Lembra-
mos que condigoes de qualificacido sao exigéncias que um minimizador
local deve cumprir para satisfazer as Condigoes KKT. E conhecido que
todo minimizador local de (4.1) satisfaz as condigoes KKT do problema
)Ipég f(X) [24]. Assim, podemos utilizar o item (i) do Teorema 4.3 como

critério de parada e entao declarar convergéncia do algoritmo apresen-

tado neste capitulo. O préximo resultado mostra que ao retirarmos as
restrigoes redundantes de €2 temos que a condicao LICQ é satisfeita.

Lema 4.6 Sejam Q = {X e R™*" : XTSX =1}, m>n, S >0e
hij(X) = alSx;—8;j, 4,5 =1,..,n, em que z; € R™ € a i-ésima coluna
de X ed;j € o delta de Kronecker. Entdo, o conjuntoT’ = {Vh;;(X)}i>;
¢ linearmente independente (LI) .

Demonstragao: Seja X € . Organizando as variaveis na forma veto-
rial, temos:

T
vee(X) = e R™".
Tn
Note que,
0
Vhjj(vec(X)) = | 2Sx; | « posi¢do (j —1)m+1 até jm
0
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Sxz; |+ posi¢ao (j—1)m+1 até jm
Vh;j(vee(X)) =

Sz; |+ posigao (i —1)m+1 até im

Entao, para j fixo, I' é linearmente independente. De fato, con-
sidere a combinacgao linear

¢jVhjj(vec(X)) 4 ¢jy1Vh(jpry,(vec(X)) + - - 4+ ¢, Vhpj(vec(X)) =0
0

2¢jSzj+ -+ cnSzy

= 0.
Cj+1S£L'j

cnST;

Note que, como S ¢é definida positiva Sz; # 0, para todo j €
{1,...,n}, pois, caso contrario, terfamos x] Sx; = 0 para algum [ €
{1,...,n}. Segue que, ¢; = c¢j11 =---=¢, =0 ¢, para j fixo, I' é LI

O mesmo é valido ao deixarmos j livre, pois considerando a
combinacao linear

zn:z ¢ijVhij(vec(X)) = 0,
i=1i>j

isto é,

2c118%1 + a1 Sx2 + - -+ cp1Sap
21571 + 2¢99STo + - -+ + CcpaSzn,

Cnlsxl + CnQSl‘Q +-- 4+ 2Cnnsxn
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e usando o fato que para j fixo temos independéncia linear, concluimos
que I é LI
O

Proposicao 4.7 Se X € Q, entao X satisfaz CRCQ. Isto €, se um
conjunto I'x de gradientes das restricoes h em X, I'x = {Vh;j(vec(X)) :
i,j €{1,...,n}}, € tal que dim(span{T'x}) = p, entao para qualquer Y
em uma vizinhanc¢a de X, dim(span{Ty}) = p.

Demonstracgao: Pelo lema anterior, temos que, para todo X € Q, I'y =
{Vh;;(vec(X))}i>; é um conjunto linearmente independente. Entao,
para todo X € , qualquer subconjunto I'y C I'y é, também, um
conjunto LI. Isto é, para qualquer subconjunto I'y, dim(span{I'y}) é
constante em €.

Se adicionarmos o gradiente de uma restrigao Vhg (vec(X)) ao
subconjunto I'y, podemos ter dois casos:

(i) Vhg(vec(X)) é LI com os demais elementos de I'y e, neste caso,
pelo argumento anterior, Iy U {Vhy(vec(X))} é LI para todo
X € Q e, portanto, dim(span{I'y}) é constante em €2

(ii) Vhg(vec(X)) é linearmente dependente (LD) & I'y. Neste caso,
k < 1 e Vhy(vec(X)) = Vhy(vec(X)) para algum gradiente
Vhi(vec(X)) € Ty Segue que,

dim(span{I’x}) = dim(span{T’x U{Vhg(vec(X))}}),

para todo X € e, portanto, a condicao de posto constante é
satisfeita.

Analogamente, ao adicionarmos um ntumero finito de gradientes
de restrigdes ao conjunto Iy a dimenséo do subespaco gerado por I'y
é constante para todo X € Q.

Logo, todo X €  satisfaz CRCQ.

No proximo capitulo apresentamos os resultados obtidos.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo vamos implementar o algoritmo apresentado no
capitulo anterior e compara-lo com métodos tradicionais para resolver
problemas de minimizagao com restricoes de ortogonalidade, a saber
um método de busca curvilinear [44], um método de minimizacdo em
geodésicas [1] e o Método da Tteragao Ortogonal Inversa.

Os testes serao executados utilizando Matlab 7.10 em um pro-
cessador intel CORE i3 com HD de 500 Gb e 4 Gb de memoéria Ram,
sendo utilizadas os seguintes valores para as constantes do Algoritmo
4.1: 61 = 10747 51 = 52 =9, Omin = 107107 L, = Lf € Omaz = L. O
parametro de nao monotonia, quando nao estiver devidamente explici-
tado, é considerado M = 7. Assumiremos convergéncia quando

Xk (X 9(Xk) + 9(Xp)" Xi) = 29(Xi)||p <1079,

limitando o tempo de execu¢ao (TMAX) em 600 segundos.
Lembramos que o ntiimero de condi¢do de uma matriz A € R"*"
é dado por
K(A) = [JAll[IA7]I,

e que uma matriz com nimero de condigao pequeno (K(A) ~ 1) é
dita bem condicionada, enquanto que uma matriz com um nimero de
condigao elevado é dita mal condicionada.

Apresentamos a seguir os métodos utilizados para comparar o
desempenho do Algoritmo 4.1.

5.1 METODO DA ITERACAO ORTOGONAL INVERSA

O método da iteracao ortogonal inversa é uma generalizagao do
método da poténcia inverso, utilizado para calcular o subespaco inva-
riante de dimensao r, 1 < r < n, gerado pelos autovetores associados
aos r menores autovalores da matriz A € R"*".

Dados A € R™ ™ nao singular e @y € R™*" ortogonal, o método
consiste em, a cada passo k resolver o sistema

AZp = Qp—1,

seguindo de uma fatoracdo QR de Zi, Z) = QrRi. Note que, o caso
em que r = 1, coincide com o método da poténcia inverso.
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E conhecido que este método tem uma taxa de convergéncia pro-

Ar
Art1
de A. Mais informagoes sobre o método podem ser encontradas em

[20].

k
,em que [A1] < A2 <+ < |Ay| s80 os autovalores

porcional a }

Algoritmo 5.1: Método da iterac@o ortogonal inversa (Poténcia)

Seja Qo eNel<r<n.
Faca k = 0.

Passo 1. Resolva AZ, = Q1.

Passo 2. Calcule Z;, = Qi Ry, a decomposi¢ao QR de Zj, e volte
ao Passo 1.

5.2 METODO DE MINIMIZACAO ATRAVES DE GEODESICAS

Utilizaremos uma variacao do Método de Newton desenvolvido
por Arias, Edelman e Smith [1] para minimizacao em variedades de
Stiefel e de Grassmann !, que aproveita a geometria dessas variedades.

Em problemas de minimizacao irrestritos, o Método de New-
ton consiste em gerar novos iterados subtraindo do iterado atual um
multiplo do vetor H~'V £, em que H é a matriz Hessiana da funcao f
avaliada no iterado atual. Arias, Edelman e Smith [1] substituiram essa
subtracao restringindo a funcao ao longo de um caminho geodésico na
variedade. O gradiente continua sendo o usual (tangente a superficie
das restrigoes), e a matriz Hessiana é obtida através da segunda dife-
rencial da fungao restrita a geodésica.

A seguir apresentamos a notacao utilizada e colocamos um re-
sumo do modelo do algoritmo. Para mais detalhes ver [1, 14].

Considere o problema de minimizacao

min f(X)
s.aa. X €€,

em que, f:R™" 3 ReQ={XecR™": XTX =T}

1Uma variedade de Grassmann pode ser vista como um espaco de matrizes
simétricas, idempotentes (D? = D) e com traco constante. Recebeu esse nome
em homenagem ao matemético polonés Hermann Grassmann (1809-1877).
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Vamos denotar por Fy € R™*™

relacao aos elementos de Y, isto é,

a derivada parcial de f com

o

(Fy)ij = oY

e por Fyy (A1, Ag) o valor,
Fyyv (A, Ar) = Z(FYY)ij,kl(Al)ij(AQ)kla
ij.kl
em que A1, Ay € RM*X"™ ¢

o0 f

Fyy)iip = ———.
(Fyy)ijkl Y, 0V

Seja A a solugao do sistema linear

Fyy(A) — Yskew(FFA) — skew(AFY) — sTIAYTFy = -G
(5.1)
YTA)T = —YTA,

em que skew(X) = X*QXT, M=TI1-YYT e Fyy(A) representa o tinico

vetor tangente que satisfaz

Fyy(A,Z) = <Fyy(A),Z>, YZ € R™*™,

Abaixo apresentamos, em termos gerais, o algoritmo de [1], que
serd denominado daqui em diante por sg_min.

Algoritmo 5.2: Método de Newton para minimizacao em variedades de
Stiefel (sg-min)

Seja Y € Q.

Passo 1. Calcule G = Fy — FVY.

Passo 2. Encontre A solugao de (5.1).

Passo 3. Mova de Y para Y (1) na direcdo A usando a férmula
geodésica
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Y(t) = YM(t) + QN(t), (5.2)

em que Q vem da decomposi¢io QR magra de (I —YYT)A, M(t)
e N(t) sao matrizes dadas pela equagao

(56 )=eor (T 70 )(5)

e volte ao Passo 1.

Nos experimentos apresentados & frente usamos a opcao dogleg
do pacote sg_min? para ajustar o parametro da busca linear ao longo
da geodésica. Neste caso, ao invés de t = 1, obtemos um parametro

em (5.2) tal que f(Y (tx)) < f(Y).
5.3 METODO DE BUSCA CURVILINEAR

Nesta secao apresentamos um método de busca curvilinear nao
mondtono com comprimento do passo ajustado pelo parametro espec-
tral de Barzilai-Borwein, introduzido em [44]. Para tanto, vamos con-
siderar o problema de otimizagao com restri¢goes de ortogonalidade

min f(X)
s.a. X €9,

em que, como usual, Q = {X € R™*": XTX = J}.
O método consiste em construir uma sequéncia de iterados Xj €

Q conforme descrito a seguir.
Para cada k € N, defina

Wi = V(Xe) X — Xk VF(Xp)" (5.3)

-1
t t
XkJrl = Y(tk) - <I+ %Wk) <I — Eka) Xk.
Note que podemos escrever Y (t) = QX, em que

-1
Q= (I—l— %Wk> <I— %Wk> ,

20  solver utilizado estd disponivel em  http://web.mit.edu/ rip-
per/www /sgmin.html (acessado em 29/01/2012)
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conhecida como transformada de Cayley, leva a diversas propriedades
interessantes: a curva Y(¢) é suave em ¢, Y(0) = X e, a mais impor-
tante, Y (#)7Y (t) = X7 X para todo t € R. Esta tltima decorre do
teorema a seguir.

Teorema 5.1 Sejam W € R™*™ anti-simétrica e Q : R — R™*™
dada por Q(t) = (I + %W)_1 ( - %W) Entao, para todo t € R, Q(t)
€ ortogonal.

Demonstracao: Note que

Z = (L+4w) " (I 5w) T = (T W) (1 +4w)) ™
- (m USTLS tzw)”:«u%vv)a—%vv))*
= (=) 4w
Entao

QBT = (T+5W7) (I= W) (1= §W)" (I+5W)

= (=4W) (I +4wW) T (1= 4w) T (1 +4w)
= U=5W) (I =) I+ 4w) T (14 4w) =

o que conclui a demonstragao.

O passo da busca linear sob a curva Y é definido pelo parametro
espectral de Barzilai-Borwein, ou seja,
trago(SE_; Sk—1)
|trago(S{_ Yi-1)|’

em que Sp_1 = X — Xp—1 e Vo1 = Vf(Xi) — Vf(Xp-1). Para
garantir a convergéncia global do método Wen e Yin [44] adotaram a
estratégia de nao monotonia de [46], assim o passo tj serd dado por
tr = txd™, em que T é o menor inteiro que satisfaz

J(Y(tr)) < Cr 4 p1tpd™ (V[ (X)), Wi Xg),

nqkCr + f(Xpy1)
Qk+1

s Qk+1 =Nk +1 e q = 1.

com Ciyq =
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Nos experimentos utilizamos um solver® baseado no Algoritmo 2
de [44]. A seguir apresentamos o algoritmo que, daqui em diante, serd
denominado OptStiefel.

Algoritmo 5.3: Método de busca curvilinear com Barzilai-Borwein
(OptStiefel)

Sejam Xg € Q, to > 0, 0 < ty, < tarr, p1,0,m,€ € (0,1).

Faga k = 0.

Passo 1. Calcule f(X%), g(Xk) e defina Wy, como em (5.3). Se
llg(Xk)|| < e, pare. Sendo, va para o proximo passo.

Passo 2. Calcule f(Y(tx)). Enquanto f(Y(tx)) > Ck +
p1te(V f(X), Wi Xi), faca ty, = 0ty.

Passo 3. Defina Xipy1 = Y(tr), @1 = N¢k+1, Chp1 =
ngkCr + [ (Xk+1)

Tome tp41 = max{min{tgy1,tr}, tm}, faga

qk+1
k =k + 1 e volte ao Passo 1.

5.4 TESTE NUMERICOS E PROBLEMAS

Vamos testar os algoritmos no Problema de Procrustes Ortogo-
nal Ponderado e no cédlculo de uma base ortonormal para o subespago
gerado pelos menores autovalores de uma matriz simétrica. A seguir
apresentamos cada um dos problemas e comentamos os resultados ob-
tidos ao comparar os algoritmos testados.

5.4.1 Problema de Procrustes Ortogonal

Na mitologia grega, Procrustes foi um vilao e torturador que
possuia uma cama de ferro onde colocava suas vitimas, cortando-lhes
ou esticando alguns membros para que se ajustassem ao tamanho da
cama. Em matemadtica, um problema do tipo Procrustes consiste em
analisar o processo de preservacao de uma transformacao a um conjunto
de formas. Tal processo envolve rotagao e mudanca de escala em um

30 solver utilizado estd disponfvel em http://optman.blogs.rice.edu/ (acessado
em 29/01/2012)
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certo conjunto de dados, a fim de mové-los para um quadro comum
de referéncia onde possam ser comparados. Os dados conhecidos sao
dispostos em matrizes e a transformacao de rotagao a ser determinada
é uma matriz com colunas ortonormais.

Vamos trabalhar com duas formulagdes desse problema, a saber,
Procrustes Ortogonal e Procrustes Ortogonal Ponderado, conforme as
defini¢oes a seguir.

Defini¢ao 5.2 Seja X € R™ "™ m > n. Dadas as matrizes A €
RPx™ ' e R4 ¢ B € RP*9, o problema denominado Problema de
Procrustes Ortogonal Ponderado (WOPP) consiste em resolver

min [|[AXC — B|%

sa. XTX =1 (5-4)

Quando C = I diremos que (5.4) é o Problema de Procrustes
Ortogonal (OPP) .

De acordo com Eldén e Park [15], o problema OPP com m =n é
dito balanceado e o caso em que n < m é chamado de nao balanceado.
Para o caso balanceado, decorre do Lema 4.5 uma férmula fechada para
a solucdo, a saber X, = UV, em que AT B = ULVT é a decomposicio
SVD reduzida de AT B. Para o caso nao balanceado e para WOPP a
solugao é encontrada através de métodos iterativos e, portanto, nao é
necessariamente o minimo global.

Problemas do tipo OPP e WOPP surgem em aplicagoes relacio-
nadas com, por exemplo, movimento de corpos rigidos [39], psicometria
[23], escalonamento multidimensional [10] e Sistema de Posicionamento
Global (GPS) [4].

Mostraremos que esse problema satisfaz as condigoes impostas
no desenvolvimento do Algoritmo 4.1. Para tanto, vamos considerar a
funcao

fIR™™ SR

J(X) =[|AXC - B[}
Note que f € C? e como g(X) = 2AT(AXC — B)CT, temos
lg(X) —gM)llr = 2[ATAX - Y)CCT|F
< 20 ATA[[Fl|CCT||p|IX = YIF,

isto é, g = Vf é Lipschitz continua, com constante de Lipschitz satis-
fazendo
Ly < 2||ATAllp||CCT]|F.
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Ressaltamos que a utilizacao do parametro espectral de Barzilai-
Borwein [3] é conveniente, visto que a fungao é uma quadratica e, por-
tanto, pelo Teorema 4.4 resolver o subproblema (4.7) equivale a mini-
mizar a fungao f ao longo da direcao (Xj — Xi_1).

Os problemas 1, 2, 3, e 4 foram retirados de [47] e s@o descritos
ao longo do texto. Vamos considerar n = ¢, p = m, A = PSR e
C = QAQT, com P e R matrizes ortogonais com entradas randémicas,
Q € R™ ™ matriz de Householder, A € R™*™ diagonal com entradas
uniformemente distribuidas no intervalo [3,2] e S diagonal definida de
modo diferente para cada um dos problemas. Como ponto inicial X
vamos gerar uma matriz randomica satisfazendo Xy € Q. Todos os
valores randomicos foram gerados com a fun¢ao randn do Matlab.

Além disso, para monitorar o comportamento dos iterados Xy
com respeito a solugdo exata do problema (5.4), vamos criar uma
solucdo Q. tomando B = AQ.C, em que Q, € R™*™ é matriz de
Householder randémica.

Problema 1. Os elementos da diagonal de S sao gerados através de
uma distribui¢do normal no intervalo [10, 12].

Note que a matriz A para este problema, por conter valores sin-
gulares muito préximos, é bem condicionada. Portanto, o uso da nao
monotonia pode nao apresentar uma redugao significativa no nimero
de buscas lineares, conforme verificado na Tab. 2 e na Fig. 5, onde
nao ha muitos acréscimos no valor da funcao. Uma caracteristica do
Algoritmo 4.1 que também pode ser observada na Fig. 5 é o decréscimo
do residuo j& nas primeiras iteragoes. Esse fato é provavelmente uma
consequéncia do p inicial satisfazer a condigao (4.14) devido ao uso do
parametro espectral.

Tabela 2: Comparativo entre os casos mondtono (M = 0) e ndo
mondétono (M = 7) do Algoritmo 4.1 para o Problema 1 com m = 500

Monétono Nao Mondtono
q N 7 N, a N, i N, a

10 | 18 24 18 23
20 | 22 30 19 24
o0 | 24 33 19 24

70124 33 20 25
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Residuo
=
S
Norma do erro na solugao

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Numero de iteragdes Nuamero de iteragdes

Figura 5: Comportamento do Algoritmo 4.1 ndo mondtono para o Pro-
blema 1 com m = 500 e ¢ = 50

A Tab. 3 expoe os resultados alcangados para o Problema 1 ao
variarmos a dimensao do mesmo. Denotamos o nimero de iteragoes por
N; e o ntiimero de avaliagoes da fungao por N,. O residuo ||[AX,C —
B|%, anorma do erro na solugao, || X, — Q.|| r, e o tempo (em segundos)
também sao apresentados.

Em resumo, o Algoritmo 5.2 (sg-min) nao apresentou um bom
desempenho, pois, apesar de realizar poucas iteragoes, necessitou ava-
liar muitas vezes a fungao. Os Algoritmos 4.1 (GPST) e 5.3 (OptStie-
fel) exibiram comportamento semelhante, tanto no ntimero de iteragoes
quanto no numero de avaliagoes da funcao, nao sendo necessario muitos
passos de busca linear e curvilinear, respectivamente. O tempo gasto
também foi préximo.

Problema 2. A diagonal de S é dada por: S;; = i + 2r;, em que r;
sao numeros aleatérios distribuidos uniformemente no intervalo [0, 1].

Note que, neste caso, os valores singulares de A tornam-se mais
distantes uns dos outros a medida que m aumenta, deixando a matriz
mal condicionada. Para este problema, a estratégia de nao monotonia
mostra seu potencial, conforme pode ser observado na Fig. 6. E notével
a reducao do numero de avaliacoes da funcao e, consequentemente, do
numero de buscas lineares. Conforme apresentado na Tab. 4.

Podemos observar na Tab. 5 que o método OptStiefel foi o que
apresentou os melhores resultados para os casos analisados. Lembramos
que este algoritmo estd consolidado e sua implementagao otimizada, en-
quanto que o Algoritmo 4.1 (GPST) teve uma implementagao simples,
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Tabela 3: Desempenho dos métodos para o Problema 1

m=50eq=10

Método N; N, Tempo Residuo Erro
GPST 18 23 0.156  2.42e-08 1.44e-09
OptStiefel | 27 27 0.015  1.45e-08 7.80e-10
sg-min 29 118 1.310 1.83e-08 1.33e-09
m =100 e g = 20
GPST 20 24 0.124  1.47e-08 6.80e-10
OptStiefel | 28 28 0.124  1.85e-08 1.36e-09
sg-min 29 118  2.823  2.36e-08 1.80e-09
m=500eq="70
GPST 20 25 2.230  3.52e-08 2.59e-09
OptStiefel | 31 31 1.716  3.67e-08 2.96e-09
sg-min 33 134 3.631 1.88e-08 1.41e-09
m = 1000 e ¢ = 100
GPST 20 25 4.711  1.27e-08 9.39e-10
OptStiefel | 31 31 4.680  3.19e-08 2.58e-09
sg-min 32 130 164.8 1.76e-08 1.34e-09
10°

. 107

é 10"

% 10°

5

“ 10°

3
0 100 200 300 400
Numero de iteragdes

500

200 300 400 500
Numero de iteragbes

Figura 6: Comportamento do Algoritmo 4.1 ndo monétono para o Pro-
blema 2 com m =50 e g =10

onde a escolha dos parametros pode ser melhorada.

No entanto, o

desempenho do método GPST foi adequado. Para dimensdes maiores
o método sg_min atingiu o tempo limite TMAX fixado e, mesmo em
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Tabela 4: Comparativo entre os casos mondtono e nao mondtono do
Algoritmo 4.1 para o Problema 2 com m = 100

q=10 q=50
Parametro | N; N, N; N,
M=0 737 1218 1014 1664
M=5 720 1015 1392 2050
M=7 572 782 1474 2088
M =10 446 558 1151 1566
M=15 703 85 1300 1661

dimensoes menores este método nao apresentou bons resultados.

Tabela 5: Desempenho dos métodos para o Problema 2

m=50eqg=10

Método N; N, Tempo  Residuo Erro
GPST 434 587 0.889  1.04e-08 2.99¢-09
OptStiefel | 208 209 0.140  2.65e-08 6.80e-09
sg_min 4511 18046  72.44  1.16e-07 3.51e-08
m =100e g =10
GPST 572 782 1.294  4.13e-08 7.93e-09
OptStiefel | 346 370 0.421  2.04e-08 3.80e-09
sg_min 5000 20002 135.0 1.66e-06 3.21e-07
m =100 e g =50
GPST 1474 2088 12.09  1.39e-07 4.01e-08
OptStiefel | 534 569 1.934  3.70e-08 1.02e-08
sg_min 5000 20002  586.2  1.74e-03  4.99e-04
m =500e qg=20
GPST 8244 11927  98.73  1.05e-07 2.24e-08
OptStiefel | 1364 1441 11.09  8.04e-06 1.66e-06
sg_min - - TMAX -
m =500 e ¢ =50
GPST 7931 11414  282.1 1.24e-07  3.10e-08
OptStiefel | 2014 2131 52.55  T7.06e-06 1.76e-06
sg-min - - TMAX -
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Problema 3. Cada entrada da diagonal de S ¢ gerada da seguinte
maneira: S; = 1+ % + 2r;, com r; distribuidos uniformemente no
intervalo [0, 1].

Podemos observar na Tab. 6 que o uso da ndo monotonia reduziu
consideravelmente o niimero de iteracoes e avaliagoes da funcao, isto é,
de buscas lineares.

Tabela 6: Comparativo entre os casos mondtono e ndo monétono do
Algoritmo 4.1 para o Problema 3 com m = 100

q=10 q=50
Parametro | N; N, N; N,
M=0 746 1215 1030 1677
M=5 524 708 858 1207
M=7 523 681 772 1069
M =10 648 869 1048 1386
M =15 795 984 885 1102

A Tab. 7 mostra que, para este problema, o método OptStiefel
também foi o que apresentou os melhores resultados, com uma reducao
significativa em relagao aos valores necessarios para a convergéncia dos
métodos sg-min e GPST.

Problema 4. A matriz S é definida utilizando as fungoes ‘ones’ e ‘rand’
do Matlab, da seguinte maneira:

S = diag([10*ones(1,m1) + rand(1,mq), 5 * ones(1, ma)+
+rand(1,ms),2 % ones(1,m3) + rand(1, ms), rand(1, m4)/1000]),

com mi + mg + m3 + my = m. Neste problema definimos C = I.
Vamos utilizar os valores de my, ma, ms e my sugeridos em [47],
ou seja
4.1. my =mg =15, m3 =12 e my = 0;
4.2. mi =mo =m3 =30emy =5.

Note que A possui valores sigulares muito pequenos quando com-
parados com o maior valor singular, e portanto é mal condicionada (nos
exemplos testados, K(A) > 105).



Tabela 7: Desempenho dos métodos para o Problema 3

m=50eqg=10

Método N; N, Tempo  Residuo Erro
GPST 715 988 1.357  1.06e-07 2.41e-08
OptStiefel 564 605 0.764  1.24e-07 2.82e-08
sg_min 11263 45054  215.9  9.95e-08 2.26e-08
m =100e g =10
GPST 523 681 0.998  8.50e-08 1.73e-08
OptStiefel 350 377 0.421  8.33e-08 1.39e-08
sg_min 7466 29866 182.5  8.99e-08 1.84e-08
m =100 e g =50
GPST 772 1069 5.725  6.27e-08 1.59¢-08
OptStiefel 562 601 2.074  1.63e-07 4.17e-08
sg_min - - TMAX - -
m=500e q =20
GPST 1080 1505 10.85  1.42e-07 5.19e-08
OptStiefel 662 715 4.882  4.23e-07 1.53e-07
sg_min - - TMAX - -
m=>500e qg="70
GPST 1403 1965 63.77  1.55e-07 5.76e-08
OptStiefel 522 556 16.64  5.10e-07 1.88e-07
sg-min - - TMAX - -
m = 1000 e ¢ = 10
GPST 1423 1991 34.95  1.41e-07 4.33e-08
OptStiefel 622 649 10.01  7.93e-07 2.43e-07
sg-min - - TMAX - -
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A Tab. 8ilustra que o uso da nao monotonia foi eficaz, reduzindo
significativamente o nimero de passos da busca linear. O mesmo pode
ser observado na Fig. 7.

Nos problemas testados o algoritmo GPST foi o mais eficiente,

como podemos observar na Tab. 9.

Para reduzir o esforco computacional exigido no Algoritmo 4.1
durante o calculo da SVD, propomos encontrar essa decomposi¢gao por
meio de um algorimo alternativo. Apresentamos essa ideia na subsegao

seguinte.
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Tabela 8: Comparativo entre os casos mondtono e nao mondtono do
Algoritmo 4.1 para os Problemas 4.1 e 4.2

m=50 e qg=10 m=95e q=10

Parametro | N; N, N; N,

M=0 174 274 284 451
M=>5 123 162 261 350
M=7 151 173 254 324

M =10 145 165 292 367
M =15 131 146 326 385

Residuo
Residuo

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 250
NUmero de iteragoes Numero de iteracoes

Figura 7: Comportamento do Algoritmo 4.1 nao mondtono para os
Problemas 4.1 ¢ 4.2 com ¢ = 10

5.4.2 Usando a SVD Inexata

Descrevemos o método apresentado por Chahlaoui, Gallivan e
Van Dooren [8] para calcular, recursivamente, a decomposicao SVD de
uma matriz. Isso serd feito através do calculo dos subespagos singulares
dominantes, de dimensao k (k < n), a esquerda e & direita da matriz. O
processo descrito é adequado para matrizes em que o nimero de linhas
é muito maior do que o nimero de colunas. A seguir apresentamos o
método em linhas gerais.
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Tabela 9: Desempenho dos métodos para os Problemas 4.1 e 4.2

m=50eq=2

Método N; N, Tempo Residuo Erro
GPST 226 307 0.218 2.14e-08  1.90e-01
OptStiefel | 206 213 0.124 1.46e-04 1.90e-01
sg_min 1777 7110 24.64 1.45e-04 1.90e-01
m=0>50eq=10
GPST 151 173 0.218 6.18¢-08 3.86e-01
OptStiefel | 208 210 0.374 2.54e-04  3.97e-01
sg_min 1246 4986 27.92 2.75e-04  4.64e-01
m=95eq=2
GPST 399 558 0.717 5.28e-10  3.78e-02
OptStiefel | 394 401 5.148033e-001  2.30e-05 3.78e-02
sg_min 8181 32726 11.44 2.50e-05  3.98e-02
m=95eq=10
GPST 284 451 0.826 8.12e-09  1.95e-01
OptStiefel | 236 244 0.452 9.00e-05 1.95e-01
sg_min 1511 6046 41.91 1.34e-04 3.17e-01

Dada A € R™*", escreva

A= a1 a2 - an |,

com a; € R™, i=1,...,n, e considere

Ai=| a1 az - a; |,

isto é, A; € R™*% é formada pelas i primeiras colunas de A.

O processo inicia com a decomposicao QR de Ag, que sera escrita
da forma AxVy = Qr Ry, com Vj, = I;.. Passamos entao a atualizar essa
decomposicao, conforme se segue.

Para i = k+ 1,...,n, definimos: r; = Q7 ja;, a; = a; — Qi—17i,
pi = ||aill e ¢ = i— Note que a; é ortogonal a Q;_1. Entao,
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(QiciRicr a; )=( Qi1 @ ) ( Rio_l ;Z ) (5.5)

Calculamos o vetor singular associado ao menor valor singular

éz:( Rio_l ;’L )7

isto é, o vetor u; que satisfaz R;v; = u;u;, € construimos, através de
transformagoes de Householder, uma transformagao ortogonal G, tal
que

de

Gfuz = €;. (56)

Em seguida, aplicamos G2 nas linhas de ]% e construimos G,
ortogonal, também por transformacoes de Householder, tal que

GIR,G, = R}? (5.7)

¢ uma matriz triangular superior. Entao, se ﬁz = UXVT é a decom-

posicio SVD de R;, é;‘p = GIUxvT@G, é a decomposigao SVD de

-~

R!". Segue que, para R;", u; torna-se e; e v; é transformado em um
novo vetor ;, e assim
sy~
R;%e; = pv;
pups
Ri V; = Hi€4.-

Dessa forma, podemos escrever

5 R, 0
(3 2)
i 0

e a atualizagdo da decomposicao QR de Ay é dada por:

~ Rif T o ) ] Ri 0
( Qi qi)GuG;Z;( 01 pi)Gv(Qz Qz)( 0 )

Proposigao 5.3 Para cada passo © > k do método descrito acima,
temos que A;V; = Q;R; e ViTVi = I.

Demonstragao: Faremos por indugao sobre i. Note que para i = k o
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resultado é verdadeiro, e assuma valido pra 7 — 1, isto é, A;_1V;—1 =
T
Qi—lRi—l € V;;_l‘/;'_l = Ik.

Acrescentando a coluna a; na matriz A;_1 temos,

Vice 0
Ai< 01 1)_(Qi—1Ri—1 ai ),

além disso, usando (5.8) e (5.5) segue que,
Vici 0
Ai( 01 1)GU:(QiRi Gifti ) -

Tomando as primeiras k colunas em ambos os lados da igualdade
acima, tem-se A;V; = Q;R; com

- ( Vie1 O Iy, ixk
V;( 0 1>GU<O)GIR< )

Pelo Primeiro Principio de Indugao, o resultado segue.
|

Note que, a cada passo do algoritmo, construimos uma decom-
posicao que exclui o vetor singular associado ao menor valor singular
da matriz de ordem m x (k+1) considerada, e acrescentamos a préxima
coluna de A para ser analisada. Dessa forma, todas as colunas de A
sao consideradas, gerando apenas os vetores singulares associados aos
maiores valores singulares de A, isto é, calculamos os subespagos singu-
lares dominantes de ordem k de A. Mais informagoes sobre o método,
incluindo andlise de erros podem se encontradas em [8].

O algoritmo é colocado a seguir.

Algoritmo 5.4: SVD Inexata

Sejam A € R"™*™ e k < n a dimensao do subespago dominante
procurado.

Passo 1. Calcule Ap = QR a decomposicao QR de Ay e defina
Vi = I,. Faca i1 =k.

Passo 2. Defina r; = QT A;, @; = a; — Qir, p = |[ail|, ¢ = % e
faga
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Qi = (Qiq Qi),

f Ricromy
(%),

Passo 3. Calcule u;, o vetor singular associado ao menor valor
singular de R;.

Passo 4. Encontre as transformagoes ortogonais G, e G,, conforme
(5.6) e (5.7), respectivamente.

Passo 5. Defina

( Qiv1 i1 )( RBH 0 > =( Qi a )GuGZ< }(z)l ;z >Gv’

i1

Vi 0
Vi+1_< 0 1 >Gka~

Faga i =i+ 1 e volte ao Passo 2.

e

Na Tab. 10 exibimos o tempo, em segundos, gasto pelo Algo-
ritmo 4.1 em sua forma original e ao calcularmos a SVD através do
Algoritmo 5.4, este ultimo serd referenciado como SISVD. Para o Pro-
blema 1 nao ha uma reducao significativa, pois sao necessarias poucas
avaliagoes da funcdo, no entanto para os Problemas 2 e 3 podemos
perceber uma melhora no desempenho de, em média, 21%.

Tabela 10: Comparativo entre os Algoritmos 4.1 e 5.4 para os Proble-
mas 1,2 e 3

Problema 1 Problema 2 Problema 3
m=5000 m=>500 m=1000
GPST SISVD | GPST SISVD | GPST SISVD
1.294 0.951 14.33 8.751 9.718 6.614
4.726 4.477 37.97 28.78 19.85 17.11
0| 7.940 7.285 61.29 56.64 24.03 21.32

= Ot =0

Considere agora o problema OPP com g = 1, isto é,
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min ||Az —b||p

sa. zTx=1 (5.9)

em que A € R™™ ¢ x,b € R™. Note que este é um problema de
minimos quadrados com z satisfazendo a condigao ||z|| = 1. Um al-
goritmo conhecido para resolver o problema (5.9) no caso irrestrito é
o LSQR [34], que baseia-se na bidiagonalizagao de Golub-Kahan. Va-
mos aproveitar essa ideia e incorporar o processo de bidiagonalizacao
ao Algoritmo 4.1 com o intuito de resolver problemas de grande porte.
Neste caso, projetamos o problema (5.9) em um subespago obtendo um
problema equivalente, porém com dimensao menor.

A seguir apresentamos o algoritmo de bidiagonalizacdo Golub-
Kahan, conhecido na literatura por GKB.

5.4.3 Usando Bidiagonalizagcao de Golub-Kahan

Nesta segao vamos colocar o processo de bidiagonalizacao de
Golub-Kahan apresentado em [34]. Este processo baseia-se na tridiago-
nalizagao de Lanczos [27] e no processo de bidiagonalizagao de Golub
e Kahan [19].

O algoritmo que vamos utilizar foi escrito baseado no método
Bidiag 1 de [34]. Apresentamos a seguir as ideias fundamentais para o
desenvolvimento do mesmo.

O processo de Lanczos consiste em gerar, a partir de uma matriz
simétrica A € R™"*™ e um vetor b € R", sequéncias de vetores {vy}
e de escalares {ax} e {8k} tais que A é reduzida a forma tridiagonal,
isto é, VTAV =T com T € R"*" tridiagonal e V € R™*" satisfazendo
VTV = I. Apresentamos o processo no algoritmo seguinte.

Algoritmo 5.5: Processo de Lanczos

Tome b € R™.
Passo 1. Facavg =0, v1 =b, 1 =|]b|l2 e k= 1;
Passo 2. Defina w, = Avy, — Bpvi_1, ap = v,{wk eV = Wk — QgVk;

Passo 3. Defina Si+1 = ||v]|2, vk+1 = v, faca k = k + 1 e volte ao
Passo 2.
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Dessa forma, apds k passos do Algoritmo 5.5 temos:
AV, = V. T + ,B;H_lwﬁ_lef, (5.10)

em que, e é o k — ésimo vetor canonico de R™,

Vi = [1)1,’[)2, ...,’l)k] c RnXk

ay B

Ty = B2 az - c RFXE

e B

Br o
Desconsiderando erros de precisao, o processo termina quando
k =n — 1. Porém, se a dimensao do subespago de Krylov de ordem n
gerado por A e vy for menor do que n, o método pode terminar sem
que a tridiagonalizacao esteja completa. A definicao de subespacgo de

Krylov é colocada a seguir.

Definicao 5.4 O subespac¢o de Krylov de ordem r gerado por A €
R™ "™ ¢ b € R™ € o subespaco gerado pelas imagens de b sob as r
primeiras poténcias de A, isto €,

KC.(A,b) = span{b, Ab, A%, ..., A" 1b}.

O préximo teorema, retirado de [20], estabelece o término do
processo de Lanczos.

Teorema 5.5 Seja A € R™*"™ simétrica e suponha que v; € R™ € um
vetor unitdrio. Entdo, o processo de Lanczos termina quando k = m,
em que m = dim(KC,,{A,v1}), e, para k =1,...,m vale (5.10).
Demonstracao: Ver Golub e Van Loan [20].

O processo de bidiagonalizagdo de Golub-Kahan consiste em
aplicar o processo de Lanczos a um sistema simétrico particular, a

saber
I A b—Az \ [ b
AT —\2T x N0 )7

em que A € R. O algoritmo de Golub-Kahan é apresentado a seguir.
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Algoritmo 5.6: Bidiagonalizacao (GKB)

Tome b € R™.

b ATh
Passo 1. Faga (1 = ||b||2, a1 = ||ATH||2, u1 = — e v; = —.

B B
Passo 2. Defina u = Avy, — agug, fr+1 = ||ull2, ukr1 = L.

Br+1
Passo 3. Defina v = ATup 1 — Berivk, apr1 = [|v]|2 e vpyp1 =
. Faca k = k + 1 e volte ao Passo 2.
Qg1
Apés k passos do Algoritmo 5.6 temos,
AVy, = U1 By (5.11)
e
ATUk+1 = ViBr + akﬂvk“efﬂ, (5.12)
em que,
U, = [ul,UQ, ...,uk] S Rka,
Vi, = [’Ul, V2, veny Uk] S R7™*Fk
g
B2
Bk: ,83 6Rk+1><k,
ag
Br+1

satisfazendo U,€T+1Uk+1 =1e VkTVk =1.

Vamos aplicar esse processo de bidiagonalizagao para resolver o
problema de Procrustes (5.9).

Sejam By, € RFFIXE 1 € R™¥F e Uy, € R™*k+1 geradas apés
k iteracoes do Algoritmo 5.6, entao

AVk = Uk+1Bk.
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Definindo = = Viy, temos que
|Az = bl|F = [[AViy = bl|F = ||[Uk+1Bry — b|[r = || Bey — Uil e,

comy=Vlzre RE.
Além disso,

T

yly=1 o 2Tz =1.

Portanto,
min ||Az —b||p
s.a. x| =1
z € span{V}}, ..., V[F}

em que V) é a i-ésima coluna de V4, é equivalente a

min || By — Ui 1bllr

sa. [yl = 1. (5.13)

Aplicamos entdo o Algoritmo 4.1 ao problema (5.13), cuja di-
mensao é menor do que a dimensao de (5.9).

Note que podemos considerar também restrigoes do tipo ||z|| =
w, com w > 0, no problema (5.9). Esse problema aparece frequente-
mente quando trabalhamos com métodos de regiao de confianca. Para
resolve-lo basta fazermos a mudanga de varidvel z = % e considerar o

problema

min ||Az — D]
s.a. |zl =1.

Faremos os testes para as matrizes dos Problemas 1 e 4 conside-
rando os valores: w = 1071, w =1 e w = 2. As constantes m1, ma, ms
e my4 do Problema 4 foram consideradas as do item 4.2 multiplicadas
por 10. Omitimos os testes para os Problemas 2 e 3 pois o processo de
bidiagonaliza¢ao nao reduziu a dimensao do problema.

O Algoritmo 4.1 com o processo de bidiagonalizagao serd denomi-
nado SGKB. Na Tab. 11 expomos os resultados obtidos ao aplicarmos
0 SGKB com parametro de nao monotonia M = 7, DSP representa a
dimensao do subespago projetado, dado pelo nimero de iteragoes do
Algoritmo 5.6. Para cada um dos problemas testados, apresentamos
apenas os resultados obtidos para um valor de m, visto que o niimero
de iteracoes do processo de bidiagonalizagao nao sofreu alteracao rele-
vante.

Para o caso w = 1, isto é, para o problema OPP, o método SGKB
apresentou resultados promissores. Foram necessarios poucos passos
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do processo de bidiagonalizagao e, portanto, a redugao na dimensao do
problema foi significativa. Além disso, o método convergiu rapidamente
para um ponto muito préximo da solucao. Para o caso w = 2 o niimero
de bidiagonalizacoes também foi satisfatorio, no entanto a precisao do
algoritmo foi prejudicada. O caso w = 107! utilizou mais iteracdes
do processo de bidiagonalizacao o que atrapalhou o desempenho do
algoritmo.

Tabela 11: Desempenho do método SGKB utilizando as matrizes dos
Problema 1 e 4

Problema 1 com m = 1000
w N; N, Tempo Residuo Erro DSP
le-1 | 571 753 0.468 2.96e-02  2.61e-03 21
67 110 0.187 7.12e-09  6.85e-10 8
40 68 0.046 1.45e-02  1.27e-03 6

Problema 4 com m = 950

le-1 | 4861 5599  9.734 9.42¢-01  1.33e-01 63
1 646 729 1.52 1.87¢-003 1.87e-02 18
47 63 0.436 2.16e-01  6.23e-02 7

5.4.4 Calculo dos menores autovalores de uma matriz simétrica

Nesta secao, mostramos que o problema de encontrar o subespago
invariante associado aos menores autovalores de uma dada matriz pode
ser escrito como um problema de programacao nao linear.

A necessidade de calcular o subespaco invariante principal de
uma matriz simétrica (ou, no caso complexo, Hermitiana) aparece em
problemas de processamento de sinal (por exemplo, em radares de vi-
gilancia aérea [43]), dinamica estrutural (por exemplo, problemas de
flambagem [36]), entre outros.

Dada uma matriz A € R™"*" simétrica, defina f : R"*? — R por

f(X)= %trago(XTAX)

e considere o problema de programagao nao linear

min f(X)

s.a. X €9, (5.14)
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em que, Q = {X € R"*7: XTX =T}.
Como A é simétrica, g(X) = Vf(X) = AX e, portanto, as
condigoes KKT do problema (5.14) sao

{ AX - X0 =0 (5.15)

X e ’

em que © € R7%? é a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange
6;; do problema.

No teorema a seguir mostramos que encontrar uma base para o
subespaco gerado pelos autovetores associados aos ¢ menores autovalo-
res de A equivale a encontrar a solugao global do problema (5.14).

Teorema 5.6 Seja A € R™ ™ simétrica e A\ < Ao < -+ < N\, seus
autovalores. Entao, uma solug¢ao do problema (5.14) é,

X = U T R ,

em que cada v; é o autovetor associado ao autovalor \;.

Demonstragao: Como A é simétrica, seus autovetores sao ortogonais e
assim

AX = XA
Xe ’

em que A € R?*? é matriz diagonal formada pelos autovalores \;,
i=1,...,q. Ouseja, X satisfaz as condigoes KKT de (5.14).

Suponha, por contradicao, que X nao é minimizador global de
(5.14). Entao, existe Y € R"*9 satisfazendo (5.15) tal que

1 1
§tra(;o(YTAY) < atra(;o(XTAX). (5.16)

Logo, existe ® € R?*Y formada pelos multiplicadores de La-
grange 0;; tal que

{ AY =Y0 (5.17)

YeQ

Note que © é simétrica e, portanto, diagonalizavel. Isto é, existem
matrizes U € R?7*? ortogonal e M € R7*? diagonal tais que

UTeu = M.
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Considere Y/ = YU. E fécil ver que f(Y') = f(Y) e Y’ € Q.
Multiplicando (5.17) por U, lembrando que U é ortogonal, tem-se
AYU =YOU =YUU'OU =Y'M.
Logo,
AY' =Y'M
Y'eQ '

ouseja, Y’ é ponto estaciondrio de (5.14). Note que as colunas de Y’ sao
formadas por g autovetores de A, e que parai = 1,....,q, XT AX; = \; e
Y/TAY! = p;, com p; e \; autovalores de A sendo {X\i}{_, os menores.

Logo,
a a
= Y N <5 =) = F(Y),

=1 1=1

l\9|’—‘
l\9|’—‘

o que contradiz (5.16). Portanto, X é um minimizador global.

Note que,
lg(Y) = g(X)[|r = [[A(Y = X)l[r < [|Al[p|[Y = X]||F,
isto é, g é Lipschitz continua com constante de Lipschitz satisfazendo
Ly <|lAllr.

Portanto, podemos aplicar o Algoritmo 4.1 para resolver o pro-
blema (5.14). Além disso, como f é uma quadritica pelo Teorema 4.4
é conveniente usarmos o parametro espectral de Barzilai-Borwein.

Para os Problemas 5, 6 e 7 a matriz A sera definida da seguinte
maneira, A = UDU? com U ortogonal gerada de maneira randomica e
D diagonal, definida de modo diferente para cada um dos problemas.

Problema 5. Os elementos da diagonal de D s@o gerados através de
uma distribui¢do normal no intervalo [10, 12].

Note que este problema é bem condicionado. Além disso, por
conter autovalores muito préximos, esperamos um mau desempenho do
método da iteragao ortogonal inversa (nas tabelas, citado como Método
da Poténcia).

A Tab. 12 apresenta o desempenho dos métodos na busca dos
q menores autovalores de A para diferentes valores de n. Novamente,
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reservamos a notacao IV; e IV, para o numero de iteragoes e avaliagoes da
fungao, respectivamente. Denotamos por Erro(\) a diferenca |f(X) —
F(X™)], e por Erro(X) a norma || X — X*||p, em que X representa a
solugao encontrada e X* os autovetores de A.

Tabela 12: Comparativo entre os métodos para o Problema 5
n=100eqg=1

Método N; N, Tempo Erro(A) Erro(X)
GPST 66 75 0.031 1.19e-11  2.51e-05
OptStiefel 65 66 0.046 1.59e-14  8.22e-07
sg_min 6 13 0.234 7.10e-14  1.57e-06
Poténcia 2872 2872 5.335 1.32e-11  2.64e-05
n=500eq=1
GPST 120 142 0.265 7.28e-11  1.90e-04
OptStiefel 99 103 0.234 1.59e-10  2.44e-04
sg-min 6 13 0.936 3.53e-13  1.05e-05
Poténcia 6526 6526 223.1 7.85e-11  1.82e-04
n=1000eqg=26
GPST 323 380 3.775  3.23e-10  6.57e-04
OptStiefel | 110 114 1.232 3.80e-09  2.22e-03
sg-min 8 16 7.550 8.88e-13  3.28e-05
Poténcia - - TMAX - -
n=3000eq=206
GPST 284 345 25.89 2.46e-10  6.04e-04
OptStiefel | 110 116 8.174 2.24e-09 1.33e-03
sg_min 7 14 54.55 5.38e-12  1.21e-04
Poténcia - - TMAX - -

Tanto na Fig. 8 quanto na Tab. 13 podemos verificar as van-
tagens de utilizar um esquema nao mondtono, neste caso com uma
reducao significativa no nimero de iteracoes e de passos da busca li-
near.

Problema 6. Os elementos da diagonal de D sao definidos por:

D;; = 2cos (Z—W> .
10

Este problema, além de ser extremamente mal condicionado (nos
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[IX=XA]

f(X)-F(X*)

0 50 100 150 0 50 100 150
NUmero de iteragdes Namero de iteragdes

Figura 8: Comportamento do Algoritmo 4.1 para o Problema 5 com
n=500eqg=1

Tabela 13: Comparativo entre os casos monétono e nao mondtono do
Algoritmo 4.1 para o Problema 5

n=100 e g=1 n=500e q=1
Parametro | N; N, N; N,
M=0 250 302 514 627
M=5 78 93 200 248
M=7 66 75 120 142
M =10 63 69 106 123
M=15 63 66 117 133

casos testados, K(A4) > 10'%), possui autovalores repetidos. Este tiltimo
impediu a convergéncia do Método da Poténcia. No entanto, podemos
verificar na Tab. 14 que os demais métodos testados apresentaram
bons resultados e, para dimensées elevadas o método GPST foi o que
apresentou o melhor desempenho.

Como podemos notar na Fig. 9 o método GPST gerou uma
sequéncia monotona de valores da funcao objetivo, excluindo portanto
a eficacia de uma técnica ndao mondétona. Na mesma figura expomos o
comportamento da sequéncia gerada pelo método OptStiefel, note que
para este algoritmo a nao monotonia apresentou algum resultado.

Problema 7. Os elementos da diagonal de D s@o gerados através de
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Tabela 14: Comparativo entre os métodos para o Problema 6
n=100eqg=1

Método N; N, Tempo Erro(\) Erro(X)
GPST 191 192  0.093 1.38e-12  1.67e-02
OptStiefel | 44 46 0.031 1.85e-13  1.67e-02
sg_min 6 13 0.109 4.44e-16  1.67e-02
Poténcia 1 1 1.076 2 1.41
n=>500eqg=1
GPST 178 179  0.452 1.23e-12  1.23e-02
OptStiefel | 37 38 0.140 3.82e-13  1.23e-02
sg_min 5 11 0.436 0 1.23e-02
Poténcia 1 1 0.374 2 1.41
n=1000eqg=26
GPST 200 201  2.152 1.35e-12  3.51e-02
OptStiefel | 41 43 0.483 5.70e-12  3.65e-02
sg-min 6 13 2.636 7.10e-15  3.67e-02
Poténcia 1 1 0.499  1.20e+01 3.46
n=3000eq=256
GPST 192 193  1.383 1.18e-12  3.06e-02
OptStiefel | 40 42 3.222 6.0le-11  2.64e-02
sg_min 6 12 15.35 5.32e-15  3.15e-02
Poténcia 1 1 3.712  1.20e+01 3.46

uma distribui¢do normal no intervalo [—10, 10].

Novamente, os autovalores da matriz A encontram-se muito pro-
ximos um dos outros, prejudicando a convergéncia do Método da Potén-
cia. Omitimos a tabela comparativa entre o caso mondétono e nao
mondétono do método GPST, pois para este problema a técnica nao
apresentou resultado relevante.

A Fig. 10 mostra o comportamento dos métodos OptStiefel e
sg-min para este problema com n = 1000 e ¢ = 6. Note que o uso
do esquema nao mondtono no Algoritmo 5.3 mostrou-se eficaz, o que
pode ser novamente confirmado nos dados da Tab. 15. Na mesma ta-
bela, percebemos que o método sg_min, apesar de convergir em poucas
iteragoes, teve um custo computacional superior ao OptStiefel.
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GPST o Optstiefel

107

X)-f(X*)

X)-f(X*)

H
O‘

-10

10

107
100 150 200 0 10 20 30 40 50

0 50
Numero de iteragdes Numero de iteragdes

Figura 9: Comportamento dos Algoritmos 4.1 e 5.3 para o Problema 6
comn=100eqg=1

OptStiefel S sg_min

1(X)-f(x*)

=
o,

1(X)-f(x*)

1070

-12

10
0 50 100 150 0 2 4 6 8 10
Numero de iteragdes NUmero de iteragdes

Figura 10: Comportamento dos Algoritmos 5.3 e 5.2 para o Problema
7comn=1000e qg=06

Problema 8. Considere a matriz A € R™"*"™ dada por,

-1
-1 2

Esta matriz aparece frequentemente em problemas aplicados, es-
pecialmente nos que envolvem equagoes diferenciais. Seus autovalores
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Tabela 15: Comparativo entre os métodos para o Problema 7
n=100eqg=1

Método N; N, Tempo Erro(\) Erro(X)
GPST 305 306 0.124  5.29¢-13  1.46e-06
OptStiefel | 57 59 0.062 1.04e-11  6.05e-06
sg-min 6 12 0.156 3.90e-14  3.90e-07
Poténcia 14 14 0.031 9.65 1.414
n=>500eqg=1
GPST 1264 1265  2.386  2.07e-12  5.84e-06
OptStiefel | 96 98 0.187  4.28e-11  2.64e-05
sg-min 7 15 1.092 1.26e-13  1.28e-06
Poténcia 21 21 1.014 9.96 1.41
n=1000eqg=26
GPST 975 976 11.49 1.98e-12  5.48e-06
OptStiefel | 98 100 1.060 1.50e-09  3.46e-06
sg_min 8 16 5.5638  7.10e-13  3.14e-06
Poténcia 324 324  64.03 59.57 3.46
n=3000eq=256
GPST 5008 5009  446.3  2.10e-11  5.97e-05
OptStiefel | 88 90 12.69 1.73e-08  1.17e-03
sg_min 8 16 88.76  2.20e-12  1.94e-05
Poténcia 74 74 2714 5.99e+401 3.46

e autovetores podem ser expressos da seguinte maneira:

A; =2 —2cos <z_7r)
n+1

. iy
X;; = sin ,
N (n+1)
em que ,j =1,...,n.

Os resultados envolvendo os esquemas monétono e nao monétono
no método GPST podem ser verificados na Tab. 16. Note que, para
este problema a técnica de nao monotonia reduziu consideravelmente o
numero de passos da busca linear.

O método da Poténcia apresentou 6tima convergéncia, mesmo ao
aumentarmos a dimensao do problema, caso onde os demais métodos
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Tabela 16: Comparativo entre os casos mondtono e nao monoétono do
Algoritmo 4.1 para o Problema 8

m=100 e g=1 m=500e q=1

Parametro | N; N, N; N,

M=0 484 781 2811 4910
M=5 396 043 2287 3485
M=7 353 483 1716 2492

M =10 442 586 2173 3013
M =15 514 648 3103 4101

ou atingiram o tempo méximo permitido, ou exigiram elevado custo
computacional. Este e outros resultados podem ser verificados na Tab.
17.

Exibimos na Fig. 11 o comportamento dos métodos GPST e
Poténcia para o problema com n = 100 e ¢ = 1. Note que, a cada passo
do método da Poténcia o valor da fungao reduz consideravelmente,
enquanto que, para atingir o mesmo valor o método GPST necessita
um ntimero maior de iteracoes.

GPST ~ Poténcia
10 10

10

~ 10"

\
&

(X)-f(X*)
5
£(X)-(X*)

10°

-10
10
10

1078 1072
0 100 200 300 400 0 2 4 6 8

Nimero de iteracdes Numero de iteragbes

Figura 11: Comportamento dos Algoritmos 4.1 e 5.1 para o Problema
8comn=100eqg=1

A seguir comparamos o método GPST e SISVD para os proble-
mas 5, 6 e 7 com n = 1000 e ¢ = 1, 3, ou 6. O célculo da SVD via
Algoritmo 5.4 apresentou uma reducgao de, em média, 23% do custo
computacional, conforme pode ser observado na Tab. 18.
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Tabela 17: Comparativo entre os métodos para o Problema 8

n=100eqg=1

Método N; N, Tempo Erro(A) Erro(X)
GPST 353 483 0.171  7.87e-11 1.64e-04
OptStiefel | 296 311 0.171  4.14e-10  3.76e-04
Sg_min 15 31 0.592  8.41e-13 1.33e-05
Poténcia 8 8 0.031  6.68e-12  4.79e-05
n=500eq=1
GPST 1716 2492  2.683  1.84e-09 3.94e-03
OptStiefel | 1020 1061  1.341  8.59e-08  2.70e-02
sg_min 17 35 3.120 1.50e-11  2.62e-04
Poténcia 4 4 0.109  3.90e-10 1.81e-03
n=1000eqg=26
GPST 3675 5316 61.52  4.39e-10 1.85e-03
OptStiefel | 1876 1959  22.16  1.62e-07 3.14e-02
sg-min 37 75 527.0  3.34e-11 3.46e-02
Poténcia 24 24 2.995  1.46e-09 3.38e-03
n=3000eq=206
GPST - - TMAX - -
OptStiefel | 4014 4142 318.61 2.02e-05  1.48
sg_min - - TMAX - -
Poténcia 14 14 30.34 1.73e-08  3.49e-02

Tabela 18: Comparativo entre os Algoritmos 4.1 e SISVD para os Pro-

blemas 5, 6 e 7

Problema 5 Problema 6 Problema 7
k | GPST SISVD | GPST SISVD | GPST SISVD
1] 1.092 0.514 1.279 0.686 7.098 5.070
3| 5.163 4.680 2.527 2.121 33.07 31.65
6 | 4.804 3.962 3.229 2.854 11.57 9.235
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos um método para resolver proble-
mas de minimizacao em conjuntos fechados com convergeéncia global
para pontos estacionarios. Em seguida, aplicamos o algoritmo no pro-
blema de minimizagao com restri¢oes de ortogonalidade, dando origem
a um método do tipo gradiente projetado para minimizagao com res-
trigoes de ortogonalidade. Ressaltamos que esse tipo de restricao apa-
rece em importantes problemas de otimizagao.

Com intuito de verificar os resultados tedricos e analisar o de-
sempenho do algoritmo apresentado, aplicamos o mesmo nos proble-
mas WOPP e no célculo de uma base para o subespago dominante de
uma matriz simétrica. Apesar da programagao ter sido feita sem rigor
numérico, os resultados alcangados foram promissores quando compa-
rados com os obtidos via métodos usuais, mostrando que o método
estudado é competitivo com métodos ja consolidados.

Um estudo detalhado da técnica de busca linear nao mondtona
foi importante para uma compreensao inicial de seu funcionamento e
eficacia. Verificamos que, para os problemas em que a Condigao de Ar-
mijo nao é satisfeita no primeiro passo, utilizar nao monotonia implica
em uma reducgao consideravel no nimero de iteragoes e, consequente-
mente, de avaliacoes da funcao.

Ao algoritmo, incorporamos ideias de bidiagonalizacao e célculo
da SVD de uma maneira alternativa o que mostrou uma melhora signi-
ficativa no desempenho do algoritmo, quando utilizada para problemas
de minimos quadrados, ou problemas em que o nimero de linhas é
muito maior do que o ntmero de colunas, respectivamente. Ressal-
tamos que pode-se aproveitar melhor os beneficios do Algoritmo 5.4,
por exemplo, calculando os valores singulares dominantes da matriz, ao
invés de calcular todos eles como foi feito no trabalho. Essa estratégia
gera pontos nao viaveis, porém pode-se restaurar a viabilidade dos pon-
tos com o complemento ortogonal dos mesmos. Incorporar essa técnica
no algoritmo fica como inspiragao para estudos futuros.

Estamos cientes que problemas praticos podem chegar a dimen-
soes muito maiores do que as aqui consideradas, mas lembramos que
os exemplos testados correspondem a limitagao dos computadores uti-
lizados.

Planos futuros estabelecem-se com intuito de:

e Aplicar o Algoritmo 3.1 (Algoritmo Modelo) para resolver outros
problemas, como por exemplo



80

min  f(X)
sa. XT=X
X € Rvxm,

e Usar o parametro < 1 no Algoritmo 4.1 para reduzir o esforco
computacional;

e Aplicar o método GKB para casos onde o nimero de colunas da
matriz X é maior do que um.
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