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Resumo

Neste trabalho apresentamos os métodos de regularizacao iterativos
da familia SIRT(Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques),
ART (Algebraic Reconstruction Techniques), ART por blocos e 0 mé-
todo LSQR para problemas discretos mal-postos de grande porte. Esses
métodos sao baseados na observagao que boa parte das informagoes rele-
vantes da solugao sao capturadas nas primeras iteragoes, e que a medida
que as iteradas prosseguem a qualidade das aproximagcoes é deteriorada
pela influéncia do ruido nos dados. Essa propriedade é conhecida como
semiconvergéncia. A ideia dos métodos de regularizacio iterativa é cal-
cular as iteradas até um certo ponto em que a qualidade das iteradas
comeca a incorporar o ruido nos dados. Para contornar esta dificuldade,
a semiconvergéncia dos métodos da familia SIRT ¢é analisada e, basea-
dos em estimativas do erro nos dados, sao introduzidos dois critérios de
parada chamados de Principio de Discrepancia e a Regra de Erro Mo-
nétono. Além disso, para o caso em que nenhuma estimativa do ruido
é disponivel, sdo introduzidos o critério NCP (Normalized Cumulative
Peridogram) e a regra do produto minimo, introduzido recentemente.

Os métodos sao aplicados a problemas testes da literatura bem como
a problemas de reconstrucao de imagens.

Palavras-chave: Problemas discretos mal postos. SIRT. ART.
LSQR . AIR-tools. Critérios de parada.






Abstract

We present the iterative regularization methods SIRT, ART, ART
blocks and LSQR method for discrete ill-posed large problems. These
methods are based on the observation that most of the relevant infor-
mation of the solution are captured in first iterates, and that as the
iterates pursue the quality of iterates is deteriorated by the influence
the noise in the data. This property is known as semi-convergence.
So the idea of the iterative methods is calculating the iterates until a
certain point where the quality of the iterates start to adding the noise
in the data. In order to overcome the difficulties, the semi-convergence
for SIRT methods is analyzed, and based on estimates of data error
are introduced two stopping criteria called Discrepancy Principle and
Rule monotonous. Moreover, in the case where no estimate of noise is
available, is introduced the NCP (Normalized Cumulative Peridogram)
and Product minimum rule recently introduced the literature.

The methods are applied to test problems of the literature and the
problems of reconstruction images.

Keywords: Ill-posed large problems. SIRT. ART. LSQR. AIR-
Tools. Stopping criteria.
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Capitulo 1

Introducao

Considere o sistema linear
Az =0b, AcR™", becR™,

em que o vetor de dados b é obtido experimentalmente, e portanto,
sujeito a incertezas:

b = bexato + €, (1.0.1)

em que bexato = ATexato € € é um vetor de ruidos tal que ||b— bexatoll2 <
1.

Em muitas aplicagdes a matriz A provém da discretizacdo de um
problema mal posto e o problema acima é dito problema discreto mal-
posto. Uma consequéncia do problema original ser mal posto é que a
matriz A é mal condicionada, isto é, pequenos ruidos no vetor b podem
produzir grandes alteragoes na solucao x. Uma maneira intuitiva para
resolver um problema mal posto é através da substitugao do problema
original por um problema associado bem posto. Esta substitucao é
feita conforme a teoria de regularizacao. A ideia béasica dos métodos de
regularizacao é incorporar informacoes adicionais ao problema, visando
solugoes estaveis e compativeis com os dados de entrada. Nosso objetivo
é encontrar aproximagoes estaveis para Texato a partir do problema

min ||b — Az]|3.
zeR”™

Na literatura encontramos diferentes métodos de regularizacao tais como
o método de Tikhonov [53], métodos iterativos tais como LSQR [45],
Landweber [41]. Para problemas mal postos de grande porte (tais como



tomografia, electrocardiologia, etc), em que o cédlculo dos valores sin-
gulares da matriz nao pode ser realizado, sao utilizados métodos de
regularizacao iterativos. Os métodos de regularizacao iterativos para
calcular solugoes estaveis de problemas inversos sao utilizados ha dé-
cadas em imagens médicas, geofisica, ciéncias de materiais e muitas
outras disciplinas que envolvem problemas de imagens em duas e trés
dimensoes [22, 28, 31, 34, 17].

No inicio do século 20, o matemdtico polonés Stefan Kaczmarz [38]
desenvolveu um método para a solucao de sistemas de equagoes line-
ares. Em 1970, o método de Kaczmarz foi redescoberto por Gordon,
Bender e Herman [26] no campo da reconstrugdo de imagens médicas.
Este método foi denominado de ART (Algebraic Reconstruction Tech-
niques). Por outro lado, o método do tipo SIRT (Simultaneous Iterative
Reconstruction Techniques) foi proposto por Gilbert [23], cujo estudo
foi aprofundado por Lakshminarayanan e Lent [40]. Posteriormente,
Van der Sluis e Van der Vorst [54] fizeram uma comparagio do método
SIRT com o CG (Conjugate Gradient).

Preocupados com o custo computacional dos métodos ART para
problemas de grande porte, estudamos os métodos ART por blocos.
Os métodos iterativos por blocos sao uma ferramenta muito impor-
tante pois podemos dividir um problema muito grande em subproble-
mas de menor tamanho e promover a computagdo em paralelo [13].
Estes métodos foram desenvolvidos por Elfving [21] para problemas de
reconstrucao de objetos e mais tarde foram estudados por Eggermont,
Hermann e Lent [18].

A ideia dos métodos de regularizacao iterativa é calcular as iteradas
e parar o processo iterativo quando a qualidade da iteracao comeca a
incorporar o ruido nos dados. Portanto, a dificuldade dos métodos é
determinar o indice de parada 6timo, o que é muito dificil devido a que
estes métodos possuem a caracteristica comum denominada semicon-
vergéncia: apdés um nimero 6timo de passos, as iteradas z* tendem a
estacionar durante alguns passos nos quais a qualidades das iteradas é
quase 6tima, e depois estas se deterioram como consequéncia do ruido.

Estudamos critérios de parada tais como o principio de Discrepancia
[43, 44], a regra do erro monétono [27], 0 NCP (Normalized Cumulative
Periodogram) [34, 49, 35] e a regra do produto minimo [5]. Enquanto os
dois primeiros critérios de parada avaliam o comportamento de |z¥||2
e ||b — Az¥||; para determinar o fndice de parada, o NCP utiliza so-
mente a transformada discreta de Fourier do residuo sem necessidade
de conhecer a quantidade de ruido nos dados.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No capitulo 2 apre-



sentamos generalidades sobre problemas inversos e problemas mal pos-
tos, mostrando com exemplos como eles surgem naturalmente. Em par-
ticular, mostramos como o ruido pode afetar a solugao do problema.
A seguir, relembramos a decomposicao em valores singulares de uma
matriz A e a seguir introduzimos a teoria de regularizacio. Finalizamos
discutindo alguns métodos para a escolha do parametro de regulariza-
¢do, como GCV [24], Principio de Discrepancia [43], Curva L [36], e
Método do Ponto Fixo [4].

No capitulo trés, apresentamos detalhadamente os métodos de re-
gularizacao iterativa, comecando pelos métodos do tipo SIRT. O nome
é devido a que em cada iteragao as densidades sao alteradas usando
os dados de todas as projecoes simultaneas em todos os hiperplanos
H; = {x € R"|{a’,2) = b;} parai = 1,...,m. Na sequéncia apresen-
tamos o fenémeno da semiconvergéncia para o caso dos métodos SIRT
com T = I,,, e dos métodos do tipo ART, para os quais as densida-
des sao alteradas usando dados de uma projecao por vez. Também
apresentamos os métodos iterativos por blocos do tipo ART, que sdo
de muita importancia quando o tamanho da matriz A é muito grande.
Finalizamos descrevendo o método LSQR.

O capitulo quatro é dedicado ao estudo dos critérios de parada para
encontrar o indice 6timo. Primeiro, apresentamos o critério de parada
chamado de regra o — 8 como sendo uma generalizacdo do principio
de Discrepancia e da regra do erro mondétono. Devido a presenca de
um pardmetro (7) tanto no principio de discrepancia quanto na regra
de erro monétono, apresentamos o algoritmo Training Stopping Rules
[20]. A grande dificuldade que apresentam os dois critérios ja4 mencio-
nados é que eles precisam conhecer o nivel de ruido nos dados. Para
contornar esta dificuldade, estudamos um terceiro critério de parada
denominado NCP (Normalized Cumulative Periodogram), baseado na
transformada discreta de Fourier aplicada ao residuo. Finalizamos apre-
sentando o criterio do produto minimo para o método LSQR baseado
nas propriedades dos residuos e a norma da solugao aproximada.

Por fim, no capitulo cinco, apresentamos resultados numeéricos das
implementagoes computacionais. Em particular, apresentamos experi-
mentos usando problemas bem conhecidos da toolbox Regularization
Tools [29] tais como gravity, phillips e deriv2. Além disso, mostramos
resultados obtidos para o problema de reconstrucao de imagens com
imagens Lena, Barbara e Peppers. Para encontrar o pardmetro (7) nos
critérios de parada de discrepancia e regra de erro monoétono, utilizamos
a rotina trainDPME do pacote AIR-TOOLS [30]. O trabalho termina
com algumas consideragoes no capitulo 6.



Capitulo 2

Problemas Inversos

Problemas inversos aparecem naturalmente nas exploracgoes sismi-
cas para a deteccdo de petroleo, na medicina e tomografia para recons-
trugao de imagens, etc. Eles surgem quando queremos determinar a
causa desconhecida a partir de efeitos desejados ou observados. Estes
problemas podem ser descritos por meio de equagoes do tipo

Af =g (2.0.1)

dado um efeito representado pela funcdo g, uma causa a ser determi-
nada dada pela funcao f e A : Hy — Hs representa o modelo, com H;
e Hs sendo espacos normados, chamados de espaco de solucoes e dados
respectivamente.

2.1 Problemas mal postos

No estudo de um problema inverso devem ser analisadas previa-
mente a existéncia, unicidade e estabilidade em relagao aos dados de
entrada. Esta andlise é muito importante para saber se o problema é
bem posto ou mal posto, e assim determinar a forma mais adequada
para seu tratamento. O termo mal posto surgiu no inicio do século XX
com J.S. Hadamard, que trabalhou em problemas de fisica-matematica.
Hadamard acreditava que nenhum problema mal posto podia refletir o
mundo real. Depois, comprovou-se a falsidade de tais ideias.



Segundo Hadamard um problema é bem posto se satisfazem as seguintes
trés condicoes

(a) Existéncia: Para cada g € Hs existe f € H; tal que Af =g. Ou
seja o problema 2.0.1 tem solucao.

(b) Unicidade: Para cada g € Ha a equacdo 2.0.1 tem uma tdnica
solugao.

(c) Estabilidade: A solugdo f depende continuamente dos dados de
entrada.

Caso alguma das condigbes anteriores nao seja satisfeita o problema é
dito mal posto. O exemplo tipico de problema mal posto corresponde
a equagoes integrais de primeira espécie. A integral de Fredholm de
primeira espécie modela diversos problemas da fisica tais como radio-
grafia, estereologia, espectroscopia, procesamento de imagens e campos
electromagnéticos [38, 2]. A integral de Fredholm de primeira espécie
tem a seguinte forma

b
Mﬁ@%:/lﬁ%wﬂwwzgw,chgd (2.1.1)

em que a existéncia e unicidade de solugoes nem sempre sao garantidas.
Por exemplo, se K (x,y) for continua em [c, d] x [a, b], f € L?[a,b] e g nio
for continua. Entdo, a primeira condigdo ndo é satisfeita em L?[a, b].
A segunda condicdo ndo é satisfeita se consideramos em (2.1.1), por
exemplo K (z,y) = zsen(y) e a =c= —7m e b=d = 7, ou seja,

s
| sty =g, —r<x<r
—
Este problema tem infinitas solugoes pois o nicleo do operador A tem
dimensao infinita. De fato, basta notar que a familia infinita de funcoes
definidas por f,(y) = sen(ny), n = 2,3,... pertencem ao nucleo de
operador. Finalmente a ultima condigao nédo é satisfeita se

fp(y) = sen(2mpy),
Kp(xay) — ® COS(27pr), peE N.

Obtemos g,(z) = senh() ) € N. Seja Af, a funcao solugao f per-

2wpx
turbada

Afp(y) = esen(2mpy), p €N ee & constante.



Entao a correspondente fungao Ag, é da forma

senh(x)

A =
gp(x) ¢ 2wpx

, peN

e, devido ao Lema de Riemann-Lebesgue, temos que Ag,(z) — 0. Logo,
Af/Ag pode ser muito grande quando p tende ao infinito. Portanto,
o problema (2.1.1) é mal posto. A Figura 2.1 mostra que pequenas
perturbacoes das observacoes g geram grandes perturbacoes da solucao

1.

£ (@)
1 : 02 :
D
—_—p=2 _/
—p=4
—p=8
0.5 0.15 —=1 |
—_p=2
—_—p =4
0 0.1 —r=8]
I
~0.5! 0.05
T 05 1 % 05 1

Figura 2.1: Lado esquerdo: f,(y) = sen(27py). Lado direito: g, de-
cresce quando a frequéncia p aumenta.

Os problemas discretos mal postos que encontramos com muita
frequéncia sao os sistemas de equacoes lineares resultantes da discreti-
zagao de problemas mal postos descritos pela equagao integral (2.1.1).
Por exemplo, se 0 método de Galerkin [3] é usado para discretizar essa
equagdo integral, obtemos um sistema linear como em (2.1.2). Depen-
dendo das escolhas das fungoes de base ¢; e 1;, os elementos da matriz
A = [a;;] e o vetor b= [b;] tem a forma

0 = / b / " K (@ 5)1 @)y () dxcly
d
b = / 61(2)g(x)dx.

em que ¢; e 1; sao funcoes de base usadas no método de Galerkin.
Detalhes sobre os problemas mal postos e mau condicionamento da
matriz A podem ser encontrados em [1, 35, 55].



Consideremos o sistema linear obtido por algum método de discre-
tizagdo em (2.0.1)
Az =b, (2.1.2)

em que a matriz A € R™*"™, com m > n e b € R™. Consideremos o
problema de minimos quadrados associado a (2.1.2)

rps = argmin||b — Ax||3 (2.1.3)
TER™

A grande dificuldade que temos é que, pelo fato da matriz se originar da
discretizacao de um problema mal posto, o problema de minimizagao
se torna muito sensivel a pequenas variagoes do vetor b e sua solugao

estd muito longe da solucao exata. Por exemplo, o seguinte problema
dado por

0.16 0.10 0.27
A= 017 011 | eR**2 b= 0.25 | e R>.
2.02 1.29 3.33

O lado direito b é o resultado de adicionar uma pequena perturbagao
N ~ T
nos dados correspodentes a solugao x = (1 1)

0.01
b=Ax+e, €= |-0.03
0.02

Obtemos a solu¢ao do problema de minimos quadrados
zrs = (701 —840)".

Apesar da perturbacao foi muito pequena a solucao xs é diferente da
original x.

2.2 Analise da sensibilidade e a SVD (Sin-
gular Value Decomposition)

Uma das ferramentas mais poderosas para andlise e resolugdo do
problema (2.1.3) é a decomposi¢do SVD (Singular Value Decomposi-
tion) da matriz A.

Teorema 2.2.1. Para cada A € R™*"™, com m > n, existem matrizes
ortogonais U = [uy,ug, ..., Uy] € R™™ V = [v1,vs,...,0v,] € R"X"



e ¥ = diag(o1,...,0.,0...,0) tais que
A=UxVvT = Zoiuiv?
i=1

e os valores singulares o;, para cada ¢ = 1,...,r, ordenados de modo
nao crescente

01>09>...>20.>0, r=posto(4)

A demostracao do teorema pode ser encontrada em [25].

Para analisarmos como a presenca de ruido nos dados pode afetar
a solugao devemos analisar o condicionamento do problema. O ntmero
da condicao de A no sentido da norma 2 é definido como

Omax (A)
Omin (A)

em que Opgz € Omin denotam o maior e menor valor singular da ma-
triz A. Se cond(A) estd préximo de 1, diz-se que o problema é bem-
condicionado e a solugao é estavel com respeito a pequenas variagoes
nos dados. Pelo contrario, se cond(A) é grande, diz-se que o problema
é mal condicionado e o problema é instavel. Para o exemplo da se-
¢ao anterior o problema é instavel devido a que o nimero de condigao
cond(A) = 1.0975e 4+ 03 é grande. No caso do problema gravity do
pacote Regularization Tools [32] com n = 32 e sendo o erro nos dados
lell2 = 1077, temos que o problema é instével devido ao fato do niimero
de condigao cond(A) ~ 3.4e + 09 ser muito grande.

cond(A) =

Figura 2.2: Solucdo exata e solucdo A~'b para o problema gravity para
n = 32. Devido a cond(A4) ser grande, pequenas perturbagoes nos dados
geram uma solugao muito diferente da exata.
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2.2.1 Condigao Discreta de Picard

A condicao discreta de Picard permite condicoes favoraveis para o
calculo de solugoes aproximadas estaveis de problemas discretos mal
postos.

Defini¢ao 2.2.1. (Condi¢ao Discreta de Picard) A condigdo discreta
de Picard € satisfeita se para todos os valores singulares o; os coeficien-
tes de Fourier correspondentes decaem em média para zero mais rdpido
do que o;.
Isto significa que, para a maior parte dos indices 4, os coeficientes de
Fourier satisfazem |ul'b| < o;.

Analisaremos o comportamento dos coeficientes |ul'b| e %ﬂ para
o problema gravity com n = 32 usando vetores de dados b com e sem
perturbagao (ver Figura 2.3). Na figura da esquerda podemos perceber
que a condicao discreta de Picard é satisfeita quando consideramos o
vetor b livre de erros. Notemos que os coeficientes de Fourier permane-
cem por baixo dos valores singulares. Entretanto, na figura da direita

temos que os coeficientes de Fourier a partir de i = 9 estao por cima dos
ufb]

(e}

valores singulares, fazendo com que a razao
que % cresce.

Quando resolvemos problemas do mundo real, em que o vetor b, e
as vezes a matriz A, sdo contaminados por erros, raramente a condi¢do
discreta de Picard é satisfeita. No entanto, se o vetor de dados exato
satisfaz esta condicao, é possivel encontrar um método de regularizacao

capaz de produzir aproximacoes estaveis para a solugao do problema
[35].

seja grande a medida

Picard plot 0 Picard plot
5
10 10
_GI _GIT
: . lulb] , 0 + Ut
0
A
10 o IuTblis 10 000 | o luTblis
22000, ! ' °
. o
5 *e °°°°°n°°
10 . °nu°
107 .
*e
107 :
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 2.3: Valores singulares da matriz A do problema gravity, coefi-
cientes de Fourier e a razao entre eles. Lado esquerdo: vetor b livre de
erros. Lado direito: vetor b contendo 5% de erro relativo.
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2.3 Regularizacao de problemas discretos
mal-postos

A teoria que trata dos métodos para problemas mal postos é co-
nhecida como teoria de regularizagao. Intituitivamente, a teoria de
regularizacao é a teoria das "aproximagoes continuas” para a inversa
descontinua. Portanto, a andlise e solugao de um problema mal posto
é feita via solugao de um problema associado bem-posto.

A ideia padrao de muitos métodos de regularizagao é construir uma
familia de operadores Ry : Hi — Ho limitados, que dependem do
parametro de regularizagao A > 0, que aproximem pontualmente o
operador A™! (caso ele exista) ou o operador pseudo-inversa Af. Isto
é,

lim RyA(f) = f, VfeH,.

A—0

De modo geral, estudam-se métodos de regularizagao considerando:

e problemas mal postos como consequéncia de nao existéncia ou
ambiguidade na solucgao.

e problemas mal postos como consequéncia de instabilidade.

Para contornar as dificuldades encontradas na solugao de um problema
mal posto podemos restringir o espaco no qual se encontra a solucao
ou podemos substituir o problema por algum outro problema que es-
teja o suficientemente préximo do problema original de modo que esta
aproximagao seja menos sucetivel a pequenas variagoes.

2.3.1 Regularizacao de Tikhonov
A regularizagio de Tikhonov surgiu em 1963 quando Tikhonov [53]

considerou o problema Kf = g em que f, g sao funcoes e K é um
operador integral. Tikhonov propos substituir o problema

fx = argmin{||lg — K f||3}
Fen

por
fr = argmin{|lg — Kf[5 + 2A*Q(f)}
feH

em que Q(f) = fab[v(S)]"(s)2 +w(s)f'(s)?]ds com v e w fungdes de peso
positivas; sendo ‘H um espago de funcoes apropriado.

12



Para o problema discretizado a regularizacao de Tikhonov substitui
o problema (2.1.3) por

Ty = argggin{”b—Ang + N2 L(z — 223} (2.3.1)
zeR™

em que A é o parametro de regularizacao e L é geralmente a matriz
identidade, ou uma aproximacao discreta do operador diferencial defi-
nido pela primeira ou segunda derivada. O vetor 2° é uma aproximacao
inicial para a solucao, caso esteja disponivel; caso contrario definimos
20 = 0.

Talvez o primeiro autor a descrever um esquema que é equivalente
a regularizagao de Tikhonov foi James Riley [48] em 1955, que propos
resolver o sistema (A + al)x = b, em que « é uma constante positiva
pequena. Riley também sugeriu um esquema de iteragao que hoje é
conhecido como a regularizacao de Tikhonov iterada.

Golub foi o primeiro autor a propor, em 1965, uma maneira apro-
priada de resolver o problema (2.3.1). A ideia é tratar (2.3.1) como o
problema de minimos quadrados

’ <AAL) T <)\Lba:0) Hz (2.3.2)

As equagdes normais para (2.3.2) sdo
ANT AN AT b
AL) \AL) AT \aL) \\La?)>

(ATA+ N°LTL)xy = ATo+ N2 LT La®. (2.3.3)

T) = argmin
zER™

ou seja,

A expressao (2.3.3) é chamada de equagao normal regularizada. Se
consideramos L = I,, entdo o problema estd na forma padrdao. A
solugdo para a equacio (2.3.3) pode ser escrita, para 2° = 0, como

xy = (ATA+ N2LTL)"1ATp,

sendo a unicidade obtida se N'(A) NN (L) =0
Considerando a regularizagdo de Tikhonov na forma padréao, x) é
dado por

ul'b
v;

T\ = Zlfz L (2.3.4)
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em que r = posto(A) e

o2 1, o;> )\
fi t =

= — 2
Ui2+/\2 %, o K A\

sao chamados fatores de filtro para a regularizacao de Tikhonov. Os
fatores f; filtram as componentes do erro da solucao. Assim, se A for
muito grande, a solugdo calculada pode em (2.3.4) néo ter incorporado
informagoes na solugdo do problema. Por outro lado, se A for muito
pequena, pouco ruido pode ter sido filtrado e a solugao encontrada nao

é relevante.

O residuo associado pode ser escrito como

T

ry=b— Az, = Z(l — fl)ugpbuZ +b
i=1

em que

T m
b, =b— E u;fpbui = E uZTbuZ-
i=1 i=r+1

(2.3.5)

é a componente do vetor b que nao pertence ao espaco coluna da matriz
A. Lembre-se que, se o conjunto u,; forma uma base ortonormal para
m

R™, entdo b = Y ulbu,. Desta forma
i=1

K T 2
u; b
lalls = (fi - > e
, ag;
i=1

T

Irall3 = (1= fi)ui b)* + [[bL]3.

i=1

14
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0.8

0.2

Figura 2.4: Fator de filtro f;, com A = 0.13 do problema gravity para
n = 32.

O comportamento dos fatores de filtros sdo mostrados na Figura
2.4. Observamos que para valores singulares maiores do que A = 0.13,
o fator de filtro é muito préximo ao valor 1 e as componentes da SVD
contribuem a incrementar o valor de z. Por outro lado, para valo-
res singulares menores do que A\ os fatores de filtro sdo pequenos e,
portanto, as componentes da SVD filtram os erros.

2.3.2 TSVD(Truncated Singular Value Decomposi-
tion)

Aplicamos a SVD para analisar o comportamento da solucao do
problema (2.1.3)

r Ty
rLs = Z u(; v;, 1 = posto(A). (2.3.8)

i=1 "
Sendo b = beyato + € temos

T

T r T T
u; b U; bexato uj €
Trs =Y vi=Y (AR oy
ag; —1 ag; ag;
=

i=1 v

e observamos que para valores de ¢; muito pequenos os coeficientes

":f resultam grandes, fazendo que a parte do erro seja dominante,
tornando assim a solugdo ineficiente. Se a soma (2.3.8) for truncada
em s < r, com s proximo de r, podemos amenizar o efeito do erro
€. Por outro lado, se s for pequeno deixamos de capturar informagoes
importantes do problema. Portanto, a escolha do s deve estabelecer
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um balanco apropriado entre a quantidade de informacao do problema
que é capturada e a quantidade de erro que é incorporada a solucao.

O método da SVD truncada (TSVD) nos permite fazer a escolha

do indice satisfazendo esse requerimento. A TSVD é um método de
regularizacao cuja solugao é escrita da forma

s é um parametro de regularizagao a ser determinado.

Na Figura 2.5 temos sete solugoes para o problema gravity, cuja

solugdo exata também é apresentada no final desta figura. Podemos
T

observar que o simples fato de termos adicionado u%:vg modifica a

solucao; para este caso o parametro de regularizagao mais adequado é

s=1.

s=2 s=3 s=4 s=5
1.5 2 1.5 2
1 1 1 1
0.5 0 0.5 0
0 -1 0 -1

0 20 0 20 0 20 0 20

s=6 s=3 s=8 solucdo exata
1.5 2 2 1.5
1 1 /\ 1 /\ 1
0.5 0 0 0.5
- -
00 20 0 20 0 20 00 20

Figura 2.5: Solucao x, para s = 2,3,4,5,6,7 e solugao exata para o
problema gravity com dimenséo n = 32 e erro relativo de 1% nos dados.

2.4 Determinacao do parametro de regula-
rizagao

A escolha do parametro de regularizacgao para o método de Tikhonov
nao resulta uma tarefa facil. A seguir apresentamos alguns métodos
para escolher este parametro de regularizacao.
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2.4.1 Método de Validagao Cruzada (GCV) e
Weigthed-GCV

O método de Validagao Cruzada Generalizada (GCV), desenvolvido por
G.H. Golub, M.T. Heath e G.Wahba [24], é um método muito usado
para a escolha do parametro de regularizagao baseada em consideragoes
estatisticas. A GCV sugere que um bom valor para o parametro de
regularizacdo deve prever dados no vetor b que estejam faltando ou
que foram retirados. Mais precisamente, se um elemento (uma equagao
do sistema Az = b) arbitrdrio b; do vetor b for removido, entdo a
solugao regularizada correspondente deve prever essa falta. Baseado
nesse principio, o parametro de regularizacao é o valor que minimiza a

fungdo GCV

2
n H(I - AAf\b)HQ
Gap(A) =

= AA;))2

em que AT (AT A+ X2I)~L AT representa a pseudo-inversa da matriz
Ado swtema Azy =bem que A= (ATA+)2I) e b= ATb e a solugao
regularizada =) = AT/\b. Substituindo a SVD da matriz A na funcéo
GCV temos

n(X () + 5 @lb?)

=1 1=n+1

(m—m+ 3 %)

i=n-+1

Gap(A) =

o que torna a funcao GCV computacionalmente conveniente para ser
avaliada e utilizada por algoritmos de minimizagao.

Em estudos comparativos encontrados na literatura podemos apon-
tar que uma desvantagem do método GCV para a determinacao do pa-
rametro de regularizacao de Tikhonov é que nem sempre este método
funciona, no sentido de que, dependendo de como o erro esta distri-
buido nos dados, o parametro encontrado pode produzir uma solugao
nao satisfatéria [8].

Recentemente um novo método apareceu na literatura, que é ba-
seado na GCV chamado método de Weigthed-GCV ou simplesmente
W-GCV [15]. Em vez de minimizar a fungdo GCV, o método W-GCV
busca minimizar a funcao

nH(I_AA;b)Hz

GA,b(w,)\) = 3
tr(I — wAAi))
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em que 0 < w < 1. Detalhes adicionais sobre a escolha do parametro
w sdo encontrados em [15].

2.4.2 Principio de Discrepancia

O método mais utilizado que se baseia na estimativa da norma do
erro é o principio de discrepancia, atribuido a Morozov [43]. Se o pro-
blema mal posto é consistente no sentido de que AZexato = bexato, @
ideia é escolher o parametro de regularizacao A tal que a norma do
residuo seja igual a uma cota superior §; para ||el|s de (1.0.1), isto é,
devemos determinar \ da equagao nao linear

||b—A£L')\||2 :61, H6H2 §51 (241)

Usando a SVD da matriz A na equacdo (2.3.5) temos que a norma
do residuo pode ser escrita como (2.3.7) e podemos perceber que a
norma do residuo é uma fungao crescente e monétona da variavel A.
Entao, resolver (2.4.1) equivale a encontrar a interse¢ao entre a curva
da norma do residuo e a reta horizontal z = ;.

A grande dificuldade deste método é que precisamos de uma esti-
mativa para a norma do erro €. Caso essa estimativa seja muito grande,
podemos encontrar um parametro de regularizagao muito grande cau-
sando os inconvenientes ja discutidos. O mesmo acontece com uma
estimativa menor.

2.4.3 Curva L

Este método surgiu em 1992 introduzido por P.C.Hansen [36] e é
utilizado com sucesso em diversos problemas. O método da curva L
escolhe como parametro de regularizacao o valor que maximiza a cur-
vatura da curva parametrizada por A € [0, 00) dada por

LX) = {(a,0)|a =log([[rx[I3), b = log(f|zx|3)}

com x solugao regularizada e ry = b — Ax) o residuo associado.
A escolha de A\ baseia-se nas expressoes para as normas de xy e 7y
obtidas em (2.3.6),(2.3.7). Como b = bexato + €, entao

T T T
Uu; b = U] Dexato + U; €.

Dependendo do A, s@o os coeficientes u?bexato ou uiTs que dominam.
Entao, a curva-L resultante consiste de uma parte da curva para bexato
e outra parte para €, e em algum lugar existe uma faixa de valores que
corresponde a transigao entre as duas curvas.
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2.4.4 Método do Ponto Fixo

O algoritmo de Ponto Fixo foi proposto por Bazan [4] baseado num
trabalho anterior de Reginiska [47]. Diferente do Principio de Discre-
pancia, este método nao precisa a informacao do tamanho do ruido nos
dados. Este método estd baseado na minimizacao da funcao

Pu(A) =Ny, p>0 (24.2)

em que
y(N) = llaalls, =N = [[b = Az, 3.

Derivando (2.4.2) em relacdo a A temos

50 =y [ + S

Como y(A\)Hy'(A) #0e Z 83 = —)\2, a condicdo necessaria para que

¥, (A) tenha um minimo local em A = A* # 0 é que ¢}, (A*) = 0, que é
equivalente a

)
Fyom TN S 0e

Portanto, se A* é um minimizador de 1,(\) entdo A* deve ser um
ponto fixo de ¢,, : Ry — R{ definido por

16— Azz|l2

[E2Y|P

Qj)u()‘) = \//j

O algoritmo do ponto fixo comega com um chute inicial A\, p = 1 e
prossegue com a sequéncia para k=0,1,2,...

A1 = Ou( M)
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Capitulo 3

Métodos de
regularizacao iterativos

Métodos iterativos para calcular solugoes estdaveis de problemas in-
versos vém sendo utilizadas por décadas em imagens médicas, geofisica,
ciéncia de materiais e muitas outras disciplinas que envolvem imagens
em 2D e 3D. Os métodos apresentados no capitulo anterior sdo ade-
quados quando se pode calcular facilmente a SVD da matriz A. Para
problemas de grande porte em que o calculo dos valores singulares da
matriz A nao pode ser realizado em virtude do alto custo computacio-
nal, usamos os métodos iterativos.

Os métodos iterativos para a resolucao de sistemas de equagoes
lineares baseiam-se em esquemas que geram vetores iterativos z¥, k €
N, que convergem para a solugao desejada. Para problemas mal postos
cada solucdo iterada 2* é considerada solucdo regularizada, em que k
cumpre o papel de parametro de regularizacao.

Nesta se¢ao introduzimos a familia de métodos iterativos denomi-
nados SIRT e ART. Também apresentamos os métodos iterativos ART
por blocos, os quais sdo baseados na mesma ideia dos métodos ART.
Finalmente, apresentamos o método LSQR iterativo.

3.1 SIRT(Simultaneous Iterative Recons-
truction Techniques)

Os métodos tipo SIRT foram desenvolvidos por Gilbert [23] em
1972. Estes métodos foram usados para tomografias médicas, mas ra-
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pidamente alcangaram popularidade entre os algoritmos usados para
tomografia sismica. Estes métodos, também conhecidos na literatura
como métodos de tipo Landweber, baseiam-se no principio dos minimos
quadrados. A caracteristica dos métodos SIRT é que eles s6 precisam
de produtos matriz-vetor em cada iteragao.

Os métodos do tipo Landweber sdo descritos, em forma geral, como

2P = gF 4 M TATM (b — A2F), k=0,1,... (3.1.1)

em que z* denota o vetor atual da iteracdo, Ay denota o parametro de
relaxagao, e as matrizes M e " sao simétricas e positivas definidas. Os
diferentes métodos da familia SIRT se diferenciam pelas escolhas das
matrizes T e M.

Neste trabalho vamos considerar o parametro A\, = A para k =
0,1,....

Denotamos por

lllas = (@, Ma)

e o raio espectral de A
p(A) = max{|A| : A é o autovalor de A}.

O seguinte teorema garante a convergéncia dos métodos tipo SIRT
com T =1,.

Teorema 3.1.1. Se

2—c¢

<A< ———
0<6_)\_p(ATMA)’

(3.1.2)

em que € > 0 € um ndmero fixo, arbitrdrio e muito pequeno, entdo
qualquer sequéncia gerada por (3.1.1) com T = I,, converge para T, em

que T = argmin ||Az — b||ps. Adicionalmente, se 2° € R(AT), 7 € a
TER™
dnica solugdo do problema m]iRn |Az — b||2.
oERn

Demostragao. Suponha que dado um € > 0 temos que

2—c¢
0 <AL ——————. 3.1.3
SOSAS AT (8.13)
Usando a SVD da matriz Mz A segue que existem U € R™*™_ V ¢
R™ ™ e uma matriz diagonal ¥ = diag(oy,...,0,,0,...,0) € R™*™ tal
que )
MzA=UxVT (3.1.4)
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em que 01 > ...> 0, > 0 e posto(A) =r.

Como p(ATMA) = p(AT(M2)T M2 A) = |M2A|2 e usando a propri-
edade 02 = || M2 A|2, temos que p(ATMA) = o2.

Logo, em (3.1.3) temos

2
0<A< —
‘71

e como o1 > 0, entao

2
0<A< = (3.1.5)

T

Usando o algoritmo (3.1.1) no caso T' = I,
T = 2% - NAT M (b — Ax®)

= 2" + \c — ABz*

= (I, — AB)z" + \e. (3.1.6)
em que ¢ = ATMbe B = ATMA. Denotemos e*t! = zF+1 — 7 para
k=0,1,... e substituindo 2**! por (3.1.6) temos que

e*Hl = (I, — AB)z* + Ae — 2F — (I, — AB)Z + \¢)
= (I, — A\B)(z* - 7)
= (I, — AB)e*, para k=0,1,....
Assim,
eF = (I, — AB)FH1el (3.1.7)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.1.7),

€442 < (2 = AB)IS e, para k=0,1....  (3.L8)

Como I, — AB é uma matriz simétrica se cumpre ||I,, — AB||2 = p(I), —
B). Vamos calcular o raio espectral da matriz
I, = AB =1, - \VvETUT)(UxVvT)
=1, - \vxTsyT
=V(I, - \xTo)vT.
Entao p(I, — AB) = max{|1 — Ao?|,i = 1,2,...,r}. Logo, p(I, —

AB) = |1 — Ac2|. Por (3.1.5) temos que |1 — A\o?| < 1 o qual garante a
convergéncia do algoritmo (3.1.1) para .
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Para o caso M = I, se 2° € R(AT), entdo ¥+ € R(AT) para
k=0,1,.... De fato, para k = 0 temos que

ot = (I, — NAT A)2? + AATbh € R(AT).
Suponha que se verifica para k, ¥ € R(AT). Como
oF L = (I, = ANAT A)zk + XATb,
entdo zFt! € R(AT) . Portanto, qualquer solu¢do do problema

argmin || Az — bl|2
z€ER™

pertence a R(AT) e R(AT) é fechado em R™, entdo

= lim 2" e R(AT).

k—o0

Suponha que 7 e Z sao solugdes do problema m]iRn |Az — b2, entdo
reR™

AT Az = ATb
AT Az = A”b.
Assim, AT A(Z — ) = 0 e fazendo o produto interno
(ATA(Z —7),2-7) =0
4G - D)3 =0.
Logo, T — T € N(A). Mas, 7,7 € R(AT) = N(A)*. Assim,
T-TeNA)NNA)T={0},

ou seja,

r=ux,

mostrando que a solugio de min | Az — b||2 é tinica. [ |
me n

3.1.1 Analise da semiconvergéncia

Nos métodos iterativos aplicados aos problemas mal postos a sequén-
cia ¥ estd proxima da solucdo exata para k pequeno, isto é, a norma
do erro ||a;k — Zoxatall2 decresce, mas devido ao ruido nos dados cresce
rapidamente quando k é grande, isto é, a solucdo regularizada z* co-
mega a incorporar as componentes do ruido e, assim, converge para
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Cimmino com k=1 Cimmino com k=5 Cimmino com k=8

Figura 3.1: Semiconvergéncia das iteragoes do método Cimmino. Po-
demos observar que a medida que iteramos as solugoes correspondentes
a k=35ek =090 tendem a divergir.

uma solugao nao desejada. Esta propriedade dos métodos iterativos
é chamada de semiconvergéncia. Por exemplo, a semiconvérgencia do
método de Cimmino (o qual serd apresentado em 3.1.3) aplicado ao
problema Lena com 0.25% de erro relativo nos dados pode ser obser-
vada na Figura 3.1. Note que a imagem comega a incorporar ruido a
medida que k cresce.

Analisaremos a semiconvergéncia dos métodos SIRT para T = I,,.
Assuma que

b = bexato + €,

em que € é um vetor de ruidos e o parametro \; é constante e igual a
A. Pelo algoritmo SIRT temos que

" = (I, = AB)z* + X¢, k=0,1,...

Dai segue que
' = (I, = AB)z" + Xc,

2? = (I, — AB)z" + A\ = (I, — AB)*2° + \[(I,, — AB) + I,]c
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e, para k arbitrario, temos

k
a* = (I, = AB)*"'a® + A (I, — AB)c
7=0

Considerando z° = 0, temos

k
=AY (In—ABY
7=0

Como B = ATMA =VFVT em que F = diag(o?,...,02,0,...,0),

temos

(I, = \VEVT)i

k
ZI —AB) =

ES I\Ma-
o

(VVT —\VFVT)

<.
= |l
=)

V(I, — AFYVT

<.
I

Il
=
19 -

(I, = APV =VE,VT.

Note que Ej = Z?:o (I, — AF)7 tem o i-ésimo elemento da diagonal
dado por

k
1—(1—Xo?)F
3 (1 - Ao?) :—(MQ o) (3.1.9)
j=0 v

Assim,
ML \VE, Ve
=V(AEp1)VTAT MD
= V(AB41)VT (M2 AT M32b
VOE,)VTUSVTYT M=b
= V(AEk+1)2TUTM2
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Se T = argmin|| Az — boxato||ar- Entdo T = (AT MA) "L AT Mbeyato-

zER"
Logo,
7= (ATMA) "1 (M2 A)T M bearo
= VESTUT M beyato
em que E = diag(1/01,...,1/0,,0,...,0). O erro na k-ésima iteragao
é

IkJrl - = V(AEk—i—l)ETUTM% (bexato =+ 5) - VEETUTM%Z)GXMO
= V(()\Ek-i-l - E)ETUTM%bexato + /\Ek-ﬁ-lETUTM%g)'

Sejam D} e D5 definidos por

DEFY = (AEpyy — E)XT
1 — \g2)k+1 1 — \o2)k+1
:—diag(( o) (= Ae) ,0,...,0)

g1 O

DAY = \Ep 2T

1—(1— 2\k+1 1—(1— 2\k+1
= diag( (1=dop)™ 1= 2oy) ,0,...,0).

01 Or

Denotemos b = UTM%bexam, §b = UTM%€ e o erro projetado
eVF 1 como eV = VT (gh+! — 7) = DMh 4 DEFL6b.

Seja
(1—Xo?)F

oo N) = — (3.1.10)
WF(o,N) = w (3.1.11)

Entdo, a j-ésima componente para e""**1 é dada por
el M = M (0, Mby + vF (04, M) b5, (3.1.12)

em que o primeiro termo é o erro de iteragao e o segundo é o erro do
ruido.
Vamos estudar o comportamento das fungdes ¢¥ (o, \) e ¥*(a, \).

Proposicao 3.1.1. Seja

2 1
0<e<A< 5-¢6 e 0<op <0< —. (3.1.13)

0y VA
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(a) Para X e o fizos entdo ¢* (o, \) € decrescente e conveza, e F (o, \)
€ crescente e concava como fungoes de k.

(b) Para todos os mimeros inteiros k > 0 temos que ¢* (o, \), ¥¥ (o, ) >
0 e ¢F(0,0) =L, ¢*(0,0) =0.

(c) Para \ fizo e para todo k > 0, a funcdo ¢* (o, \) € decrescente.
Demostragao.

(a) Denotamos por ¢k e ¢¥, a primeira e segunda derivada de ¢* (o, \)
com respeito a k.

Seja y = y(o) =1 — Ao?. Por (3.1.13), temos que
0<y<l-—eop <1 (3.1.14)

Note que ¢* (0, )) = ¢/ e ¥(0, )) = (1 — 9*)/o.
Calculamos a primeira e segunda derivada de ¢*(o, \):

S = (In(y))*/o)y".
Por (3.1.14), y € (0,1). Entdo ¢} < 0 e ¢¥, > 0. Portanto,
¥ (0, \) é decrescente e convexa.

Para provar que 1¥(o, \) é crescente e concava, procedemos de
maneira analoga, considerando-se que

¢k(0a A) = 1/0 - ¢k(0-a )‘)
(b) Segue da defini¢ao de ¢*(o, ) e ¥ (0, \), em (3.1.10) e (3.1.11)
respectivamente.

(c) Sejam o’,0” > o, tais que
1/\A> o' >d >0,

De (3.1.13) temos que 1 — Ao? > 0 e, assim, y(o”),y(o’) € (0,1).
Logo, y(o')/a’ > y(c")/o”. Portanto, ¢*(c,\) é decrescente

como fungéo de o no intervalo [0, \%}\)

|
A Figura 3.2 mostra o comportamento das fungdes ¢* (o, \) e % (o, \)
para diferentes valores de o e A fixo.
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o =0.0017 o =0.0016

o =0.0015 o =0.0014

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 3.2: Comportamento das funcdes 1)* (o, \) e ¢¥(o, A) com A fixo
e para valores de ¢ = 0.0017,0.0016, 0.0015,0.0014

Proposicao 3.1.2. Assuma que

2 1
0<e<A<—5—-¢ 0<o,<0<— (3.1.15)

o1 VA
e X firo. Para todo k > 2 existe um o* € (0,1/v/)\) tal que

or = arg maxtF(o,\). (3.1.16)
0<o<1/VX

Além disso, o} € unico e € dado por

o = \/% (3.1.17)

em que (i € a unica raiz em (0,1) de
Geo1(y) = 2k — DyF 1 — (" 2+ ... 4y +1)=0. (3.1.18)

Demostragao. Denotemos por ¢ a derivada de ¥ com respeito a o.
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Entao,

L app—1 L= (1= A0
1= (1= )o?)F

— 9%k(1 — 2\k—-1 _ =~ \x M )

k(1 =A%) 1— (1— ro2)k

=2k -yt — (2 y+1) =g (y),

em que y = 1 — Ao?. Devido ao fato da funcdo gx_; ser continua
com gr—1(0) = —1 e gx—1(1) = k, temos pelo Teorema do Valor In-
termedidrio que existe (, € (0,1) tal que gx—1({x) = 0. Para faci-
litar a notacao, denotamos g = gr_1, 2 = (x € 0© = 0. Entao,
Go=1—=Xo?, 0" = 1-¢ ¢ um ponto critico de 1*, que pertence ao

X
intervalo (0,1/v/)\).
Agora, demostraremos a unicidade de z = (;. Para tanto, note que

yg(_y)z = (2k — D)y 2+ ((2k — 1)z — 1)y* 3
+((2k—1D)22—z— 1)yt .+
F((2k—1)2F 2 =28 — -2 - 1) = Q(y).

Assim, Q(0) = ¢g(0)/(—z) = 1/z > 0. Para completar a prova sé resta
ver que Q(y) cresce com y > 0. Seja, 0 < t < 1 e «a > 0 tal que
t+ o < 1. Entao

Qt+a) = Q(t) = (2k = 1)((t + )" 2 — tH)
+((2k — 1)z — 1)((t + )F =3 —t773)
+(2k—1)22 =z =) ((t+ ) —tF ) + ...
+((2k—1)ZF 2 =2kt a1 ((t+a) —1).

Como g(z) = (2k — 1)2F "1 — (ZF2 4263 4 ..+ 2+1) =0e, por
(3.1.18), temos que

2k -1z —1)= ("3 4. 4 241),
B2k -1 -1 = 21,

22k —1)F 3 = ) =241
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Dai segue que Q(t + a) — Q(t) > 0. Portanto, z e o* sdo unicos, pois
9(y) = (y — 2)Q(y) e Q(y) > 0, ou seja,

g(y) >0 quando y >z (3.1.19)

gy) <0 quando y < z. (3.1.20)

Portanto, y < z implica que 1 — Ao? < z ou 0 > /(1 — 2)/A, ou
seja, ¥ = Ag(y) < 0 quando o > o* e ' = Ag(y) > 0 quando o < o*.
Isto mostra que o* é o ponto maximo de ¥ (o, ). |

Proposicao 3.1.3. A sequéncia {(;}r>2 definida na proposi¢io acima
satisfaz 0 < Cp < Cp+1 <1 elimp oo (G =¢ = 1.

Demostracao. Pela Proposigio 3.1.2 temos que (i € (0,1). Usando
(3.1.18), obtemos

gk(y) = (2k + 1)y" — 2k + g1 (y). (3.1.21)

Consideremos g = g € z = (x4+1. Pela Proposicao 3.1.2 (41 € raiz de
gx portanto g(z) = 0.

Mostremos que g(¢x) < 0, o qual por (3.1.20), implica que (; <
Ck+1- Usando (3.1.18) e a férmula da série geométrica, obtemos

A
gr1(y) = 2k =Dy = —— —. (3.1.22)
P _ 2k
ara Y = gz 7> temos que
k—1

2k 2k \' o 1- (2&1)
gk—l( ) = (2k — 1)( ) - (3.1.23)

2k +1 2k +1 _422“

2(2k)% — (2k + 1)*

= (2k + 1)F1 ) (3.1.24)

sendo 2(2k)* — (2k + 1)* > 0, o qual equivale a dizer que 2'/F >
1+ 1/(2k). Pela série de Taylor para a fungdo 2% podemos mostrar
que 2 — 3 —1 > 0 para x > 0. Assim, para x = 1/k segue que

gk—l(%) > 0. Pela Proposigao 3.1.2, gx—1({x) = 0 e, assim, por

(3.1.19)
2%k

2k +1

> Ch. (3.1.25)
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Utilizando (3.1.22),

9(Cr) = (2k + 1) ()" — 2k(G) 1 + go—1(Cr) (3.1.26)
= (Cu)F (2K + 1)¢ — 2K) < 0. (3.1.27)

Logo, 0 < {; < (k41 < 1. Como a sequéncia (j, é crescente e limitada,
entao existe o limite

Jim G =¢ (3.1.28)

e ¢ € [0,1]. Mostraremos que ¢ = 1. Como ¢ € (0,1), entdo tome
(x =1 — z,. Além disso, (i é raiz de gr_1,

1= — )"t

gro1(1—2) = 0= (2k — 1)(1 — z)*~ -

(3.1.29)
Segue-se que (1 — zx)*1((2k — 1)z, + 1) = 1 e assim (1 — z;,)~*~D =
(2k — 1)z, + 1 < 2k. Tomando o limite quando k — oo, temos que
0 < —In(1 — z) = —In(2) < In(2k)/(k — 1) — 0. Consequentemente,
¢ =limg00 G = 1. |

A Figura 3.3 mostra o comportamento de 1* (o, \) como funcio de
o, para um A fixo. Observamos que o}, decresce com k.

»¥(0,583.2171)

10
—k=10
. —k =30
CHI k=90 |]
10 Yo —k =270
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 1/o
10° |
10° [
107 :
10° 10’ 10° 10°

Figura 3.3: A funcio ¢*(o, \) como fungdo de o para A = 583.2171 e
k = 10,30,90,270. A linha pontilhada denota o méximo de ¥*(c, \)
como funcao de k.

Proposicao 3.1.4. O valor de y* (o}, \) cresce com k.
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Demostracao. Pela Proposicao 3.1.1 parte (a) temos que

VF(0,\) <o N), o, <o <1/VA

Este resultado é vélido para o > o, mas também ¢é vélido para o > 0.
Logo,

maxg_, oy /5 (0, 0) <maxg_, oy 5 (0, A). (3.1.30)

Portanto de (3.1.30) temos que
q/)k (0—27 )‘) S wk+1(az+1a /\)

em que o}, 05,1 € (0, V). [

3.1.2 Método de Landweber

Lembremos que o método classico de Landweber, introduzido por
Landweber em 1951 [41], tem a seguinte forma,

oh Tt =gk L NAT (b — A2¥), k=0,1,.... (3.1.31)

Notemos que isso corresponde a definir M =T = I,, em (3.1.1).
O préximo teorema garante que, enquanto o principio de discrepan-
cia nao é satisfeita, a aproximacao para a solucao nao piora.

Teorema 3.1.2. Seja A € (0,2/p(AT A)) tal que ||b— bexatoll2 < 1. Se
|b — Azk|]y > 261, entdo

||xk+1 *xexatOHQ < ||xk 7$exat0”27 para todo k= 0’1’2"”

Demostragao Calculemos

2547 = Zesato 3 = 1(2° = exato) + AAT (b — Az®)|I3
= Hx xexatoHQ + 2/\<$k — Zexatos AT(b - Axk)>
+ N(AT (b — AxF), AT (b — Az"))
= [|12F — Zexatoll2 + 2AMA(LF — Zexato), (b — Az*))
+ N2(AT (b — Az*), AT (b — Ax")).

Como AZexato = bexato, €ntao
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Hljﬁ_l - wexato”g - ||xk - xexatoH% + 2)\<"4xlC - bexatov b - A$k>
+ A2(AT (b — Az"), AT (b — Az"))
= ||mk - xexato”% + 2)\<b - bexato, b— Amk>
+ 2X(Az® — b,b — Az")
+ N2 (b— Az, AAT (b — Az"))
= ||'13k - xexato”% + 2)\<b — bexatos b — Amk>
— Al — Az"|3
+ Ab — Az* (NAAT — I)(b — Az")). (3.1.32)
Usando a decomposigdo SVD de A (3.1.4) obtemos que os autovalores
de I —MAAT sdo 1—Ao?,i=1,...,r. Pela hipétese A € (0,1/p(AT A)),
ou seja, 0 < A < 1/0?. Assim, os autovalores de I — MAAT sdo
positivos. Logo, a matriz AAAT — I é definida negativa, ou seja,
((AMAT — Iz, z) < 0 para todo x € R™.
Em (3.1.32) temos
||xk+1 - xcxato”% < ka - xcxato”% + 2>\<b - bcxatoa b - Axk>

= Allb — Az*||3
e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

ka—H - xexaton% < ”xk - xexatou% + 2A[|b = bexatol|2/[0 — A$k||2

— MJb— AzF|3.
Pela hipétese ||b — bexatol|2 < 91, entéao
127+ = Zexatoll3 < [|2* — Texatol|3 + Allb — Az¥||2(201 — [|b — Az¥||2).
Além disso, 267 — ||b — Ax*||3 < 0. Logo,

”karl - xcxatou% < ”fk - mcxaton%

3.1.3 Método de Cimmino

Gianfranco Cimmino (1908-1989) [16] desenvolveu outro método ite-
rativo baseado em reflexoes sobre hiperplanos. Mas também tem outra
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Versao com projecoes.

Denotemos a i-ésima linha de A = [a;;] por
a' = [as1,...,ain] para i=1,2,...,m.
Seja H; o hiperplano definido pela equagao linear (a’,z) = b;
H, ={z eR"| (a',z) =b}, i=1,...,m.

O método Cimmino baseado nas projecoes consiste em usar a média
das projecdes de z* sobre o hiperplano H;. Seja P; o operador projecio
no hiperplano H;. Entao segue que

bi — <ai7 Z)

Pi(z) =z + .
(2) Tl

a. (3.1.33)

A Figura 3.4 mostra o método de Cimmino em R?

Rz
’H 'P] (z)
2 o
<
Hl Pg(z
]RZ

Figura 3.4: Método Cimmino baseado em projecoes

A versao do método baseado em projecao calcula as iteradas através
de:

: 1 «—
gt =2k 4 A > wi(Pi(a*) — o)
i=1

em que o parametro de relaxacao A determina a longitude do passo
entre z* e 21, e w; > 0 sdo pesos definidos pelo usuario. Usando
a definicdo de projecdo ortogonal, podemos reescrever o algoritmo na
forma
m .
zh :kar)\lZwiMai, 1=0,1,...
m la? |13
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Em forma matricial o método é

af =% L NAT M (b — Az®)

em que M = %diag(l‘;‘ji@) parai=1,2,...,m

3.1.4 Método CAV (Component Averaging)

O método CAV, desenvolvido por Censor, Gordon and Gordon [11],
emprega uma matriz diagonal de pesos w; que depende da esparsidade
da matriz A. O método é uma extensao do método Cimmino que inclui
um termo proporcional ao nimero de elementos nao nulos da matriz A.
O objetivo deste método ¢ acelerar o processo da convergéncia. Seja s;
o numero de elementos nao nulos da j-ésima coluna de A, j = 1,2,.

e |lat||3 = > i1 a3;s;. O método CAV calcula as iteradas na forma
k)
k“—x +)\Z a® k=0,1,...

|| 1||2 ’

em que w; > 0 sdo os pesos definidos pelo usudrio.
Em forma matricial o algoritmo CAV é

oF T = 2% 1 NATDg (b — Ax"),

em que S = diag(si, sa,...,8,), Ds = diag(l‘;‘ji‘z) parai=1,...,me
la’[[& = (a")" Sa’.

3.1.5 Método DROP (Diagonally Relaxed Orthogo-
nal Projections)

O método DROP foi desenvolvido por Censor, Elfving, Herman e
Nikazad [12]. Este método combina a matriz diagonal por pesos e as
projecoes ortogonais. O método DROP é outra extensao do método
Cimmino inspirado no método CAV. No método DROP também temos
os pesos correspondentes a cada equagao. O algoritmo DROP é da
forma

i=1
! zxk—kx\ZwiS_l(Pi(mk)—xk). (3.1.34)

em que P;(z*) é definido como (3.1.33) e S é definido como no mé-
todo CAV. Usando (3.1.33) podemos reescrever o algoritmo DROP da
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seguinte forma

ot i _

z; —:v Jr)\k sz ”2 a;, k=0,1,...
para j =1,2,...,n. Note que se w; = 1 para ¢ =1,...,m e a matriz
A é densa, ou seja, s; = m para j = 1,...,n, obtemos o método de

Cimmino.
O método DROP possui a seguinte forma matricial

= 2P 4 N ST AT D(b — AxF) (3.1.35)

que é da forma (3.1.1) com T =S"te M =D = diag(ﬁz).

Visto que no método DROP temos que T' # I,,. Logo, a convér-
gencia da sequéncia (3.1.35) ndo é consequéncia imediata do teorema
(3.1.1). Porém, se introduzimos y* = Sizk e A = AS™3, entdo a
sequéncia (3.1.35) pode ser escrita como

yH =y 4 AT D(b - Ayh).

Lema 3.1.1. Assuma que w; > 0, para todoi = 1,...,m e que A €
R™*™ Se D = dlag(Hm\P) € Rmxm ¢ §-1 = dlag( ) € R™™", com
s; 20, entdo p(S~*ATDA) < max{w;|i = 1,...,m}.

Demostracao. Seja u o autovalor de S™'AT DA associado ao auto-
vetor v, ou seja, ST'ATDAv = pv e multiplicando por A. Fazendo

u = DAv temos
AST1ATy = uD~ 1. (3.1.36)

Assim,
(u, ASTATu) = p(u, D~ 1)
implica
~ (u, ASTE AT )
r= (u, D=u)
Também temos que

n

(u, ASTVATw) =[|S72 AT} = YY1/ 57 aku;)?

j=1 i=1

=31/ aju?
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Portanto,

> (1/5) (00 ajua)?
Yy u (a3 /wi)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que

m 2 m
(Z aéui> < s, Zuf(a;)z (3.1.38)
i=1 i=1
Substituindo (3.1.38) em (3.1.37) e alterando a ordem do somatdrio

iy uglla'l3

(3.1.37)

< — < max{w;|i =1,...,m}, (3.1.39)
>t (L/wi)u? a3 '
o que completa a demonstragao. |
Teorema 3.1.3. Assuma que w; > 0 para todo i =1,...,m. Se para
todo k > 0,
9 _
0<e< < 2-¢) :
max{w;|i =1,...,m}

em que € > 0 € um ndmero fixo, arbitrdrio e muito pequeno, entdao
qualquer sequéncia gerada por (3.1.34) converge para a solucdo dos mi-
nimos quadrados x* = argmin{||Az — b||plz € R™}. Adicionalmente,
se 29 € R(STLAT), entdo x* € a tnica solugdo de morma minima na
norma S.

Demostragao. Pela hipdtese, temos

2-9

max{w;|i =1,...,m}

0<e< A< (3.1.40)

Observe que,
p(A" DA) =p(S~2 ATDAS %)
=p(S~2572ATDAS"257%)
=p(S~'ATDA)
e pelo Lema (3.1.1) obtemos
p(ZTDZ) < max{w;|i =1,...,m}.
Logo em (3.1.40) obtemos

2-¢

D<e< A\ < — -
p(A" DA)
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Usando as transformacdes y* = S b e A = AS7z o algoritmo
DROP tem a forma

gt = oF 4 )\kZTD(b — Ayk).
Aplicando o Teorema 3.1.1, obtemos que

lim v* =¢y* e y* = argmin{||Ay — b||ply € R™}

k— o0
entao

k

*

lim 2% =5 %y* =2* e 2* = argmin{||Az — b||p|z € R"}.

k—oc0

Além disso, se y° € R(ZT) entdo y* é o tinico minimo de ||Az —b||2.
Note que

ly*ll2 = [|1S2S ™2y la =(S2S2y*, S25~1y*)
(SS™3y*, S5 y")
(Sz*, ")

"]

Logo, 2* é o tnico minimo de ||[Az — b||g, desde que z° = §—2¢0 €
R(SLAT). ]

3.1.6 Meétodo SART (Simultaneous Algebraic Re-
construction Technique)

O método SART tem a seguinte forma
P =P L AV AT (b — Azh),

em que V = diag({;), W = diag(é), ¢" e ¢; denotam as somas dos
elementos das linhas e colunas da matriz A respectivamente. Isto é

n
szg a; para i=1,...,m

m
Cjzz:a; para j=1,...,n.
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3.2 ART/(Algebraic Reconstruction Tech-
niques)

Apresentamos um tipo diferente de métodos iterativos que sao téc-
nicas algébricas de reconstrugdo(ART). Os métodos tipo ART, intro-
duzidos por Gordon em 1970 [26] tem como base os métodos iterativos
de Kaczmarz. Todos os métodos tipo ART sao totalmente sequenciais,
ou seja, cada equagao ¢ tratada uma de cada vez.

3.2.1 O Método de Kaczmarz

O classico e mais famoso método de tipo ART é denominado método
de Kaczmarz. Ele é definido por

2RO — ok
A ‘ b — (gb. pki—1y
P chﬁ, i=1,2,...,m,
lla®]3
.’I}k+1 — ka

Figura 3.5: Método de Kaczmarz.

3.2.2 O Método Simétrico de Kaczmarz

O método simétrico de Kaczmarz foi introduzido por Bjorck e T.
Elfving [7]. Consiste em um passo do método de Kaczmarz seguido de
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outro passo do método Kaczmarz, em que as equagodes sao usadas em
ordem reversa.

:L,k,O _ :L‘k
) ) b, — i . k,i—1
xk’Z:.’L‘k’Z_l-i-)\ % (a,:E >CL17 2_17 LM, ,2
la’]3
xk+1 _ Ik 1

Figura 3.6: Método simétrico de Kaczmarz.

3.3 Meétodos ART por blocos

Os métodos iterativos por blocos foram desenvolvidos por Elfving
[21]. A ideia deste métodos consiste de projecoes simultaneas sobre um
conjunto de hiperplanos. Este tipo de métodos consiste em particionar
o sistema em bloco de equagoes e tratar cada bloco com o método
iterativo iterando ciclicamente.

Seja p o nimero dos blocos. Para t = 1,...,p sejam os blocos de
indices By C {1,2,...,m} um subconjunto ordenado da forma B; =
{i%,i5, ..., 1}, )}, m(t) é o nimero de elementos em B;. Assumamos
que cada elemento de {1,2,...,m} aparece em pelo menos um dos
conjuntos By, t =1,...,p.

Parat=1,...,p, seja A; o bloco da matriz A e b* o bloco do vetor

b
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it .
a bz’i

t
a2 bzé

-t
K3 .
a’'m ) an(t)

Dado 2% € R", o algoritmo tem a forma
2P = a2k Ny A My (0" — Aygya®), k=0,1,... (3.3.1)

em que {Ay(x) }x>0 580 parametros de relaxacao e {t(k)}r>0 ¢ a sequén-
cia de controle que indica qual bloco é tomado em cada iteracdo. As
matrizes {M;}]_, sdo simétricas e positivas definidas.

Consideremos A\y(x) = A¢, para t = 1,...,p. A convergéncia dos
métodos iterativos por blocos é garantida pelo seguinte teorema. A
prova do teorema pode ser encontrada em [10].

Teorema 3.3.1. Suponha que os parametros de relaxacao satisfazem
2—¢€

0<e< i < —iprn0n——
"= p(ATMAY)

para t=1,...,p

em que € > 0 € um nidmero fizo, arbitrdrio e muito pequeno e My sio
matrizes simétricas e positivas definidas. Se {t(k)}r>0 € uma sequén-
cia de controle ciclico entao qualquer sequéncia {xk}kzo gerada pelo
algoritmo 3.3.1 converge para uma solu¢do do sistema Ax = b. Adici-
onalmente, se x° € R(AT) entdo a solucdo converge para uma tnica
solugdo de Ax = b, que tem a menor norma euclideana.

Nos problemas de reconstrugao de imagens usamos matrizes da
forma
A= (2reH)"IC®C, (3.3.2)

em que C' = [¢;;] € R™™™ é uma matriz simétrica, banda e de Toe-
plitz. Para este tipo de matrizes os parametros de relaxagao podem ser
escolhidos iguais.

Proposigao 3.3.1. Seja A = C® C € R”QX”Q, cujo tamanho dos
blocos de A igual a n, ou seja,

At = [Ct,lc Ct}QC Ct}nC] s t= 1,...,71.
2—e _ ~
Se < e <N\ < S(ATanA, Para t =1,...,n, entdo os valores
At, t=1,...,n podem ser escolhidos todos iguais:

)\t:/\h t=1,...,n.
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Demostragao. Pela hipétese

(2-9)

D<e<h < — 2t
" p(ATMAY)

para t=1,2,...,n.

Note que
T TaArE a2 3 A AT N2
p(A; My Ay) = p(Ap M M Ay) = p(M7 Ag Ay M)
1 1
Para calcular o raio espectral da matriz M A; AT M;? | note que
Ctle
T Ct’QC
AtAt = [ct,lC Ct)gc s Ct,nC:I .
Ct7nC
= cilC’2 + ciQCQ St c,%,nC’2
- (C?,l + 0572 + e + C§’n)c2
=eea etz - cn]l3C?
= [Cerl3C2.

Portanto,
34 AT Af3 2 32073 22
p(M¢ A Ay M) = [|Ce|lzp(M7 C™M?) = p([|Ce||3C7My).
Agora

1
[Ceil3TCes
ICe:|3C%M; = [|Ce[3C°

S e

1
[Cenli3lCetll3
ICeull3 0
=C? : . : , para t=1,...,n.
0 ... 1
[Cenll3

1 1
Assim, o raio espectral da matriz M A;AT M;? é o mesmo para t =
1,2,...,n. Portanto, podemos considerar A\; = A\; parat=1,...,n. &

3.3.1 Meétodo Kaczmarz por blocos

Este método foi proposto por Elfving [21] e depois desenvolvido por
Eggermont, Hermann e Lent [18]. E também conhecido por método
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Kaczmarz por blocos. Para 2° € R™ o algoritmo é da forma

R0 — ok

1’k7t = xk’til + >\tAtTMt(bt - Atxk’til)v L= 17 2’ Ry

.’L’k+1 _ xk,p

em que A; é um conjunto de parametros de relaxacao e M; é um con-
junto de matrizes simétricas e positivas definidas. Em forma matricial
0 método é descrito como:

2F L = 2% 1 ATM (b — Ax®), (3.3.3)
Mp=(D+L)"

em que D é uma matriz diagonal por blocos e Luma matriz triangular
inferior em bloco definidos da seguinte forma:

0 0 0
T
L= |4 0 (3.3.5)
: . . 0
A AT o AAT 0
e
A TM! 0 0
_ 0 Atmyt 0
D= . : . . (3.3.6)
0 Ay Mt

3.3.2 Kaczmarz simétrico por blocos

Para 2% € R™ o algoritmo pode ser escrito na forma

R0 — ok
2Bt = gL L N AT M (B — A, t=1,...,p—1,p,p—1,...
S S |

em que z"! denota o tltimo passo, A\; é um conjunto de parametros
de relaxacao e M; é um conjunto de matrizes simétricas e positivas
definidas.

Consideremos AA™T como decomposta na soma de trés matrices

AAT =L+D+1L7
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em que L é uma matriz triangular inferior por blocos, D uma matriz
diagonal por blocos e LT uma matriz triangular superior por blocos.
Seja D = 2D — D em que D é dado por (3.3.6) e

Msp={D+L")'DD+1L)"". (3.3.7)

Entdo M gp é uma matriz simétrica e definida positiva.
Em forma matricial pode ser visto da forma

a* =% + AT M gp(b — Az). (3.3.8)

3.4 Método LSQR

O método LSQR, apresentado por Paige e Saunders [45], baseia-se
na bidiagonalizagao de Golub-Kahan.

3.4.1 Bidiagonalizacao de Golub-Kahan

A ideia é explorar o fato de que toda matriz A € R™*"™ pode ser
fatorada na forma A = UBVT em que as matrizes U € R7™*(+1)
e V e R™™ tém colunas ortonormais e a matriz B € R(tDxn ¢
bidiagonal inferior [25]. Da ortogonalidade da matriz V' ¢ imediato que

AV =UB e ATU=VB".

Para obter tal fatoracgao, aplica-se um processo iterativo que no k-ésimo
passo produz as matrizes

Ups1 = [u1,. .., upq1] € RTEFY
Vi = [vl,...,vk] S R™F ¢
o
B2 az
By = Bs . c ]R(kJrl)xk
Qg
Br+1
tais que
AV, = Ugy1 By (3.4.1)
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Pelo fato da matriz By, ser bidiagonal podemos considerar S1v9 = 0,
Qg+1Vk+1 = 0 e obtemos

ATUj = Bvj_1 + a;v; (3.4.2)
AUj = a;u; + Bjp1ui+, Jj=1,...,k
Comegando com um vetor u; € R™ com |Juill2 =1 e oy = ||Auq |2,

podemos gerar recursivamente os vetores
V1, U2,V2,...,Uk, Uk, Uk+1
e os elementos da matriz By,

Definicao 3.4.1. (Subespaco de Krylov) O subespago de Krylov de
ordem r gerado por A € R"*™ e b € R™ ¢é dado por

K..(A,b) = span{b, Ab, A%, ..., A""1b}.

Proposicao 3.4.1. Para uj e v; temos que u; € Kj(AAT uy) ev; €
K:(AAT,AT’U,l).

A demostracao da proposigio anterior pode ser encontrada em [6].

Se escolhermos como vetor inicial u; o vetor bel\z teremos pela

Proposigdo(3.4.1, que os vetores u; e v; para j = 1,2,... pertence-
rao aos espagos K;(AAT b) e K;(AT A, ATb), respectivamente. Além
disso

Biu; =b, vy = ATuy

e usando as equagoes(3.4.2) e (3.4.3), obtemos no passo k da bidiago-
nalizagao Ug41, Vi e By satisfazendo

51Uk+161 =b
AVk == Uk+1b

T T T
A" Upqr = Vi By, + 1Vk11€5 11

em que e denota o k-ésimo vetor candnico de dimensao apropriada.
O método LSQR produz uma sequéncia de solugbes aproximadas
{x*}r > 0, para o problema (2.1.3) com 2% € Ky(AT A, ATb). Para
tanto, note da Proposigao 3.4.1 que Ky (AT A, ATb) = span(V},) e assim
existe y* € R¥ tal que
Jik = kak.
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Agora consideremos o residuo 7¥ = b — Az*. Utilizando (3.4.1) e o
fato que B1u; = b temos
r* =b— AViyF
= Brug — Ugg1 Bry®
= B1Uks161 — Upy1 Bry®
= Upt1(Brer — Byy®)

em que e; é o primeiro vetor canénico de RFt1. Assim,
k k
1l = [[Brer — Bry”|l2
pois UkTHUkH = I41. Portanto,

2 = argmin  {||b— Az}
)

€KL (AT A,ATH

equivale a encontrar y* € R* tal que

yk = argmin||f1e1 — Bkkag. (3.4.4)

yERF

Para resolver o problema (3.4.4) usamos a decomposicio QR da
matriz By:

QB = Ry, = (%k> e RFFIXE o Qu(Brer) = <fk > c RFF!

Prt1

em que R, € R¥** § uma matriz bidiagonal superior. Na prética,
o problema (3.4.4) é resolvido eficientemente usando transformacoes
ortogonais de Givens; para detalhes, veja Paige e Saunders [45].

Um resultado importante para as solucoes ¥ é que enquanto a
sequéncia das normas da solucdo z* cresce monotamente com k, as
normas do residuo correspondente r* = b — Az* decrescem monotona-
mente com k, isto é,

[ P [ PO (e (PR Y
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Capitulo 4

Critério de Parada

Nesta secao introduzimos estratégias de escolha de um indice de
parada apropriado para os métodos de regularizagao iterativos apre-
sentados no capitulo anterior. A escolha de tal indice é crucial no uso
de métodos iterativos para problemas discretos mal postos pois se fi-
zermos muitas iteracoes estam tendem a incorporar ruido nos dados e
portanto a solugao nao é apropriada. Por outro lado, se realizarmos
poucas iteracoes perdemos informacao importante.

As primeiras estratégias, a saber, principio de Discrepancia (DP) e
regra de erro mondtono (ME), sdo casos particulares de uma regra geral
chamada de regra « — 8. Para os casos em que a estimativa do erro
nao é disponivel, apresentamos duas regras de parada para o método
LSQR chamada de produto minimo e NCP.

4.1 A regraa—p

Apresentamos um critério de parada dependente de dois parametros
a e . Desenvolvido por T. Elfving e T.Nikazad [20]. Neste trabalho
estudaremos o uso deste critério nos métodos de regularizagao do tipo
SIRT. Por simplicidade, o pardmetro A; serd considerado constante em
(3.1.1),1.e., A = A e d = el

Proposicao 4.1.1. Seja {x},} dado por (3.1.1), em que T = I,, e r* =
M%(b—Axk). Sejam Q = M2 AATM?=, W = I—Q(f‘ifa)Q, em que o e
B sdo mimeros reais. Se ey = ||Toxato — |2 € t1 = 2A(1—a){(rF, WrF),

entao
1
ei_H zei — AMda,p —27’k(5||M2||27"k) —t (4.1.1)
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para algum T, |16 < 1, em que
dop = (r*, 2a+ B —1)rk + (1 — g)r*h).
Demostragao. O erro em cada iteracao é da forma
6%4’1 = [|Texato — karl”%
= ||xexato - (Ek - )‘ATM(b - A(Ek)Hg
= €2 — 2\ (Texaro — ¥, ATM (b — AzF))
+ N|ATM (b — AzF) 3.
Usando as definigoes de 4, e Q temos A\2|| AT M (b—Az*)||2 = \2(r*, QrF).
Além disso, temos
2M L oxato — o, AT M (b — Azk))
= INM 2 beyaro — M2 AxF rF)
= MM 2boyaro — MY 20+ (M 20 — M2 Azk), 1)
= 2\ (bexato — b, MY/ 2rRY 4 2X(rF 1K),
Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

(bexato — b, MY/21F) = —Tk(5||M21/27“k||2, para algum Ty, —1 < 7, < 1.

Portanto,
A
hor =i - 20 (113 - mlar o - 504,004 )

Escrevendo
I17%115 = allr* (15 + (1 — ) [Ir*|3

—(rk QrFy = —B(r*, QrF) + (B — 1) — (¥, QrY)
obtemos
e — etp1 = A2al|[r"[13 — M1 = B)(r*, Qr¥) — 27, 8| MY 2r¥||5) + ¢
(4.1.2)

Notamos que
Rl =k _\Qrk.

entao

AL Q) = () (413
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Substituindo (4.1.3) em (4.1.2) obtemos
€1 < €f = A(dap = 7O ME 2" l2) — 1

emque7:2m§x|rk|. [ |

Segundo (4.1.1) o erro decresce se t; > 0 e dg.g — 70| M2 ||| >
0. Como consequéncia obtemos a seguinte regra que escolhe o primeiro
indice para o qual

d
regra — o, f: ol < 70| M3, (4.1.4)
17|z

A seguir, apresentamos as condigbes para a regra «— 3 ser bem definida.

Proposicao 4.1.2. Sejam o, € (0,1). Temos que :

(a) Se A< A = 2(;;2@7 entao t1 > 0.
1

(b) Se A< A

- [3) g, entdo dog > 0

Demostragao.

(a) Note que

t1 =2X1—a)(r*, (I — m@)r’“)

=2\(1-a) (||rk||§ - Z(f_ﬁa)@’“, Qrk>>. (4.1.5)

Pela hipotese a < 1, entao 1 — a > 0. Calculemos
<’I“k,Q’/‘k> — <’/‘k,M1/2AATM1/2>
= (AT MYk AT M1/
= | AT M2 3
< [|ATM2|5]1rR )3
= | M2 AI3]Ir* )3

Por (3.1.4) temos que

(r*, QrFy < of|Ir¥)3. (4.1.6)
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Pela desigualdade (4.1.6) em (4.1.5) obtemos

A
t1 > 2M(1 — ) (1 - 2(1_ﬂa)0%> 1715

e pela hipétese A < A\ = %, entdo t; > 0.
1

(b) Note que
dop = (r*, (2a + = )r* + (1 - g)r**)
= 20+ B = DIr*)3 = (8 - DF, ),
Como r¥+1 =k — \Qr*, entdo
da,g = 20|73 = A1 = B)(r*, @r").

Logo por (4.1.6) e pela hip6tese A < (172# obtemos
1

da,[g > 0.

4.1.1 O principio de discrepancia (DP)

O método mais utilizado baseado na estimativa da norma do erro
é o principio de discrepancia, atribuido a Morozov [43]. A ideia deste
método é escolher o valor de k tal que

b — Az = .

O critério de discrepancia pode ser deducido da regra o — 3. Se
a =05, 8 =1, entdo dps,1 = 7|3 = dpp. O indice de parada
k = ko.5,1 = kpp ¢ o primeiro indice para o qual obtemos

75|z < 76| M2 . (4.1.7)

em que 0 < 7 < 2. Note que para A < A\ = % entao pela proposicao
1

4.1.2 o erro e decresce para k=1,...,kpp.
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Para o caso dos método SIRT com T = I,,, o residuo é decrescente.
De fato,

Ir*]l2 = M3 (b — Az¥)]|
= | M2 (b— A"+ AATM (b — Az" 1))
= [Pkt = AMEATME R
= (I = AMZATM2)r* 1,
< 17— AM = AT M| 7"

< o

Entéo resolver (4.1.7) equivale a encontrar a intersecgéo entre a curva
da norma do residuo e a reta horizontal z = 76| M2 || como se observa
na Figura 4.1. A grande dificuldade deste método é que precisamos
de uma estimativa para a norma do erro. Caso essa estimativa seja
muito grande, podemos encontrar um valor de k& muito grande causando
inconvenientes ja discutidos. O mesmo acontece com uma estimativa
menor o que podendp ser mais indesejavel pelo fato dos erros serem
dominantes na construgao da solugao.

100

80r

60

40t

20

Figura 4.1: Interpretagao geométrica do critério de discrepancia para o
método de Cimmino no problema Lena.

4.1.2 A regra do erro monétono (ME)

O critério foi desenvolvido independentemente por Alifanov, Art-
jukhin e Rumjancev e Hiamarik e Tautenhahn [27]. O critério procura
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pelo primeiro indice k* para o qual

ka71 - xexat0||2 < ka - xexato||2-

Para determinar tal indice note que

2" — Texatoll2 — [|2" 7" = Texatoll2

<xk + 27 = 22 eratos MATM (b - Axk)>

)\<M%A(xk + okt - 2T exato)s M%(b — Agck)>
A2M2 (b — AZexato) — (rF 4 rF71), rF)

= A2M % (b — bexaro) — (rF +7F71), %)

k k—1 .k
< Anr’“nz{zanM%nz - <+|,€|>}
™2

Portanto, devemos escolhemos o primeiro indice para o qual

<’rk + 7nlcfl, rk>

< 20(| M3 5.
B

Este critério também é deduzido da regra a — 8 com o = 1, § = 0.
Nesse caso, di o = dyr = (r¥, 7% + r**1). O indice de parada k =
ko.5,1 = kaE € o primeiro indice para o qual

d
TE < 74| M|
%]

em que 0 < 7 < 2. Note que para A < Ay = U%, pela Proposicao 4.1.2,
dap > 0. Além disso, t; = 2A(1 — a){r¥, Wr*) = 0. Logo, o erro ey
decresce para k =1,...,kyE.

No critério de parada o — 8 foi introduzido o parametro 7. O uso
deste parametro é muito importante para a construcao de um critério
de parada que obtenha uma solugao préxima da solucdo exata. Atra-
vés de resultados numéricos obtidos no artigo [20] foi observado que a
qualidade das solugoés obtidas pelos métodos tipo SIRT para M # I,
foram bastante sensiveis & escolha de 7. Assim, apresentamos um pro-
cedimento de escolha de 7 para garantir uma regra de parada robusta.

4.1.3 Training Stopping Rules

Para elaborar regras de paradas eficazes usaremos um aspecto da te-
oria chamada treinamento. O treinamento é baseado no conhecimento
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do indice para o qual o erro é minimo em exemplos com diferentes niveis
de ruido. Apresentamos a regra com mais detalhes. De (4.1.1) temos
que
2 _ 2
6k - ek+1 2 Pk

em que Py = A(dyp — 76| M2 ||o]|7*||2). A quantidade Py atua como
um preditor de ei — ei +1- Enquanto Py > 0 a iteragao deve continuar
até encontrar o primeiro indice para o qual

P,_1>0 e P,<0.

Portanto, obtemos o seguinte intervalo

de.p(k
Rk _ (%ﬁ( )

= —F <7<
S| M= |27k |2

dop(k—1
< doslhZl__p (11
S el

que é o intervalo de aceitagao para 7.
O processo de treinamento pode ser descrito da seguinte maneira:

(a) Escolha a solugdo teste Zexato-
(b) Gere o vetor bexato = AZoxato-

(c) Gere um vetor de ruidos para s valores: b' = bexato + 0b%, i =
1,2,...,s

(d) Para cada exemplo b, i = 1,2,...,s calcule {*(b")} e encontre
o indice
tal que o erro relativo

_ ”‘Tk(bl) - xexatoHQ

Eyiy =

| Zexatol|2
seja minimo.
(e) Utilize (4.1.8) para encontrar o intervalo correspondente para 7
T:T =7 € [Ri_ (i), Ri.(i-1))-
Faca 7; = (R, (i) + Ri.(i—1))/2 e defina 7 = 1/s 30 | 7.

(f) Utilize 7 = 7 no critério de parada.

53



4.2 NCP (Normalized Cumulative Perio-
dogram)

Os critérios ja apresentados baseiam-se na decomposicao SVD da
matriz A e a quantidade de erro relativo nos dados. N&o obstante,
para problemas de grande porte, resulta dificil o cdlculo da SVD. Além
disso, nem sempre é possivel conhecer a quantidade do ruido. Isso mo-
tivou o estudo de um novo critério baseado em argumentos estatisticos
chamada de NCP.

O NCP foi introduzido por Rust [49]. A ideia é usar a transformada
discreta de fourier do residuo e calcular o indice de parada que faz com
que o residuo se assemelhe a um ruido branco.

Seja 7#* a transformada discreta de Fourier (DFT) do vetor r*

= dft(rt) = ()1, (PF)a, -, (7)) T € C™

A transformada é calculada pelo algoritmo conhecido como a FFT
(Transformada Répida de Fourier) que permite avaliar a DFT com
menos esforco computacional. O espectro de poténcia de r¥ é definido
como o vetor real

pr = (NP, [ )gn )T, g = [m/2]

em que ¢ o maijor inteiro tal que ¢ < m/2. Os elementos do espectro de
poténcia pF € R4t representam a poténcia no sinal em cada compo-
nente da base espectral, a primeira componente de p* representa o sinal
constante e a tltima componente de p* respresenta a maior frequéncia.
Definimos o NCP para o residuo ¥ como o vetor ¢(r¥) € RY cujos
elementos envolvem as sumas cumulativas do espectro de poténcia:

)2+ ...+ ()i
(PF)2 4.+ (PF)gr1’

c(rk); = i=1,...,q.

Note que c(rk)q =1, ¢ a primeira componente de p* néo é conside-
rada no NCP.

Se o residuo 7* consiste s6 de ruido branco, entdo por definicio , o
espectro de poténcia é constante, ou seja, ((p¥)2) = e((p¥)3) = ... =
e((p*)g+1), em que e denota valor esperado. Portanto, os pontos da
curva NCP (i,(c(r*);)) permanecem na linha reta do ponto (0,0) até
(¢,1). Porém, em geral o ruido nem sempre tem espectro constante e
assim, o critério NCP considera o ruido que esteja proximo da linha
reta. Em termos estatisticos, a curva do NCP deve permanecer nos
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limites de Kolgomorov-Smirnoff:+1.35¢1/2 da linha reta, como obser-
vamos na Figura 4.2.

Na prética, é muito complicado alcangar os limites de Kolmogorov-
Smirnoff. Assim, escolhemos o parametro de regularizagao para o qual
o residuo representa o melhor ruido branco, no sentido que a curva
NCP fique préximo da linha reta.

Assim, o método NCP escolhe o k., = kycp como o minimizador
da sequéncia definida por

d(k> = HC(Tk) - cbranco”Z

€m que€ Cpranco = (1/Qa 2/Qa ceey 1)T

08
06 S
oA
04 BVl
B
.

.
0.2 .’ O
.

Figura 4.2: Otima c(r*) para o problema gravity n = 256 com erro
relativo ||g||2/]|bexatol|2 = 5%. As linhas pontilhadas sdo os limites de
Kolmogorov-Smirnoff +1.35¢~1/2 ~ 40.12.

4.3 Critério de produto minimo

A ideia deste critério é que o numero de iteracoes faga o papel do
parametro de regularizacao, como no caso dos métodos de regularizacao
de tipo Landweber, GMRES (Generalized Minimal Residual), MINRES
(Minimum Residual), etc.

Enquanto as propriedades de regularizagao destes métodos sao rela-
tivamente bem definidas, resulta menos evidente determinar o ntimero
adequado de iteracoes sem conhecimento a priori da norma do ruido.

Lembremos que o método LSQR constroi uma sequéncia de apro-
ximagoes de (2.1.3) minimizando a norma residual no subespago de
Krylov Ki (AT A, ATb). Isto é,

o = argmin  ||Az — b||2
€K, (AT A,ATD)
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que pode ser escrito como

a¥ =Viy¥, " = argmin||Bry — Biei)2,
yERF

em que By e Vj, sao descritos no capitulo anterior.
O novo critério de parada introduzido por Bazén [5] escolhe o menor
indice k tal que

k= arggin{wk}, oF = b — Az" 2]z, (4.3.1)

em que z¥ resultam do método LQSR na iteracdo k. Este critério pode

ser considerado uma versao discreta da regra de Reginiska [47] para
a regularizagao de Tikhonov que busca o minimo da funcdo continua
P(A) = llzall2llb — Az |2

Para uma melhor compreensao do critério vamos analisd-lo em re-
lacao ao método TSVD. Assim, consideramos a k-ésima solugao via

TSVD
k

k ub
TTSVD = Z 5. i

i=1 '

Assumimos que beyato satisfaz a condigao de Picard e assim existe um
k* tal que

lul'b| = |ul boxato + ul €| ~ |u] €|, para i > k*. (4.3.2)

Observe que uma estimativa para o erro pode ser escrita da forma

e = Zexatollz < [ Afbexato = Texatollz + | ALe]l2
= El(k) + EQ(k)a

n 1/2 & 1/2
_ |uf bexatol _ [uf el
em que Ey(k) = Y, e e By(k) = > "5 .
i=k+1 g i=1 °

A primeira parcela, chamada erro de regularizacao, decresce com k
e pode ser muito pequena para k muito grande. A segunda parcela, que
corresponde ao erro do ruido, cresce com k e pode ser muito grande se
o; ~ 0. Por conseguinte, a escolha do k requer um balanco entre estas
duas quantidades a fim de fazer o erro global pequeno. Uma andlise
mais detalhada dos dois tipos do erro mostra que, para k > k*, o
erro F5(k) aumenta consideravelmente enquanto E;(k) permanece sob
controle devido a condigao discreta de Picard e assim, o erro total nao
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deve ser minimizado para k > k*. Ao contrario, para k < k*, o erro
E; (k) aumenta regularmente com k, enquanto Fs(k) permanece sob
controle, devido a que os valores singulares o; dominam os coeficientes
|ute|. Novamente o erro total nao é minimizado. Portanto, o erro total
deve ser minimizado para k = k*. Na Figura 4.3 se pode apreciar o
comportamento dos erros e da soma.

Figura 4.3: Comportamento de Fy(k), Ea2(k) e da soma E; (k) + Eq(k)
para o problema gravity n = 32 com erro relativo nos dados igual a
0.5%.

Entretanto, nem sempre E;(k) nem Es(k) sdo conhecidos e k* deve
ser estimado por outra abordagem. Desta forma, a proposta é minimi-
zar o produto

Pisyp = s ll2lzhsypllz, k> 1,

em que

J=k+1

Observe de (4.3.2) que, se k > k*, a norma do residuo decresce de
forma linear, enquanto a norma da solugao cresce drasticamente porque
0 ~ o) < |ule|. Portanto, 1%, ndo pode ser minimizada com k > k*.
De outro lado, se k < k*, a norma do residuo é relativamente grande
pois os coeficientes \u£b| sao grandes, enquanto a solucao da norma
incrementa gradualmente com k. Assim, 1, ndo pode ser minimizada
com k < k*. Daf a sequéncia Xgy, deve ser minimizado em k = k*.

A motivacao para usar (4.3.1) como regra de parada para LSQR é
baseada em duas observagoes:
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(a) A norma do residuo e a norma da solucdo LSQR tém o mesmo
comportamento como no caso da TSVD. Ou seja, enquanto ||b —
Ax*||5 decresce com k a norma da solugdo ||z |2 cresce.

(b) E bem conhecida que a iteracdo z* obtida pelo método LSQR cap-
tura praticamente a mesma informagao que a solugao da TSVD
k
LTSVD-
Baseada nas observagoes acima, a sequéncia fsqr = [|2%[l2[r* |2 tem

um comportamento semelhante a sequéncia w"’f“SVD na vizinhanca de
k*; como pode ser visto na Figura 4.4.

——igyp
Lk
== V1sor 5

Figura 4.4: Comportamento da fungao ¢, associado ao TSVD e LSQR
para o problema gravity n = 32 e o erro relativo do ruido igual a 0.5%.

Um aspecto importante da regra do produto minimo é que o pro-
cesso para em exatamente k + 1 iteracoes. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [5].

o8



Capitulo 5

Resultados Numéricos

Neste capitulo ilustramos nosso estudo aplicando os métodos de
regularizacao iterativos tipo SIRT, ART, ART por blocos e o método
LSQR em diversos problemas testes do pacote Regularization Tools, de
Hansen [32], e a problemas de restauragao de imagens.

5.1 Equacgoes integrais

Para avaliar os métodos escolhemos os problemas testes gravity, phil-
lips, deriv2. Os problemas escolhidos provém da discretizagao de equa-
¢Oes integrais de primeira espécie descritas em (2.1.1). Uma descri¢ao
sucinta de cada um dos problemas usados é como segue.

Gravity

A modelagem de um problema gravitacional unidimensional resulta
numa equagao integral de primeira espécie com nucleo K

[S[)

K(z,y) = d(d® + (z —y)*)~
e solucao f dada por
1
f(y) =sen(my) + 5 + sen(2my).
A constante d representa a profundidade do centro de gravidade. O

intervalo de integracdo para t é fixado como [0,1], enquanto que o
intervalo de integragao para s é [a, b]. O intervalo usual para s é também
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[0, 1], conduzindo para uma matriz simétrica de Toeplitz. O pardmetro
d considerado padrao é igual a 0.25.

A equagao é discretizada por meio da regra do ponto médio com n
pontos e produz como resultado uma matriz A e um vetor z. Portanto,
o lado direito é calculado como b = Az. A Figura 5.1 apresenta a
solugao exata do problema

0.8-

0.6

0.4r

0.2r

Figura 5.1: Solugao exata Gravity.

Phillips

O problema é derivado de uma equagdo de Fredholm de primeira
espécie e estudada por Phillips [46] e obtido mediante o uso do método
de Galerkin. Como no problema anterior, a discretizagao produz um
sistema de equacoes lineares Ax = b, com A € R™*" x € R" e b € R™.

Dada a funcao

_ J1+cos(%E), |z|<3

o nucleo K, as funcgoes f e g sdo

T 9 7|x|

g(z) = (6 o)1 + 5 cos("0)) + o -sem( ")

o intervalo de integracao ¢ [—6, 6].
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A Figura 5.2 apresenta a solugdo exata do problema phillips.

0.8-

0.6

0.4r

0.2r

Figura 5.2: Solugao exata Phillips.

Deriv2

O problema teste deriv2 é um problema mal posto severo, isto é, os
valores singulares decrescem lentamente para zero. Como no problema
phillips, a discretizagdo também é feita com o método de Galerkin. O
nicleo é a fungdo de Green para a segunda derivada

K(z,y) = {58_3 i;z (5.1.1)

em que o intervalo de integragio é [0,1] e as fungdes f e g podem ser
escolhidas da seguinte forma

Caso 1 g(x):ﬁT_wef(y):y

Caso 2 g(z)=e"+(1—e)z—1e f(y) =e¥

Caso 3
42°%—3x
2L —OF <05
9(z) = {—4x3+1§%2—9$+1’ x>05 (5:12)
. Y, y <0.5
fly) = {1_% y> 05 (5.1.3)
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A Figura 5.3 apresenta a solugdo exata do problema deriv2 para o caso
2.

0.5

Figura 5.3: Solugao exata Deriv2 para o caso 2.

5.1.1 Apresentagao de resultados e discussao

Nos testes consideramos 2° = 0 e o lado direito b = bexato + €, €m
que € é um vetor de perturbacoes que contém niimeros com distribui¢ao
Gaussiana de média zero e desvio padrao um, gerados pela rotina randn
do MATLAB. Para controlar a intensidade do vetor de perturbagoes o
vetor b é definido por

b = bexato + ||Dexatol|20-01N L(e/||e]l2) (5.1.4)

em que NL é chamado de nivel de ruido. Por exemplo, NL = 1 re-
sulta em 1% de erro relativo no vetor de dados. Todos os testes foram
realizados com 5% de nivel de ruido e o tamanho da matriz A igual
a 512. Cada problema foi executado 20 vezes para que possamos ob-
ter médias das quantidades. O erro 6timo foi executado uma vez para
cada método iterativo. Para encontrar o valor de 7 foi usada a rotina
trainDPME do pacote AIR-tools [33].
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Simbolo Descrigao

E Meédia dos erros relativos encontrados.
E,; Erro 6timo

FEoin Erro relativo minimo.

FEraz Erro relativo maximo.

FEiaq Desvio padrao dos erros relativos encontrados.
FEo Erro 6timo

kmin Minimo nimero de iteracoes.

kmaz Maximo numero de iteragoes.
t Média dos tempos de execucao (segundos).

Tabela 5.1: Legenda para os dados colhidos nos testes numéricos reali-
zados.

LW CIM CAV  DROP SART KA KAS

A 0.0240 1.6790 1.6790 1.6790 1 0.25 0.25
T 0.9959 0.7580 0.7578 0.7562 0.7978 1.0274 1.0443
kmin 50 31 35 28 40 7 74
kmax 200 200 200 200 200 T 165
Emin  0.0291  0.0227 0.0270 0.0275 0.0169 0.0258 0.0314
Emae 0.0744  0.0839 0.0803 0.0927 0.0755 0.3741 0.1348
Esq 0.0100 0.0143 0.0136 0.0141 0.0152 0.0612 0.0222
E 0.0508 0.0531 0.0533 0.0507 0.0431 0.0659 0.0813
Eot 0.0358 0.0440 0.0431 0.0480 0.0499 0.0309 0.0480
t 0.1412 0.0718 0.0691 0.0297 0.0287 0.1164 2.0989

Tabela 5.2: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando
o critério de discrepancia para o problema Gravity apds 20 iteragoes e
5% de erro relativo.

As Tabelas 5.2-5.5 mostram os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema gravity. Para simplificar a apre-
sentacao, os métodos de Landweber, Cimmino, Kaczmarz, Kaczmarz
Simétrico, Kaczmarz por blocos e Kaczmarz simétrico por blocos sao
denotados por LW, CIM, KA, KAS, KAB, e KABS respectivamente.
Para os métodos tipo SIRT, usando os critérios de parada discrepancia,
regra de erro mono6tono e NCP obtemos erros médios em torno de 5%.
Para os métodos ART com os critérios de discrepancia e NCP, obtemos
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erros médios em torno de 8%. Os indices de parada obtidos sdo maiores
do que 90, com excecao dos métodos LSQR e Kaczmarz, tanto para o
critério de discrepancia e NCP. O tempo médio mais alto corresponde
ao critério NCP, devido a quantidade de operagoes realizadas durante a
execucgao. Por ultimo o menor tempo utilizado corresponde ao método
SART com a regra do erro monétono.

Portanto, obtemos solugdo mais precisa usando o método SART da
familia STRT com o critério de discrepancia. Note que o erro 6timo fica
entre o erro médio minimo e méaximo.

LSQR

Emin 6

k’rna:]; 6
Emin  0.0206
Ema: 0.1441
Esqa  0.0266
E 0.0624
E,,  0.0659
T 0.0572

Tabela 5.3: Resultados obtidos para o método LSQR usando o critério
de produto minimo para o problema Gravity apés 50 iteracoes com 5 %
de ruido nos dados.

LW CIM CAV  DROP SART

A 0.0240 1.6790 1.6790 1.6790 1
T 1.9900 1.5106 1.5130 1.5107 1.5919
kmin 49 32 35 33 33
kmax 200 200 200 200 200
Emin  0.0312  0.0239 0.0250 0.0267 0.0178
Ermae 0.0750 0.0877 0.0758 0.0830 0.0906
Fsq  0.0110 0.0145 0.0136 0.0138 0.0154
E 0.0513 0.0503 0.0517 0.0505 0.0483
Eot 0.0358 0.0440 0.0431 0.0480 0.0499
© 0.1832 0.0797 0.1686 0.0369  0.0240

Tabela 5.4: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o critério
de regra de erro mondtono para o problema Gravity apds 20 iteracoes e
5% de erro relativo.

Nas Tabelas 5.6-5.9 mostramos os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema phillips. Para os métodos SIRT
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LW CIM CAV  DROP SART KA KAS

A 0.0240 1.6790 1.6790 1.6790 1 0.25 0.25
Kmin 22 23 20 22 25 7 78
kmaz 200 200 200 200 200 200 200

Emin  0.0359 0.0317 0.0288 0.0286 0.0224 0.0171 0.0340
Fmaz 0.0984 0.0914 0.1005 0.0912 0.0903 0.2000 0.1799
Esq 0.0165 0.0150 0.0163 0.0161 0.0173 0.0426  0.0349
E 0.0598 0.0594 0.0638 0.0588 0.0538 0.0746 0.0882
Eo 0.0358 0.0440 0.0431 0.0480 0.0499 0.0309 0.0480
t 0.4136 0.3026 0.2963 0.2661 0.2581 0.4045 3.4517

Tabela 5.5: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando o
NCP para o problema Gravity apés 20 iteragoes e 5% de erro relativo.

usando os trés critérios de parada obtemos erros médios em torno de
3% a 5%. Para os métodos tipo ART usando o principio de discrepéancia
e NCP obtemos um erro maior do que 6%. Finalmente, para o método
LSQR o erro médio foi de 7%. Os indices de paradas obtidos sao maiores
do que 70, com excecao do método LSQR e Kaczmarz tanto para o
critério de discrepancia e NCP. Além disso, se observa que o método
Kaczmarz simétrico leva mais tempo de execugao. Novamente, o tempo
médio mais alto corresponde ao critério NCP. Por ultimo, o menor
tempo corresponde ao método SART com o principio de discrepancia.

Portanto, as melhores solucoes corresponde ao método Landweber
usando o critério de discrepancia e a regra do erro monétono.

LW CIM CAV  DROP SART KA KAS

A 0.0297 3.1636 1.4406 1.4352 1 0.25 0.25

T 0.9934 0.7324 0.6274 0.7346 0.7444 1.0230 1.0047
Kmin 29 26 38 33 27 8 42
kmaz 200 200 200 200 200 23 200

Enin  0.0181 0.0224 0.0256 0.0279 0.0276 0.0437 0.0237
Emaz  0.0600 0.0748 0.0601 0.0822 0.0814 0.1127 0.2031
FEsq  0.0086 0.0101 0.0080 0.0125 0.0132 0.0131  0.0329
E 0.0343 0.0385 0.0388 0.0447 0.0440 0.0656 0.0653
Eot 0.0279 0.0326  0.0407 0.0325 0.0354 0.0642 0.0560
t 0.1387 0.1728 0.1736 0.0262 0.0149 0.0890 1.6432

Tabela 5.6: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando o
critério de discrepancia para o problema Phillips com 5% de ruido nos
dados.
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LSQR

Emin 6

kmaz 7
Emin  0.0290
Erae 0.2844
Esq 0.0405
E 0.0678
E,  0.1139
t 0.0655

Tabela 5.7: Resultados obtidos para o métodos LSQR usando o critério
produto minimo para o problema Phillips com 5 % de ruido nos dados.

LW CIM CAV  DROP SART

A 0.0297 3.1636 1.4406 1.4352 1

T 1.9860 1.4681 1.2593 1.4718 1.4837
kmin 33 36 29 33 39
kmas 200 200 200 200 200
Enin  0.0167 0.0228 0.0238 0.0278  0.0249
Emaz 0.0703  0.0633 0.0712 0.0740  0.0655
Esq  0.0090 0.0088 0.0122 0.0118  0.0096

E 0.0343 0.0365 0.0421 0.0434 0.0410
Eot 0.0279 0.0326  0.0407 0.0325 0.0354

€ 0.0924 0.0818 0.0803 0.0283 0.0241

Tabela 5.8: Resultados obtidos para o método SIRT usando o critério
da regra de erro mondtono para o problema Phillips com 5% de ruido
nos dados.

LW CIM CAV  DROP SART KA KAS

A 0.0240 3.1636  1.4406 1.4352 1 0.25 0.25
Kmin 14 14 15 17 20 8 35
kmaz 200 200 200 200 200 200 200

Enmin  0.0257 0.0200 0.0300 0.0241 0.0273 0.0441 0.0361
FEaz 0.0886 0.0895 0.0986 0.0962 0.0894 0.1825 0.1524
Egq  0.0181  0.0181  0.0154 0.0160 0.0147 0.0357 0.0268
E 0.0523 0.0594 0.0519 0.0513 0.0498 0.0842 0.0651
Eot 0.0279 0.0326 0.0407 0.0325 0.0354 0.0642 0.0485
t 0.2096 0.2302 0.2300 0.2065 0.1932 0.4708 2.0254

Tabela 5.9: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando
NCP para o problema Phillips com 5% de ruifdo nos dados.
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As Tabelas 5.10-5.13 mostram os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema Deriv2. Note que, segundo o re-
sultado das tabelas, os erros relativos sao muito altos. Porém podemos
dizer que neste caso os métodos iterativos nao resultam tteis para o
problema Deriv2.

LW CIM CAV  DROP SART KA KAS

A 97.4097 1.1662 1.1662 1.1662 1 0.25 0.25
T 0.9965 0.0569 0.0730 0.0637 0.1256 20.4036 15.3607

kmin 236 1 1 1 9 0 1

kmaz 400 400 400 400 400 0 400
Enmin 03064 03323 0.4904 0.3632 0.0513 1 0.8458
Emaz  0.3622  3.8989 4.0035 3.0622  1.3409 1 63.9080
Fia 0.0107  0.8890 0.9417 0.7802 0.4058 0 12.0433
E 0.3251  1.2559 1.2264 1.1095 0.4251 1 5.3568
Eot 0.1139  0.3544 0.2555 0.1238  0.0547 0.9967 0.9970

|

0.2132  0.1191 0.0940 0.0437 0.0260 5.7682e-04  0.7860

Tabela 5.10: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando
o critério de discrepancia para o problema Deriv2 com 5% de ruido nos
dados.

LSQR
4
max 5
0.2569
0.3285
0.0175
0.2882
0.2718
0.0626

o
g
3

ol

]
T
] 3

%
o+
IS

w\gj tij‘

Tabela 5.11: Resultados obtidos para o método LSQR usando o critério
de produto minimo para o problema Deriv2 apds 50 iteragoes com 5 %
de ruido nos dados.
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LW CIM CAV  DROP SART

A 97.4097 1.1662 1.1662 1.1662 1
T 1.9902  0.1405 0.1338 0.1186  0.2577
Kmin 305 0 0 1 8
kmaz 400 400 400 400 400
Emin 03020 0.3602 0.0993 0.4280 0.0526
Emae 03543 3.2012  3.1293  3.9938  1.3939
Esta 0.0096  0.8059 0.7708 0.9824 0.4076
E 0.3241  1.2818 1.1361 1.4145 0.3943
Eo 0.1139  0.3544 0.2555 0.1238 0.0547
t 0.2271  0.0853 0.0867 0.0509 0.0248

Tabela 5.12: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio da regra de erro mondétono para o problema Deriv2 com 5% de ruido
nos dados.

LW CIM CAV  DROP SART KA KAS
A 97.4097 1.1662 1.1662 1.1662 1 0.25 0.25
Kmin 111 10 9 10 20 1 1
kmaz 400 400 400 400 400 257 400

Enmin 03002  0.1379 0.1081 0.1710 0.0359  0.6086 0.8908
Emaz  0.3891 24519  2.1902 2.2754 1.9448 19.2315 56.1364
Fita 0.0187  0.5570 0.5668 0.5688 0.4014  2.6818  13.0041
E 0.3333  0.5508 0.5811 0.6309 0.3230 2.5321  18.1353
Eot 0.1139  0.3544 0.2555 0.1238 0.0547  2.1166 0.9970
t 0.8788  0.2685 0.3769 0.2767 0.3974  0.2008 4.4671

Tabela 5.13: Resultados obtidos para os métodos SIRT e ART usando
NCP para o problema Deriv2 com 5% de ruido nos dados.

5.2 Reconstrugao de Imagens

Nesta secao apresentaremos problemas em que a solucao desejada é
uma imagem. Na pratica, imagens digitais sdo obtidas através de algum
dispositivo eletronico tais como cameras e sensores, e sao compostas de
elementos chamados pixels. Em uma imagem em niveis de cinza, cada
pixel assume um valor entre 0 e 255, que determina a intensidade de
cinza apresentada naquele pixel.

Consideremos um problema discreto mal posto proveniente da dis-
cretizacao de uma equagao integral de primeira espécie em duas dimen-
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soes dada por

1 1
/ / K(s,t;x,y)f(z,y)dzdy = g(s,t), 0<s,t<1. (5.2.1)
o Jo

A funcdo K é chamada de point spread function (PSF), f é uma ima-
gem continua (a imagem exata), e g é a imagem embacada (blurred
image) continua. A determinacdo de estimativas de f a partir de uma
imagem embacada e contaminada por ruidos g = g + e, é conhecida
como o problema de deblurring, que aqui chamamos como o problema
de reconstrugao.
O problema 5.2.1 é discretizado e obtemos um sistema de equagoes
lineares
Ax =b. (5.2.2)

Quando a PSF é do tipo K(s,t;z,y) = Ki(s,x)K2(t,y)( conhecido
como o caso em que a PSF é separdvel), a matriz A do problema dis-
cretizado torna-se

A=A ® A, (5.2.3)

Em alguns casos, a PSF pode ser obtida explicitamente por uma
expressao matematica. Por exemplo, os elementos da PSF, p;;, para o
out-of-focus blur(imagem fora de foco) sao definidos por

%, se(i— k)2 + (=12 < r2
pm:{% =R+ (-1 < (5.2.4)

, caso contrario

em que (k,l) é o centro da PSF e r o raio do embagamento. A PSF
para um embagamento causado por turbuléncia atmosférica pode ser
descrita como uma fungao Gaussiana bidimensional e os elementos da
PSF sao dados por

1[i—k]" 2 p? -k
pij = exp <_2 |:]—l:| |:p2 S% j—1 ) (525)

em que os parametros si, S; e p determinan a largura e a orientagao
da PSF, que é centrada no elemento (k,[). Diferentes PSFs produzem
diferentes matrizes e efeitos na imagem original. A PSF usada pela
rotina é descrita pela funcdo Gaussiana

1 ey
h(z,y) = 5 (5.2.6)

a2 ”
em que o parametros o controla a largura da PSF e, entdo, o nivel de
suavidade. A matriz A € RV *N° & simétrica e Toeplitz e pode ser
escrita como

A= (2m0*)"'R® R, (5.2.7)
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em que R € RVXN

primeira linha é

é uma matriz simétrica, banda e de Toeplitz, cuja

_ (band—1)

z:[l e ETe BTe 3T . e 347 O...O] (5.2.8)

em que o parametro band é a metade da largura de banda da matriz
R.

A seguir apresentamos os resultados obtidos pelos métodos estuda-
dos no capitulo 3 para os problemas de reconstrucao de imagens.

Para estes problemas torna-se invidvel o uso dos métodos ART de-
vido ao tamanho das matrizes envolvidas. Portanto usamos os métodos
ART por blocos também descritos no capitulo 3.

Os métodos foram avaliados com ruido nos dados de 5% e foram
realizadas 20 rodadas para cada método. Para o cédlculo do 7 usamos
a rotina trainDPME.

Imagem Lena

Neste problema usamos a imagem Lena 171 x 171. Nosso objetivo
é recuperar aproximagoes da imagem original representada por Texato,
a partir de uma imagem embagada, como mostrado na Figura 5.4 (di-
reita). A matriz A € RY PN 6 um produto de Kronecker de matrizes
de ordem N x N, como descrito em (5.2.7).

Figura 5.4: Imagem Lena exata (esquerda) e degrada pelo blur mais
ruido (direita).

As Tabelas 5.14 - 5.19 mostram os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema Lena. Para os métodos SIRT os
erros médios ficaram em torno de 6% a 8%, mantendo desvios padrao
bastante pequenos o que significa que o erro ficou proximo da média na
maior parte das execugoes. Para os métodos ART por blocos os erros
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médios ficaram em torno de 9% a 10%. Finalmente, para o método
LSQR o erro médio foi de 16%. Note que para os métodos SIRT os
menores indices de parada foram para o critério NCP, mas tém um
maior tempo de execugao a diferenca dos outros critérios. Para o caso
dos métodos por blocos ART usando o critério de discrepancia e NCP os
indices de parada foram pequenos. No entanto, no caso NCP o tempo
de execucao foi maior. Neste problema as melhores solucées obtidas
correspodem aos métodos SART com os critérios de discrepancia e a
regra do erro mondétono.

Na Figura 5.5 apresentamos as imagens obtidas com o menor e
maior error relativo as quais correspondem ao método SART com regra
do erro monétono e LSQR respectivamente.

LW CIM CAV DROP SART
A 1.0026 583.2171 11.1848 11.0791 1
T 0.9614 0.6222 0.3630 0.6228 0.5859
kmin 24 20 29 28 16
kmaz 28 25 37 36 19
Emin 0.0727 0.0706 0.0701 0.0688 0.0677
Enmaz 0.0746 0.0729 0.0724 0.0711 0.0695
Egq  4.6642e-04  5.6313e-04  5.4622e-04  4.8757e-04  4.4536e-04
E 0.0734 0.0717 0.0711 0.0700 0.0684
Eot 0.0738 0.0710 0.0714 0.0703 0.0680
t 0.8502 0.8345 0.3309 0.3332 0.0714

Tabela 5.14: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio de discrepancia para o problema Lena com 5 % de ruido nos dados.

LSQR
Emin 20
Emaz 20
Emin  0.1593
Enae 0.1687
Esq  0.0030
E 0.1641
t 7.6354

Tabela 5.15: Resultados obtidos para o método LSQR usando o critério
de parada produto minimo para o problema Lena com 5 % de ruido
nos dados.
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LW CIM CAV DROP SART

A 1.0026 583.2171 11.1848 11.0791 1

T 1.9214 1.2438 0.7264 1.2456 1.1698
Kmin 22 20 27 28 17
kmaz 28 26 37 35 21
Emin 0.0727 0.0706 0.0702 0.0689 0.0677
Emaz 0.0747 0.0726 0.0729 0.0709 0.0692
Esq  4.9910e-04  5.3824e-04  5.0886e-04  5.1741e-04  4.6737e-04

E 0.0736 0.0717 0.0711 0.0699 0.0684
Eo 0.0744 0.0730 0.0703 0.0694 0.0686

t 0.8585 0.8534 0.3102 0.3054 0.0594

Tabela 5.16: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o cri-
tério da regra de erro mondtono para o problema Lena com 5 % de
ruido.

LW CIM CAV DROP SART

A 1.0026 583.2171 11.1848 11.0791 1

Krmin 9 8 11 11 6

kmaz 10 9 13 13 8
Ermin 0.0803 0.0777 0.0767 0.0756 0.0727
Enaz 0.0825 0.0803 0.0793 0.0788 0.0772
Ega  8.5350e-04  7.9852e-04 6.8278e-04  8.2030e-04  0.0012
E 0.0815 0.0793 0.0780 0.0699 0.0747
Eot 0.0801 0.0778 0.0770 0.0759 0.0732
t 8.5414 7.7376 10.0317 9.9031 6.2344

Tabela 5.17: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio NCP para o problema Lena com 5 % de ruido.

KAB KABS

T 1.0702 1.0688
kmaz 10 6

Erin 0.1026 0.0925
Ermax 0.1055 0.1031
FEsta  8.0649e-04  0.0032

E 0.1041 0.1005
E,. 0.1047 0.0940
T 1.0940 1.1959

Tabela 5.18: Resultados obtidos para os métodos ART por blocos
usando o critério de discrepancia para o problema Lena com 5 % de
ruido.
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KAB KABS

Kmin 14 7

kmam 15 8
Emin 0.0994  0.0912
Emaz  0.1042  0.0964
Egia 0.0011  0.0013
E 0.1021  0.0935
Eo 0.0985  0.0922
t 14.3150  7.4370

Tabela 5.19: Resultados obtidos para os métodos ART por blocos
usando o critério NCP para o problema Lena com 5 % de ruido.

SART

Figura 5.5: Imagens obtidas com 5% de ruido nos dados para o método
SART e LSQR respectivamente.

Imagem Barbara

A imagem barbara mostrada na Figura 5.2 tem tamanho 300 x 300
pixels. Neste caso o problema linear envolve 90000 variaveis.
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Figura 5.6: Imagem Barbara exata (direita) e degrada pelo blur mais
ruido (esquerda).

As Tabelas 5.20-5.25 mostram os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema Barbara. Para os métodos SIRT
os erros médios ficaram em torno de 12%, mantendo desvios padrdes
bastante pequenos o que significa que o erro ficou préximo da média
na maior parte das execugoes. Para os métodos ART por blocos, os
erros médios ficaram grandes. Para o método LSQR o erro médio foi
de 19%.

Note que para os métodos SIRT os menores indices de parada foram
obtidos para o critério NCP com excegao do método Landweber. Os
tempos de execucao foram muito parecidos para ambos critérios.

Para o caso dos métodos por blocos ART usando o critério NCP os
indices de parada foram pequenos. No caso do critério discrepancia os
indices e o tempo de execugao foram maiores do que o critério NCP.

Como no problema anterior, as melhores solugoes foram obtidas
usando os métodos SART com o principio de discrepéancia e a erra do
erro monoétono.

Para este problema as solugoes mais préximas da solugao exata
correspondem ao métodos DROP usando o critério de discrepancia e a
regra do erro mondtono.

Na Figura 5.7 apresentamos as imagens obtidas com o menor e maior
error relativo as quais correspondem ao método SART com regra de erro
monotono e Kaczmarz bloco usando o critério NCP respectivamente.
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LW CIM CAV DROP SART

A 1.0009 1.7920e+03 11.1848 11.0791 1
T 0.9676 0.6247 0.3535 0.6250 0.5869
Kmin 13 11 17 16 9
kmax 15 13 20 18 10
Erin 0.1256 0.1247 0.1243 0.1238 0.1231
Enaq 0.1259 0.1251 0.1246 0.1243 0.1234
Egq  7.7236e-05  9.0207e-05  7.9215e-05 1.1230e-04  6.4306e-05
E 0.1258 0.1249 0.1244 0.1240 0.1232
Eot 0.1257 0.1249 0.1243 0.1240 0.1233
t 6.5645 6.3466 1.2312 1.1764 0.1363

Tabela 5.20: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio de discrepancia para o problema Barbara com 5 % de ruido.

LSQR

kmin 19

kmaz 19
Erin  0.1974
Erae  0.2016
FEgia 0.0013
E 0.1998
Eot 0.1259
t 15.1627

Tabela 5.21: Resultados obtidos com o método LSQR para o problema
Barbara com 5 % de ruido.

LW CIM CAV DROP SART
A 1.0009 1.7920e4-03 11.1848 11.0791 1
T 1.9346 1.2481 0.7198 1.2485 1.1739
kmin 13 11 15 16 8
kmaz 15 12 18 18 9
Enin 0.1255 0.1247 0.1243 0.1239 0.1231
Ermaz 0.1259 0.1250 0.1246 0.1241 0.1234
Fsa  1.2333e-04  8.8369e-05  8.0243e-05 7.7652e-05  8.1084e-05
E 0.1258 0.1249 0.1244 0.1240 0.1232
Eot 0.1258 0.1250 0.1246 0.1241 0.1231
t 6.1199 6.1229 1.1596 1.1589 0.1740

Tabela 5.22: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o cri-
tério da regra de erro mondétono para o problema Barbara com 5 % de
ruido.
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LW CIM CAV DROP SART

A 1.0009 1.7920e+03 11.1848 11.0791 1
kmin 19 11 13 11 4
kmaz 25 17 21 23 6
Emin 0.1260 0.1248 0.1243 0.1239 0.1235
Erax 0.1269 0.1253 0.1246 0.1243 0.1246
FEsq  3.0720e-04  1.1861e-04  1.0841e-04 1.2105e-04 2.3461e-04

E 0.1264 0.1250 0.1245 0.1241 0.1239

Eo 0.1257 0.1250 0.1243 0.1239 0.1235

t 6.3081 6.4986 1.3559 1.0953 0.1212

Tabela 5.23: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio NCP para o problema Barbara com 5 % de ruido.

KAB KABS
T 1.0768 1.0809

kmin 101 101
kmaz 101 101
Emin  0.2561 0.3258
Erae  0.2621 0.3342
FEstaq 0.0016 0.0020
E 0.2591 0.3304
Eoy 0.1448 0.1416
t 36.4473  72.8785

Tabela 5.24: Resultados obtidos com os métodos ART por blocos
usando critério de discrepancia para o problema Barbara com 5 % de
ruido.

KAB KABS

kmin 3 10

kmaw 3 10
Enin 0.4297 0.1489
Erax 0.4303 0.1506

Fsqg  1.9413e-04  4.7158e-04

E 0.4300 0.1498
Eo 0.4302 0.1413
t 2.2097 11.4191

Tabela 5.25: Resultados obtidos com os métodos ART por blocos e
critério NCP para o problema Barbara com 5 % de ruido nos dados.
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SART

Figura 5.7: Imagens obtidas com 5% de ruido nos dados para o método
SART e Kaczmarz bloco respectivamente.

Imagem Peppers

A imagem tem tamanho 300 x 300 pixels e o objetivo é recuperar
a imagem original mostrada na Figura (5.8). Neste caso o problema
linear envolve 90000 varidveis.

Figura 5.8: Imagem exata Peppers

Devido a alta dimensao deste problema, 90000 variaveis para o cri-
tério NCP tomamos o valor de ¢ = n/512, a fim de ter menor demora
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no tempo de execugao.

As Tabelas 5.26 a 5.31 mostram os resultados obtidos com diferentes
critérios de parada para o problema Peppers. Para os métodos SIRT
os erros médios ficaram em torno de 7%, mantendo desvios padroes
bastante pequenos o que significa que os erros ficaram préximo da média
na maior parte das execugoes. Para os métodos ART por blocos os erros
médios foram menores do que os métodos SIRT. Para o método LSQR
o erro médio foi de 17%.

Note que para os métodos SIRT os menores indices de parada foram
para o critério NCP, mas usando um maior tempo de execugdo em
comparagao dos outros critérios.

Para os métodos por blocos ART usando o critério de discrepancia
e NCP os indices de parada foram pequenos em comparacao com os
métodos SIRT.

Podemos concluir que os melhores resultados foram obtidos usando
o método DROP com o critério de discrepancia e a regra do erro mo-
nétono.

Na Figura 5.9 apresentamos as imagens obtidas com o menor e maior
error relativo as quais correspondem ao método DROP com regra de
erro monotono e LSQR respectivamente.

LW CIM CAV DROP SART
A 1.0009 1.7920e+03 11.1848 11.0791 1
T 0.9670 0.6238 0.3533 0.6231 0.5837
Kmin 14 13 19 20 14
kmaw 16 14 23 23 15
Emin 0.0732 0.0723 0.0718 0.0715 0.0742
Enaz 0.0741 0.0733 0.0727 0.0722 0.0747
Fgsta  2.2886e-04  2.3771e-04  2.1085e-04 1.8914e-04 1.4101e-04
E 0.0736 0.0729 0.0722 0.0719 0.0745
Eot 0.0737 0.0728 0.0723 0.0722 0.0746
t 6.1661 6.2550 1.1259 1.1720 0.1861

Tabela 5.26: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio de discrepancia para o problema Peppers com 5 % de ruido.
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LSQR

Emin 19

Emas 19
Enmin  0.1679
Emae  0.1731
Esq  0.0016
E 0.1701
E,. 0.0740
1 15.5623

Tabela 5.27: Resultados obtidos para o método LSQR usando o critério
de parada produto minimo para problema Peppers com 5 % de ruido.

LW CIM CAV DROP SART
A 1.009 1.7920e+-03 11.1848 11.0791 1
T 1.9313 1.2458 0.7060 1.2464 1.1662
kmin 15 13 19 19 13
kmax 17 15 23 22 15
Emin 0.0732 0.0726 0.0720 0.0715 0.0742
Erax 0.0739 0.0731 0.0725 0.0724 0.0750
Ega  1.6290e-04  1.4799e-04  1.3453e-04  2.2303e-04  2.0334e-04
E 0.0736 0.0728 0.0722 0.0720 0.0746
Eot 0.0736 0.0729 0.0729 0.0721 0.0746
t 5.9970 5.8579 1.1899 1.1215 0.2549

Tabela 5.28: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o cri-
tério da regra de erro mondétono para o problema Peppers com 5 % de
ruido.

LW CIM CAV DROP SART
A 1.0009 1.7920e+03 11.1848 11.0791 1
Kmin 12 9 10 9 10
kmax 18 14 21 15 17
Ermin 0.0732 0.0726 0.0723 0.0725 0.0744
Enaz 0.0739 0.0735 0.0745 0.0750 0.0754
Fsta  2.0492e-04  2.6100e-04  5.5664e-04 6.5811e-04  2.9901e-04
E 0.0736 0.0731 0.0736 0.0734 0.0748
Eot 0.0739 0.0727 0.0721 0.0725 0.0745
t 6.1141 6.3613 1.1348 1.1339 0.2418

Tabela 5.29: Resultados obtidos para os métodos SIRT usando o crité-
rio NCP para o problema Peppers com 5 % de ruido.
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KAB KABS

T 1.0795 1.0840
kmin 13 7
kmaz 13 7
Ermin 0.1031 0.0986
Enaz 0.1050 0.1003
Esq  5.0817e-04  4.9636e-04

E 0.1040 0.0994

Eot 0.0986 0.0996

t 13.1597 14.4075

Tabela 5.30: Resultados obtidos para os métodos ART por blocos
usando o critério de discrepancia para o problema Peppers com 5 %
de ruido.

KAB KABS
kmin 2 12
kmaz 2 15
Emin 0.5563 0.1171
Emax 0.5567 0.1287
Esq  1.0027e-04  0.0037

E 0.5565 0.1230
Eot 0.5565 0.0987
t 2.8299 31.0962

Tabela 5.31: Resultados obtidos para os métodos ART por blocos
usando o critério NCP para o problema Peppers com 5 % de ruido.

DROP LSQR

Figura 5.9: Imagens obtidas com 5% de ruido nos dados para o método
DROP e LSQR respectivamente.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O desenvolvimento deste trabalho foi muito importante pois me
possibilitou aprender area de problemas inversos, assim como MATLAB
e ITEX. As rotinas dos métodos de regularizacdo iterativos foram
implementadas no MATLAB versao 7.13.0 e executadas no computador
Intel Core 15-2500, com 3.8 de memoria RAM.

Neste trabalho estudamos, implementamos e comparamos os méto-
dos de regularizacao iterativos: SIRT, ART e LSQR. Nas aplicacoes
préaticas foi possivel evidenciar as limitagoes dos métodos ART para
o caso de problemas de grande porte, como ocorre com problemas de
reconstrugao de imagens. Portanto, resultou de muita importancia es-
tudar os métodos ART por blocos para estes problemas. Além disso,
entendemos a importancia da escolha do critério de parada para incor-
porar nas iteradas a maior qualidade de informagoes da solugao exata
para assim obter uma solugao muito préxima da solugao desejada. Para
o caso do critério NCP para problemas de grande porte, hé necessidade
de diminuir o nimero de elementos do vetor transformada discreta do
residuo devido ao alto custo computacional.

Os exemplos apresentados no capitulo anterior ilustraram as ideias
desenvolvidas nos capitulos 3 e 4 para resolver problemas com um nu-
mero maior de varidveis tais como 90000 para o caso do problema Bar-
bara e Peppers. As diferentes tabelas mostram as comparacoes entre
os diferentes métodos e critérios de parada. Os melhores resultados
obtidos para os trés problemas foram com os métodos da familia STRT:
SART, SART e DROP respectivamente usando ambos critérios de dis-
crepancia e a regra do erro mondétono.

Planos futuros estabelecem-se com intuito de:
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(a) Estudar e implementar um método hibrido Kaczmarz-CG, para
o caso dos problemas de grande porte. O método consiste em
um passo CG para modificar o lado direito e um passo Kaczmarz
para produzir a imagem aproximada.

(b) Estudar e fazer comparagoes com outros métodos de regularizagao
iterativos.

(¢) Analisar diferentes métodos para a escolha do pardmetro de re-
gularizagao.

Considerando os topicos estudados, vemos que hid uma gama de
possibilidades para o desenvolvimento e melhoria dos métodos de re-
gularizacao iterativos. Assim, este trabalho motiva estudos e pesquisas
na area de problemas inversos.
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