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Resumo

Neste trabalho iremos generalizar o conceito de fibrados principais para o contexto nao-
comutativo, onde o papel do grupo estrutural serd dado por um grupo quantico. Para isso,
utilizaremos o conceito de extensoes de Hopf-Galois. Revisaremos alguns resultados da teoria
classica de fibrados principais e mostraremos resultados andlogos no caso nao-comuativo.

Também generalizaremos os conceitos de fibrado vetorial associado e fibrado de referenciais.

Palavras-chave: Grupos quanticos, geometria nao-comutativa, fibrados principais quéan-

ticos, extensoes de Hopf-Galois.



Abstract

In the present work, we will generalize the notion of principal fiber bundles to the noncom-
mutative setting, where the role of the structure group will be played by a quantum group.
To achieve this, we will use the notion of Hopf-Galois extension. We will review some results
of the classical theory of principal fiber bundles and we will prove similar results in the
noncommutative case. We also generalize the notions of associated vector bundle and frame
bundle.

Keywords: Quantum groups, noncommutative geometry, quantum principal bundles,

Hopf-Galois extensions.
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Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar generalizagoes dos conceitos de fibrados principais,
fibrados vetoriais associados e fibrados de referenciais para o contexto da geometria nao-
comutativa. Aqui, o papel do grupo estrutural serd desempenhado por grupos quanticos.
Para motivarmos esse estudo, facamos uma revisao histérica das teorias de geometria nao-
comutativa e de grupos quanticos. Nessa revisao, falaremos de diversos conceitos que nao
serao introduzidos ao longo da dissertacao. Para mais informagao, ver as referéncias men-
cionadas ao longo da discussao.

Um grande resultado que pode ser considerado um pilar para teoria de geometria nao-
comutativa é o teorema de Gelfand-Naimark publicado em 1943 [20]. Em linguagem atual,
o teorema mostra que existe uma correspondéncia biunivoca entre espacos topolédgicos local-
mente compactos Hausdorff e C*-dlgebras comutativas [19]. A parte trivial deste teorema
é: dado um espago topolégico (localmente compacto Hausdorff) X considerar a &lgebra
de fungoes a valores complexos que se anulam no infinito Cy(X) com a norma dada pelo
supremo. A parte nao-trivial é dada uma C*-dlgebra comutativa A, encontrar um espago
topolégico X de forma que A = Cy(X).

Uma pergunta natural que surge é se podemos estudar propriedades topolégicas de X a
partir da dlgebra Cy(X) e reciprocamente estudar propriedades de uma C*-dlgebra comuta-
tiva A a partir do espaco topoldgico correspondente. Um resultado basico neste sentido é que
o0 espago topoldgico X é compacto se e somente se a dlgebra Cp(X) tem unidade. Nesse caso
temos que Cy(X) = C(X) (espago de todas fungdes continuas a valores complexos) e de fato
temos uma equivaléncia dada por um funtor contravariante entre a categoria dos espacos
topolégicos compactos Hausdorff e a categoria das C*-algebras comutativas com unidade.
Dada uma fung¢ao continua entre dois espacos topolégicos compactos ¢ : X — Y iremos con-
siderar o homomorfismo de C*-algebras ¢ : C(Y) — C(X) dado por ¢(f) = fop e verifica-se
que todo homomorfismo entre C*-algebras comutativas com unidade é desta forma. No caso
em que o espago topoldgico nao é compacto, temos que restringir os morfirmos nas cat-
egorias correspondentes e em particular podemos ter que o conjunto dos morfismos entre
dois objetos seja vazio [19]. Diversas outras propriedades podem ser enxergadas em am-
bos os contextos, por exemplo, a separabilidade da dlgebra esta relacionado com o fato do
espaco topoldgico ser metrizavel; e o processo de compactificacao a um ponto de um espaco
topoldgico é equivalente ao processo de unitizacao da dlgebra correspondente [19].

Outro pilar para a teoria de geometria nao-comutativa é o teorema de Serre-Swan esta-



belecido no final da década de 50 e inicio da década de 60 [37] [39]. A primeira parte deste
teorema mostra que se F é um fibrado vetorial complexo sobre um espago topolégico com-
pacto Hausdorff X entao o espago das segoes I'(F) é um moédulo finitamente gerado projetivo
sobre C(X). A segunda parte é a reciproca que afirma que todo médulo finitamente gerado
projetivo sobre C'(X) é o espago das segoes de algum fibrado vetorial complexo sobre X.
Também temos que o fibrado vetorial E' é unicamente determinado por I'(E), ou seja, neste
caso podemos trocar um objeto geométrico por um objeto que é puramente algébrico.

Note que até agora todas as algebras consideradas foram comutativas, no entanto, varios
dos conceitos algébricos relacionados com conceitos topolégicos podem, a menos de algumas
modificagoes, ser estudados para algebras nao-comutativas. Este é o ponto de partida para
geometria nao-comutativa. No final da década de 70 e inicio 80, Alain Connes usou bril-
hantemente essas idéias para resolver problemas em que as técnicas até o momento eram
insuficientes. Em [12], Connes faz uma exposi¢cdo dos principais resultados (muitos sem
demonstragao, apenas com referéncias) acerca de geometria ndo-comutativa. Para um texto
mais detalhado, ver por exemplo [19].

Em paralelo, durante as décadas de 70 e 80, surgem diversos artigos que irao culminar no
trabalho de Drinfeld [14], onde se comega a empregar o termo grupo quantico. O problema
em questao era achar solugoes da equagao de Yang-Baxter [1] [43], proveniente de problemas
em fisica nas dreas de sistemas integraveis e mecénica estatistica quantica. Em [14], Drinfeld
finalmente estabelece a relacdo entre as soluctes da equacao de Yang-Baxter e a teoria de
deformagoes de élgebras iniciada em [21] por Gerstenhaber.

Alguns anos mais tarde, Faddeev, Reshetikhin e Takhtajan, em [18], ampliam o trabalho
de Drinfeld e constroem deformagoes de certos grupos de Lie e correspondentes dlgebras de
Lie. E importante ressaltar aqui que as dlgebras encontradas em [14] e [18] sdo exemplos de
algebra de Hopf (ver por exemplo [27]).

No final da década de 80, em paralelo aos trabalhos de Drinfeld, Faddeev, Reshetikhin e
Takhtajan; Woronowicz em [41], estabelece importantes resultados acerca de pseudogrupos
matriciais compactos. Em particular, no espirito da geometria nao-comutativa, temos a
existéncia do estado de Haar que é equivalente & medida de Haar no caso de grupos matriciais
compactos. O que liga a teoria de Woronowicz com a teoria de grupos quanticos é que, no
fundo, pseudogrupos matriciais compactos sao exemplos de C*-dlgebras de Hopf, isto é, uma
C*-4lgebra com unidade que contém uma &dlgebra de Hopf como sub-algebra densa. De fato,
os resultados mostrados em [41] puderam ser generalizados para esse contexto mais geral.

Vamos discutir um pouco a relagdo entre grupos quanticos, algebras de Hopf e geometria
nao-comutativa. Suponha que G é um grupo finito entdo temos o seguinte isomorfismo
C(G x G) = C(G) ® C(G) (produto tensorial algébrico) e o produto do grupo, visto como
homomorfismo de élgebras A : C(G) — C(G) ® C(G), satisfaz as condigbes para ser um
co-produto. Também temos que a inversa do grupo nos d4 uma aplicacao S : C(G) — C(G),
que vai fazer o papel de antipoda, de forma que C(G) vai ter uma estrutura de élgebra de

Hopf. No caso que G é um grupo topolégico compacto Hausdorff com um nitimero infinito



de pontos, ndo mais é valido que C(G x G) = C(G) ® C(G) e no caso em que nao temos
nem a compacidade a situagao piora uma vez que Cy(G) nao possui nem unidade.

Queremos pensar grupos quanticos como sendo na verdade a algebra de fungoes continuas
a valores complexos de um ”espago nao-comutativo com estrutura de grupo”. Nesse ponto,
temos que fazer uma escolha. Ou adaptamos a definicao de algebra de Hopf para funcionar
no contexto mais geral, ou trabalhamos com &algebras de Hopf sem modificar, trabalhando
com uma sub-algebra densa da algebra de fungoes do ”espago nao-comutativo”, como por
exemplo a dlgebra de fungoes coordenadas de um grupo matricial. Optaremos por seguir o
segundo enfoque.

Também sera de interesse, generalizar o conceito de acao de um grupo topolégico em
um espaco topolégico. Aqui teremos o mesmo problema mencionado no paragrafo anterior
ao dualizarmos a acao a : G x X — X para um morfismo da &lgebra de fungdes. Como
no caso anterior nao é vélido em geral que C(G x X) = C(G) ® C(X), mas podemos
restringir as algebras de modo que o morfismo proveniente da acao tenha a imagem contida
em C(G) ® C(X). No caso geral, isso nos levard ao conceito de co-mdédulo.

Voltemos ao problema inicial proposto. Fibrados principais quanticos surgiram em mea-
dos da década de 90 em diversos trabalhos independentes [5], [6], [16], [17] e [35] como a
generalizagao nao-comutativa de fibrados principais. Todos tem como premissa basica uti-
lizar grupos quanticos no papel do grupo estrutural, no entanto o enfoque e as técnicas
variam de artigo para artigo. Um dos grande problemas é que fenomenos locais em geral sao
dificeis de serem estudados no contexto nao-comutativo. Em [16], o espago de base ainda é
considerado como uma variedade classica, nao estando assim completamente no espirito da
geometria nao-comutativa. Em [35], sdo utilizadas técnicas de geometria algébrica para es-
tudar fibrados principais quanticos, em particular é utilizado o conceito de feixes que precisa
de espago topoldgico como base. Em [5] e [17] a trivialidade local é de certa forma abandon-
ada e sdo dadas condigoes extras num sentido mais global. A definicdo apresentada nesta
dissertacao seguird esse contexto e faremos uma imposi¢ado mais forte para se assemelhar a
defini¢ao classica de fibrado principal dada em [25]. Também nesse contexto, podemos uti-
lizar a teoria desenvolvida em [42] para estudar fibrados principais quanticos diferencidveis.
Finalmente, [6] trabalha no contexto localmente trivial onde um certo conjunto de ideais da
algebra que faz papel do espago base é pensado como uma cobertura da ”variedade base
nao-comutativa’”.

No presente trabalho, estudaremos a teoria de fibrados principais quanticos e outros
conceitos relacionados seguindo a linha desenvolvida a partir de [5]. O texto tem como
pré-requisito conhecimentos em &dlgebra, algebra linear e topologia. A parte de geometria
diferencial é revisada ao longo do texto, no entanto, os detalhes e algumas demonstracoes
sao deixadas para as referéncias e portanto familiaridade com assunto também é desejada.

A dissertacao segue a seguinte estrutura. No primeiro capitulo, iniciamos com as defini¢oes
bésicas da teoria de algebras de Hopf na primeira secao, e faremos a construgao FRT na se-

gunda se¢ao que nos servira como fonte de exemplos.



No segundo capitulo, desenvolvemos a teoria de cédlculos diferenciais nao-comutativos e
em particular, calculos sobre dlgebras de Hopf.

O terceiro capitulo inicia-se com uma revisao da teoria classica de fibrados principais
na primeira se¢do. Na segunda segao, estudaremos o conceito de extensoes de Hopf-Galois
e veremos na secao seguinte que elas sao uma generalizacao natural para fibrados princi-
pais quanticos. Também na terceira secao, estudaremos fibrados principais quanticos difer-
enciaveis e conexoes.

O quarto capitulo inicia-se com uma discussao de fibrados vetorias quanticos associados,
derivada covariante e conexoes fortes. Na segunda se¢do, vemos como generalizar o conceito
de fibrado de referenciais para resolucao de referenciais. Nesse contexto podemos enxergar
o fibrado tangente de uma variedade como um fibrado vetorial associado. Redefiniremos,
também, alguns conceitos de geometria diferencial classica de forma que podemos generalizar
de maneira natural para o caso nao-comutativo. Terminamos o quarto capitulo discutindo
exatamente a resolucao de referenciais no caso nao-comutativo.

Teremos também quatro apéndices. O apéndice A revisara a construgao do produto ten-
sorial e técnicas para se trabalhar com ele. O apéndice B apresenta a formalizacao da notacao
de Sweedler introduzida no capitulo 1. O apéndice C serd destinado para demonstracao de
alguns lemas de algebra. Em particular, o lema do diamante é uma grande ferramenta para
estudar grupos quanticos. Finalmente, no apéndice D, revisaremos alguns conceitos de var-
iedades diferenciaveis, no intuito de estabelecer notagoes para o terceiro e quarto capitulos,
assim como para deixar o texto mais auto-suficiente.

Muitas das técnicas utilizadas nas demonstracoes sao similares umas com as outras. Se
este for o caso, os detalhes serdo apresentados somente nas primeiras demonstragoes, ficando

eles subentendidos nas demais.



Capitulo 1

Nocoes da teoria algebras de Hopf

Neste primeiro capitulo, estudaremos alguns elementos da teoria de algebras de Hopf. A
primeira secao estd destinada em apresentar a terminologia necessaria para o entendimento
do restante do trabalho assim como alguns resultados béasicos e exemplos. Na segunda secao,
comecgaremos definindo outros elementos da teoria de algebra de Hopf necessarios para o
restante da segdo. Em seguida faremos a construgao FRT [18], a qual nos permitira achar
diversos exemplos para os conceitos a serem estudados. No final da segunda sec¢ao, também
faremos um processo geral para achar espacos quanticos sobre as bi-dlgebras encontradas na

construcao FRT.

1.1 Definicoes basicas

Nessa secao, definiremos os conceitos basicos utilizados ao longo das outras partes da dis-

sertagao. Para mais detalhes e outras aplicagao ver por exemplo [26], [27] e [30].

1.1.1 Algebras

Fixe K corpo de caracteristica zero. Comegaremos essa subsecao definindo &dlgebra de
maneira usual e em seguida mostraremos uma equivaléncia que nos permitira definir algebra
de outra forma. Tal forma nos sera mais conveniente na hora de definirmos co-algebras,
bi-dlgebras e dlgebras de Hopf. Por convencao consideraremos dlgebras sempre como asso-
ciativas e com unidade. Ao longo do texto a aplicagdo T representard o isomorfismo 4 da
proposigao A.2.2, a saber, 7: V@ W — W ® V dado por 7(v ® w) = w ® v. Caso 7 tenha
sub-indices, estes denotarao quais parcelas estao sendo trocadas num produto tensorial de
varios espacos vetoriais, por exemplo 793 : VI @ Vo @ Vs @ Vy — V1 @ V3 ® Vo ® V4 é dada nos

geradores por T23(v] ® v2 @ v3 ® v4) = V] ® V3 ® V2 @ V4.

Definicao 1.1.1 Seja K um corpo, dizemos que uma anel com unidade (A,+,.) € uma
dlgebra sobre K se A for um espaco vetorial sobre K tal que a multiplicacdo é uma aplicagcao

bi-linear sobre K.
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A partir de agora vamos falar apenas dlgebra sem fazer mengao ao corpo, ficando este
subentendido. Note que nao exigimos que a multiplicacdo do anel seja comutativa. Na
verdade, na maior parte dos exemplos no qual estaremos interessados as algebras serao nao
comutativas.

Vale lembrar que se a € A é um elemento que possui um inverso a direita d e um inverso

a esquerda e entdo a é inversfvel e a™! = d = e, de fato d = 1d = (ea)d = e(ad) = el = e.
Proposicao 1.1.2 Seja K um corpo, sao equivalentes:

1. A é uma algebra;

2. A é um espaco vetorial e existem aplicagoes lineares 1 : AQ A — Aen: K — A tais

que os seguintes diagramas sao comutativos

ARA®A AR A AR A (1.1)

y % n®idT X id®nT X
AR A AR A K A<= A AQK<"+=A
\ /
A

Demonstragao. (1 = 2): O fato da multiplicacdo ser bi-linear implica que podemos
estendé-la para u no produto tensorial. A associatividade da multiplicagdo nos da o primeiro
digrama comutativo. A aplicacdo n é definida por n(\) = Al4 para A € K, onde 14 ¢é a
unidade da algebra. Os dois ultimos digramas seguem de imediato da definicao de unidade.

(2 = 1): Basta definir a multiplicagdo por a.b = pu(a ® b) e a unidade por 14 = n(1).
Segue das propriedade do produto tensorial que a multiplicacao é bi-linear, além disso os

diagramas nos dao as propriedades de associatividade e unidade. =

Em vista desta proposicao, confudiremos propositalmente a nomenclatura do produto
tanto como sendo a aplicacao usual como sendo a aplicacao pu. Também chamaremos a
aplicagdo 1 de unidade. Além disso definiremos morfismos entre dlgebras e ideais a partir

dessas aplicacgoes.

Definicao 1.1.3 Sejam A e B dlgebras e f : A — B uma aplicacdo linear, diremos que [ €

um morfismo de dlgebras se fou, =pugo(f®f) e fony=ng.

Definicao 1.1.4 Seja A uma dlgebra e I um subespaco de A, diremos que I € um ideal
(bilateral) de A se p(I @ A+ A1) =1.

Segue do lema A.2.8 do apéndice A que se m é a projegdo de A no quociente A/I entao
I® A+ A®1I é exatamente ker(m ® ) e portanto temos uma multiplicacdo bem definida no
quociente. Podemos também definir ideal a esquerda e a direita exigindo que p(A® I) =1

e u(I ® A) = I respectivamente.
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Definicao 1.1.5 Sejam A e B dlgebras, definimos a dlgebra produto tensorial entre A e
B como sendo o espago vetorial A ® B com produto definido nos geradores (como espago
vetorial) por (a1 ® bi)(az ® ba) = a1as @ biba, ou seja, paep = (g @ pip) © T2z € unidade
14® 13.

Para ver que o produto esta de fato bem definido, basta notar que a aplicacao do produto
cartesiano A x B x A x B em A® B dada por (a1, b1, as,b2) — ajaz @ biby é quadrilinear e

portanto pela proposicao A.2.6 pode ser estentida para o produto tensorial.

Definigao 1.1.6 Seja A uma dlgebra, definimos a dlgebra oposta denotada por A°P como a

dlgebra que tem o produto p°P(a ® b) = u(b® a) = ba e a mesma unidade de A.

Com a notacao da definicao temos que uma algebra é comutativa se e somente se p = u°P.

Assim como no apéndice A construimos um espaco vetorial a partir de um conjunto dado,
podemos fazer a mesma coisa com dlgebras. Tais algebras denominadas algebras livres tém a
propriedade universal que toda algebra é um quociente de uma algebra livre por um de seus
ideais. Tal ferramenta sera freqiientemente utilizada na construcao das algebras nas quais
estaremos interessados.

Seja X um conjunto qualquer e denote I, = {1,...,n}. Uma palavra de tamanho n em
X é uma funcao f : I,, —» X. Também estamos levando em consideracao que n pode ser zero
em I, neste caso a palavra serd exatamente a funcao vazio. Denote K{X} o espago vetorial
gerado por todas as palavras e defina um produto em K{X} da seguinte forma.

Primeiro definamos a concatenacao de duas palavras f de tamanho n e g de tamanho
m como sendo fg : I,+n — X dada por fg(i) = f(i) para 1 < i < ne fg(j +n) = g()
para 1 < j < m. Para cada palavra f podemos definir uma transformagao linear iy :
K{X} — K{X} que na base formada pelas palavras é dada exatamente pela concatenagao,
ou seja, j1¢(g) = fg se g é uma palavra. Em seguida definimos uma aplicagao 1z : K{X} —
Lin(K{X}, K{X}) que nas palavras ¢ dada por 7i(f) = ;. Por fim definimos a multiplicagao
como sendo p : K{X} x K{X} — K{X} por u(z,y) = u(z)(y) para z,y € K{X} que é bi-
linear por construcao. E claro que a concatenacao de palavras é associativa donde segue que
a multiplicacao também o é, além disso temos que a palavra vazia corresponde a unidade.
Em geral, denotaremos as palavras de um conjunto X por xizs...z, € concatenacao por
(x1...2p)(Y1---Ym) = T1...TpY1...Ym. Fica claro desta forma que temos uma injecao
canonica de X em K{X}.

Proposicao 1.1.7 Sejam A uma dlgebra, X um conjunto e f : X — A uma funcdo qualquer.
Entdo existe um tinico morfismo de dlgebras f : K{X} — A tal que f(x) = f(x) Vz € X.

Demonstracgao. E suficiente definir f nas palavras e estender linearmente para K{X}.
Dada uma palavra z123...2, de X, defina f(z122...2,) = f(x1)f(22)... f(x,) e defina

F(0) = 1. E claro que f é um morfismo de slgebras. m
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Para ver que toda algebra A é o quociente de uma algebra livre, considere um conjunto X
de geradores de A e i a extensao da inclusiao conforme a proposicao anterior, entdo I = keri

é um ideal bilateral de K{X} e pelo primeiro teorema do homomorfismo A ~ K{X}/I.

Exemplo 1.1.8 Seja X = {x1,22,...,2,} um conjunto finito e considere I o ideal de K{X'}
gerado por elementos da forma x;xj—x;x;, entdo K{X}/I ¢ exatamente a dlgebra polinomial

de n varidveis K[xy, ..., zp].

Lembrando que um semi-grupo é um conjunto com uma operagao associativa, temos a

seguinte defningao.
Definicao 1.1.9 Seja G um semi-grupo, dizemos que A € uma dlgebra G-graduada se

1. A= EBgeG Ay onde Ay sao sub-espacos de A;

2. AgAh - Agh Yg,h € G.

Os elementos de A que pertencem a um sub-espaco Ay sao denominados monémios ou

elementos homogéneos.

No caso em que G é o conjunto dos niimeros naturais entao dizemos apenas que A é uma
algebra graduada e dizemos que os elementos homogéneos de A, tém grau n. Por construcéo,
toda dlgebra livre é uma dlgebra graduada, onde as sub-algebras A,, sdo definidas como sendo

aquelas linearmente geradas pelas palavras de tamanho n.

Lema 1.1.10 Seja A uma dlgebra graduada e I um ideal bilateral de A gerado por elementos
homogéneos entao I = @, .y I N Ay, e a dlgebra quociente A/I é graduada com (A/I), =
An/(INA),) paran € N.

Demonstragao. Primeiro, vejamos que [ =3 1 NA,.E claro que a inclusdo D é vélida,
vejamos a outra. Como o ideal I é gerado por elementos homogéneos z; de grau n; temos
para x € I que z = ) . a;x;b; soma finita com a;,b; € A. Como A é graduada, podemos
escrever a; = Zj a;j e by =) ;. by, ambas somas finitas com a;; € A; e by, € Ag. Segue que
T = Z”k a;jxib;, sendo que a;jwiby, € I N Ajin, 1k, donde temos a inclusao C. Esta soma
é direta pois a soma dos A,, é direta.

Para cada n € N, defina uma aplicagao m, : A — A, /(INAy) por mp, (D, a;) = an+(IN
Ay), onde a; € A;, e note que m,(I) = 0. Como A = P, .y An, temos uma aplicagao bem
definida 7 : A — @, cy An/(I N A,) dada por m = @,y Tn € tal que 7(I) = 0. Note que
de fato kerm = I e que 7 é sobrejetora, donde A/I =P, .y An/(INA,). =

Terminemos esta subsecao com exemplos de algebras, algumas das quais generalizaremos

mais adiante.
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Exemplo 1.1.11 (Algebra tensorial) SeV é um espago vetorial entdo a dlgebra tensorial
definida por T(V) = @,,cny V", onde VO =K e VE" = V"1 @V para n > 1, e produto
definido pelo produto tensorial é uma dlgebra graduada. No fundo a dlgebra tensorial de V

€ isomorfa a uma dlgebra livre gerada por uma base de V.

Exemplo 1.1.12 (Algebra de fungoes coordenadas) Para A uma dlgebra qualquer, con-

struimos a dlgebra das matrizes nxn por M,(A) = {a = (a')ier, jer,., aij € A} com produto
. n .
(ab)zj = Zazkbkj.
k=1

Em particular se A = K temos que M,(K) =M (n) é um espago vetorial de dimensdo
n? com base as matrizes E;; que tem 1 na coordenada ij e zero em todas as outras. O
dual dlgebrico (M,(K))" tem como base dual as funcées cordenadas t'j(a) = a'j. Note
que (M,(K))" € F(M,(K),K) sendo este iltimo a dlgebra de fungées de M, (K) sobre K.
Podemos entdo definir a dlgebra de funcdes coordenadas K <tij> como a subdlgebra da dlgebra
de fungoes gerada pelas funcoes tij. Como supomos que a caracteristica do corpo K € zero,

a dlgebra K <tij> nada mais € que a dlgebra polinomial de n? varidveis K[tij].

Definicao 1.1.13 Um par (g,[,]) onde g é um espago vetorial e [,] : gxXg— g € uma
aplica¢ao bi-linear chamada comutador ou colchete de Lie € dito uma dlgebra de Lie se [, ]

satisfaz:
1. [z,x] =0 Vz € g (anti-simetria);
2. [z, [y, z]] + [y, [z, ]] + [z, [z,y]] =0 Vz,y, z € g (identidade de Jacobi).

Se g e by sdo dlgebras de Lie, entdo uma aplicagdo linear f : g — b é dita ser um homo-
morfismo de dlgebras de Lie se vale [f(x), f(y)] = f([z,y]) Vz,y € g.

Se A é uma algebra entao o comutador dado por [z,y] = zy — yx d4 uma estrutura de

algebra de Lie para o espaco vetorial A. Se A é comutativa, entdo o comutador é nulo.

Exemplo 1.1.14 (Algebra envolvente universal) Para estudar uma dlgebra de Lie g no
contexto de dlgebras, iremos construir uma dlgebra na qual g estd imersa e cujo comutador
de g € dado pelo comutador da dlgebra. A construgao de tal dlgebra € imediata. Tome na
dalgebra tensorial (livre) T'(g) o ideal 1(g) gerado por expressioes do tipo x @y —y @ x — [z, Y]
para x,y € g. A dlgebra quociente U(g) =T(g)/1(g), denominada dlgebra envolvente de g €
a dlgebra desejada.

Para ver que existe uma inje¢ao de g em U(g) basta notar que a interseccao do nicleo
da projecdio de T(g) em U(g), que coincide com I(g), com a dlgebra de Lie g = g®! ¢ apenas
o zero. De fato, seja {e;};c, uma base de g onde A é um conjunto de indices totalmente
ordenados. Note que um elemento ¢ € I(g) pode ser escrito como uma soma finita da forma

€= icjen Gij ®(ej®e;—e;®ej —[ej, €]) ®bi; onde aij,bi; € T(g). Pela proposicao A.2.5,
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temos que Zi<jeA a;j @(ejQe;—e;Qe;) @by =0 se e 56 se aj =0 ou bj =0 para todo par
(i,7), mas neste caso temos que ¢ = 0. Portanto, supondo ¢ nao nulo, temos que ¢ sempre
possui um somando de grau maior ou igual a dois e portanto nao pertence a g.

A dlgebra envolvente tem a propriedade universal de que se ¢ : g —A € uma aplicacdo
linear numa dlgebra A tal que p([z,y]) = ¢(x)p(y) — p(y)p(x) entao existe um inico mor-
fismo de dlgebras @ : U(g) —A tal que p|g = . De fato, pela proposicao 1.1.7 existe um
morfismo de dlgebras ¢ : T'(g) —A tal que p(x) = ¢(z) para © € g. A propriedade exigida

de ¢ garante que p(I(g)) =0 e portanto podemos passar ¢ para @ no quociente.

1.1.2 Co-algebras

Definigao 1.1.15 Uma co-dlgebra (C, A, €) é um espago vetorial C munido de duas aplicagoes

lineares A : C — C @ C ee:C — K tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

CCxC CxC cCeC (1.2)
b I D N
e®id id®e
CxC C®C K®C<—=C CRK<—"+C

S A

A aplicacdo A € chamada de co-produto e a aplicacdo € de co-unidade. O primeiro
diagrama comutativo € a propriedade da co-associatividade e os outros dois ddo os ariomas
de co-unidade. Diremos que uma co-dlgebra € co-comutativa se vale AP := 7170 /A = A onde

T € 0 isomorfismo de troca.

Note que o diagrama (1.2) simplesmente troca a direcao das flechas do diagrama (1.1).

Para o corpo K temos uma estrutura padrao de co-dlgebra fazendo A(1) =1® 1 e (1) = 1.

Notagao 1.1.16 Ao longo deste trabalho utilizaremos uma versao modificada da notagdo de
Sweedler para o co-produto, a saber A(c) = c(1) @ c(g). A notagao de Sweedler é amplamente
utilizada em textos involvendo dlgebras de Hopf e vdrias das demonstracées saGo mais claras
utilizando esta notagdo. Esse tipo de demonstracao pode gerar controvérsias, no sentido que
se pode pensar que estamos utilizando particularidades da notacdo que ndo correspondem a
nenhum fato formal. Por esse fato, o apéndice B deste trabalho serd destinado para uma
discussao detalhada da notacdo e da interface entre notacdo e propriedades formais.

Usando a notagao de Sweedler, a co-associatividade do coproduto € escrita entdo como
C1)(1) @ C1)(2) ®C2) = ¢(1) @ C(2)(1) ® C(2)(2) € por esse motivo escreveremos (A ®1id) o A(c) =
(id @ A) o A(c) = ¢y ® c(2) @ ¢(3) e as propriedade de co-unidade como €(c(yy)cp) = ¢ =
cyelee)-

Assim como em algebras, temos algumas defini¢oes bésicas relacionadas a co-dlgebras.
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Definicao 1.1.17 Sejam C, C; e Cy co-dlgebras, uma aplicacdo linear f : C1 — Co € um
morfismo de co-dlgebras se Ago f = (f® f)o Ay eeao f =e1. A co-dlgebra oposta de C
denotada C°P € a co-dlgebra cujo co-produto é dado por AP e com a mesma co-unidade de
C. A co-dlgebra produto tensorial entre Cy e Co tem como co-produto A = 7930 (A1 ® Ag),

ou seja temos nos geradores A(a ® b) = a1y ® by ® a) @ bg) e co-unidade € = €1 ® €3.

Definicao 1.1.18 Um subespacgo vetorial I de uma co-dlgebra C' € dito ser um co-ideal se
AN CIRC+CRI ee(l)=0.

Note que se I é um co-ideal de C, podemos definir uma estrutura de co-algebra em C//I
definindo A([z]) = (7 ® 7) o A(x) e €([x]) = €(x), onde x € C e o colchete denota a classe
de z. As condicoes de co-ideal sdo exatamantes aquelas necessarias para que as operagoes
estejam bem definidas.

A seguir apresentamos trés resultados relacionando dlgebras e co-dlgebras. Dois deles,
relacionando o espago com seu dual, serao generalizados e estudados com mais detalhes na
secao 1.1.5. O outro serd utilizado como ferramenta para facilitar algumas demonstragoes

sobre algebras de Hopf.

Proposicao 1.1.19 Seja C uma co-dlgebra e A uma dlgebra, entdo podemos dar uma es-

trutura de dlgebra em Lin(C, A) definindo o produto de convolugdo para f,g € Lin(C, A) por
[rg=nu(f®@g)A, ouseja f*g(c) = flcuy)glce)) e unidade dada por noe.

Demonstracgao. Que fxg € Lin(C, A) é claro, pois fxg é composigao de aplicagoes lineares.

A associatividade vem de
(f xg)* h(e) = (f = g)(cay)hlc@) = fleq))glee)hlcs) =
= fle)(g *h)(cz)) = fx(g*h)(c) Ve e C.
Vejamos que 7 o € é a unidade da convolugo
fr(moe)(e) = flenlele)) = flepyelee))n(l) = f(e) Ve e C

(no€) x f(e) = nle(cw))) (@) = n(1)f(elecqy)e) = fle) Vee O

ouseja, fx(noe)=f=(noe)x*f.
A bi-linearidade do produto de convolucao vem da linearidade das aplicacbes em questao

e das propriedades do produto tensorial. m
Temos em particular, se A = K.

Corolario 1.1.20 Seja C uma co-dlgebra, entdo podemos dar uma estrutura de dlgebra no
dual C', definindo o produto de f,g € C" por fg(c) = f(ca))g(c2)) e unidade o funcional

linear €.
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Proposicao 1.1.21 Seja A uma dlgebra de dimensdo finita, entdo, em vista da proposi¢do
A.2.7, podemos definir um coproduto em A" por A(f)(a ® b) = f(ab) e e(f) = f(1).

—_~— P

Demonstracao. A aplicagdo A(f) : A x A — K dada por A(f)(a,b) = f(ab) é bilinear
e portanto pode ser estendida para o produto tensorial para A(f). Vejamos que a co-
associatividade de A vem da associatividade da &dlgebra e a propriedade de co-unidade vem
da unidade da &dlgebra.

Para a co-associatividade
(A®id) A(f)la®@b®c) = (A®id) (f1) @ fo))(@@b®@c) = f1y(ab) ® fa)(c) =
= A(f)(ab® c) = f((ab)c) = f(a(bc)) = A(f)(a® be) = fa)(a) ® fz)(be) =

= (id® A) (f(l) & f(g))(&@ bc)=(1dA)A(f)a®@b® c)

e para a co-unidade

(e @id)A(f)(a) = (e(f)) f2))(a) = e(f)) f2)(a) = f1)(1) ® f(2)(a) =

sendo andlogo o outro lado. m

Exemplo 1.1.22 Seja X um conjunto e KX o espaco vetorial gerado por X, entdo definindo
o co-produto e a co-unidade em KX por A(x) = z®u e e(x) = 1 respectivamente para x € X,

temos claramente que KX € uma co-dlgebra.

Exemplo 1.1.23 Em (M, (K))" cuja base é formada pelas fungées coordenadas t;; definimos
o co-produto e a co-unidade na base por A(t;) = S p_ t'p @tk e e(t!;) = 6;;, que nada mais
é do que a estrutura de co-dlgebra dada pela proposicdo 1.1.21. De fato, e(t';) = t';(Id) = d;;
e A(t'j)(a®b) =t'(ab) = Sp_, a'pb?; = S0 (L @ tF;)(a®b).

1.1.3 Bi-algebras

Suponha agora que um espago vetorial H possua estruturas de algebra (H, u,n) e de co-
algebra (H,A,€). A pergunta que surge é se existe uma relacao entre essas duas e resposta
é que nem sempre ha alguma relacao evidente, no entanto, dando a H ® H as estruturas
de produto tensorial de algebras e de produto tensorial de co-algebras temos o seguinte

resultado.
Proposigao 1.1.24 Nas condi¢des acima, sGo equivalentes:

1. pu en sdo morfismos de co-dlgebras;

2. A e e sao morfismos de dlgebras.
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Demonstragao. Dizer que i é morfismo de co-dlgebras é equivalente a comutatividade dos

diagramas
HoH—t—H—2 >HoH HeoH-—t>H (1.3)
A®A\L TN@M €H®Hl /
HoHOHOH———HoHOH®H K

e 1 é morfismo de co-dlgebras é equivalente a comutatividade dos diagramas

K———>H K —> H (1.4)
AK\L lA id /
Ko K% 0o H K

observando que eg = ng = id. Agora, note que dizer que A é morfismo de algebras é
equivalente a dizer que os primeiros diagramas de (1.3) e (1.4) s@o comutativos; o mesmo

valendo para e com os segundos diagramas. A equivaléncia segue de imediato. m

Definigao 1.1.25 Dizemos que (H, p,n, A, €) € uma bi-dlgebra se (H,u,n) é uma dlgebra,

(H,A,€) é uma co-dlgebra e sao satisfeitas as condigoes equivalentes da proposi¢do 1.1.24.

Podemos também combinar algumas das definigoes relacionadas a algebras e co-algebras.
Temos entao, a bi-dlgebra produto tensorial, a bi-dlgebra oposta H°? com u' = p°P, a bi-
4lgebra co-oposta H com A’ = A° e a bi-dlgebra oposta, co-oposta H/P que é a
combinacao das duas anteriores.

Uma transformacao linear entre bi-algebras f : H; — Hs é dito morfismo de bi-algebras
se f for morfismo de dlgebra e co-dlgebra. E finalmente, dizemos que I é um ideal de uma

bi-algebra H se for ideal no sentido de dlgebras e co-ideal.

Proposigao 1.1.26 Sejam X um conjunto qualquer e K{X} a dlgebra livre gerada por X.
Suponha que ezistam funcées A : X — K{X} @ K{X} e€: X — K tais que suas extensoes
A e e em K{X} conforme a proposicio 1.1.7 satisfazem as propriedades de co-dlgebra em
X, ou seja, (A ®id)A(x) = (id ® A)A(x), (e®id)A(r) =2 = (id®@e€)A(x) Vo € X. Entao
A e € dao uma estrutura de bi-dlgebra para K{X}.

Demonstragao. J4 temos que A e € sdo morfismos de dlgebras. Tudo que nos resta mostrar
é que (K{X}, A, ¢) é uma co-dlgebra, mas como A e € sao transformagoes lineares, é suficiente
mostrar as propriedades desejadas nos monoémios. Como id, € e A sdo morfismos de algebras,

também o0 880 A ®id, id ® A, e ® id e id ® €. Assim
(A@id)A(z1...2p) = (AR id)A(z1) ... (A ®id)A(xy,) =

= (id @ A)A(x1) ... (1d @ A)A(zy) = (1d @ A)A(xy ... xp)

e analogo para as propriedades de co-unidade. m
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A partir dessa proposigdo, se pensarmos numa &dlgebra A como o quociente da dlgebra
livre de um conjunto de geradores de A por um ideal I, podemos construir um co-produto
e uma co-unidade definindo-os nos geradores e verificando que I é um co-ideal da algebra
livre. Se I for um ideal gerado por uma quantidade finita de relagoes, entao é facil ver que
para verificar que I é um co-ideal, basta analisar o que acontece quando aplicarmos A e €
nas relagoes. No caso do co-produto, para simplificar a notacao, escreveremos apenas A no
lugar de (m ® ) o A, onde 7 é a projecao no quociente, de forma que podemos utilizar as

relagoes da algebra quando estivermos trabalhando no produto tensorial.

Exemplo 1.1.27 Seja A = C(SL(2)) a dlgebra das fungoes coordenadas das matrizes com-
plexas 2 x 2 com determinante 1. Note que podemos enzergar a dlgebra A como sendo
A = C[tll,tlg,t21,t22]/<t11t22 —t1ot2 — 1> onde tij € funcdo que dd a coordenada ij de

uma matriz de SL(2). Iremos definir o co-produto por
Att) =t ot +thyot? Aty =ty @ty +thhy @t

A =t 1@t + 12017 At) =t @thy + 2 @ t%

e a co-unidade por
e(thy) = e(t?s) = 1 e(tla) = €(t*1) = 0.

Vamos verificar que eles satisfazem as relagoes que definem a dlgebra
A(tht?s — that?)) = A(th)A(F2) — A(t)A(H) =

(th ot +thhet? )t ety + 2 @th) — (th @ty +thy @ %) (1% @t + 2 @ t%) =
=tht? @ thitly + tht2 @ thitPs + that?] @ 2ty + that?y @ t3t2—
—tht? @ that!y — tht?y @ that?) — that?) @ 2oty — that?y @ that?) =
= th1% @ (th1t% — that?)) — thot?) @ (22t — t21ths) =

= (t11t22 — t12t21> RI=1®1= A(l)

6(t11t22 — t12t21) = e(tll)e(t22) — G(tlg)e(tzl) =1= 6(1)

Temos que mostrar também que A e € satisfazem a comutatividade do produto, mas essas
propriedades serdo demontradas num caso mais geral no prorimo exemplo. Agora, vamos
verificar que A e € satisfazem os aziomas de co-dlgebra. Facamos apenas para t'1 pois os

outros sao andlogos.
(A®id)A(t) = (A®id)(t' @ t' + @ t?)) =

=theth+thet?)eth +(th oty +thotd) ot? =
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=th ® (tll @t +th® t21) +th® (7521 @t + 1% ®t21) =

= (d@ A)(th @ th + 1y ®1%) = (id @ A)A(th)

(e®@id)A(t!) = (e ®id)(t' @ty + thy @ 121) = e(t!)tt] + e(tto)t?) = th

(id @ e)A(t')) = (id @ €)(t'y @ty + tly @ t%1) = thie(tty) + thoe(t?) = t11.
Mostramos assim que C(SL(2)) é uma bi-dlgebra.
E possivel perceber por este exemplo que a quantidade de contas para mostrar que um de-

terminado quociente de uma algebra livre sdo em geral razoavelmente longas porém simples.

Por esta razao, em varios casos, nao apresentaremos todos os detalhes da demonstracao.

Exemplo 1.1.28 Seja A = K[tij] a dlgebra de funcgoes coordenas das matrizes de escalares

n X n como no exemplo 1.1.12.. Podemos definir uma estrutura de bi-dlgebra em A por

n
A(tij) = Ztik & tkj e E(tij) = 51']'
k=1
que jd sabemos que satisfazem os axiomas de co-dlgebra conforme o exemplo 1.1.23. Resta-

nos apenas mostrar que eles respeitam a comutatividade

n n n n
Atk = A HAE) = [ D ety | [ D ety | = > (it o tt)) =
p=1 q=1 p=1q=1
=D D (et = | Y @it | [ Y et | = AT )A(H) = Attt
p=1qg=1 q=1 p=1

E(tijtkl) = 5ij6kl = 5kl6ij = E(tkltij).

1.14 Algebras de Hopf

Na proposicao 1.1.19 demos uma estrutura de élgebra para Lin(C, A) para C' uma co-dlgebra
e A uma &dlgebra. Podemos fazer o mesmo para Lin(H, H) com H bi-algebra e nos perguntar
se idy € um elemento inversivel dessa dlgebra. Vejamos que esse nem sempre é o caso, e

portanto isso nos induzird a definicao de uma outra estrutura.

Exemplo 1.1.29 Considere o semi-grupo (N\{0},-) e tome H o quociente da dlgebra livre
K{N\{0}} pelas relagées do semi-grupo, a saber nm = n-m para n,m € N\{0}, onde nm
denota a concatenacdo das letras n e m na dlgebra livre. Defina um co-produto e uma co-
unidade por A(n) = n®n e e(n) = 1 respectivamente para n € N\{0}. Se idy fosse um
elemento inversivel por convolugado, teriamos que existiria uma aplica¢do S : H — H tal que

para n € N\{0}, S(n)n = (S ® id)A(n) = e(n)l = 1. Note que K{N\{0}} € uma dlgebra
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graduada, K{N\{0}} = @;._, Km, sendo que a unidade é um monomio de grau 1. Como

S(n)n € @,._,, Km, temos que S(n)n =1 € uma contradicao.

Definigao 1.1.30 Dizemos que (H,p,n,A€e,S) é uma dlgebra de Hopf se (H,p,n,A€)
é uma bi-dlgebra e S € o inverso de convolu¢ao de id na dlgebra Lin(H,H), ou seja,
S(hay)h@y = e(h)ly = hq)S(h)) Yh € H, ou ainda, em termos de um digrama comu-
tativo

HoH<"H-2>HoH (1.5)

S®idl inoﬁ lid@S

HoH-—t>~H<Y HoH

A aplicagdo S é chamada de antipoda e € a unica que satisfaz tal propriedade por ser um

1nuerso.

Novamente, podemos definir o produto tensorial de duas dlgebras de Hopf Hy, Hy definindo
a antipoda em Hi ® Hy por S1® S3. Diremos que f é um morfismo de algebras de Hopf entre
H; e Hy se for um morfismo de bi-algebras e f o S7 = S9 0o f e que um subespago vetorial I
de uma algebra de Hopf H é um ideal de Hopf, se for um ideal no sentido de bi-algebras e
S(I) C 1. E facil ver que o quociente de uma algebra de Hopf por um ideal de Hopf continua
sendo uma algebra de Hopf. Temos algumas proposigoes béasicas a respeito de algebras de
Hopf.

Proposicao 1.1.31 Sejam Hy e Hy dlgebras de Hopf e f : Hi — Ho wm morfimo de bi-

dlgebras, entdo f também € um morfismo de dlgebras de Hopf.

Demonstragao. Em Lin(H;, Hs) temos para h € H; arbitrério que

((foS1)* f)(h) = (f o S1)(ha))f(hag) = f(S1(ha))he)) = f(n 0 e1(h) =ny 0 e1(h)

(f*(S20f))(h) = f(hw))(S20 f)(h2) = (f(h)1)S2((f(R))2)) = (nyoe2)(f(h)) =ny0ei(h)

ou seja (f o S1) é o inverso a esquerda de f em Lin(Hy, Hy) e (S2 0 f) o inverso a direita e

portanto coincidem. m

Proposicao 1.1.32 Seja H uma dlgebra de Hopf, entdo S € um anti-morfismo de dlgebras e
anti-morfismo de co-dlgebras, ou seja, S@u = u°Po(S®S), Son =mn, AoS = (S®S)o A%, ou
ainda, S(gh) = S(N)S(g), S(1) = 1, (S()) = e(h) € (S(h)) (1 @(S()) 2y = S(hea)) @S (k)
Vh,g € H.

Demonstracgao. Aplicando o axioma da antipoda para identidade temos S(1) = S(1)1 =

€(1)1 = 1. Vamos fazer uma prova de S(gh) = S(h)S(g) primeiro de forma direta para
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treinarmos a utilizagdo da notacao de Sweedler e as proposi¢oes que provamos no apéndice

e depois utilizando o produto de convolucao. De forma direta temos
S(hg) = S(hayg)e(hz)) = S(ha)g)h)S(h)) = S(hyga))he)elge)S(he)) =

= S(hy901))P2)92)5(9(3))S(h(z)) = S((h1)y9(1)) (1)) (P(1y9(1)) 2)S(9(2)) S (h2)) =
= €(h(1)9(1))5(9(2)) 5 (h(2)) = €(h1))e(9(1))S(92)) S (h2)) =
= 5(e(9(1))9(2))S(e(h1))hz)) = S(9)S(h)
e por convolugao em Lin(H ® H, H) considere T' = p, entao

(Soup)*T)(h@g)=(S®u)(ha)®ga)uhe @ 9ge) = S(hayga))hege) =

= S((hg)1))(hg)2) = e(hg)l = e(h)e(g)l = no engu(h @ g)

(T (uP o (S®5)))(h®g) = pu(hay @ g) (L7 o (S S5))(h2) @ ge)) =
= h(1)g(1)5(9(2))5(h(2)) = 6(Q)h(l)s(h(z)) =e(h)e(g)l =noener(h®g)

donde S ®@ pp = pu?o (S® ).

Para o co-produto, basta fazer o mesmo em Lin(H, H ® H) para T'= A. E finalmente

€(S(h)) = e(S(e(ha))h(2))) = e(ha))e(S(he))) = e(h@)S(h())) =

terminando a demonstracdo. m

Proposicao 1.1.33 Se H ¢ uma dlgebra de Hopf comutativa ou co-comutativa, entdo S* =
id.

Demonstracao. Temos que

= h)S(h2))S(S(h@s))) = h1yS(S(h@s))he) = *.

Se H é comutativa entao
* = h)S(h@)S(h3)) = ha)S(e(h@)l) = haye(h)) = h,
e se H é co-comutativa entao

* = h1)S(S(h@))hs)) = hayS(e(h))l) = haye(hay) = h,
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donde S? = id para H comutativa ou co-comutativa. m
Proposicao 1.1.34 Seja H uma dlgebra de Hopf, entdo sao equivalentes

1. S € inversivel como transformacdo linear;
2. H°P € uma dlgebra de Hopf;

3. HP é uma dlgebra de Hopf.
Neste caso S™1 = S = S,

Demonstracao. (1 < 2): Se S é inversivel entdo S~! também é anti-morfismo de &lgebras
e u"p(Sfl(h(l)) ® hg)) = h(g)Sfl(h(l)). Aplicando S temos

S(h@yS~ (ha1y)) = h1)S(h)) = e(h)1 = e(h)S(1) = S(e(h)1)

e como S é injetora temos h(2)S~!(h(1)) = €(h)1. Analogamente, mostramos S~ () k) =
e(h)1.
Se HP ¢é algebra de Hopf entao

SP(S(h)) = SP(S(hz)))e(h)l = SP(S(hs)))S? (hiz))hay =

= S%(h()S(he)))hay = SP(e(hi))hay = haye(he) = h

sendo andlogo para mostrar que S o SP = id.
(14 3):Se S é inversivel, entdo p(id ® S™1)A%(h) = h(9)S™ ! (h)) = €(h)1 como no
caso anterior. Novamente o outro caso é andlogo donde S~' é uma antipoda para HP.
Reciprocamente, se HP é uma algebra de Hopf, basta proceder como no caso anterior

para mostrar que S°? = S~ m

Para o caso de HP/®P njo precisamos da hipétese que S é inversivel e da mesma maneira
podemos mostrar que HP/¢P é uma algebra de Hopf com antipoda Sop/eor — G No caso

em que S é inversivel temos que S é um isomorfismo de dlgebras de Hopf ente H e HP/<oP.

Proposigao 1.1.35 Seja X um conjunto qualquer e suponha que K{X} possua uma estru-
tura de bi-dlgebra. Se existe uma aplica¢do S:X — K{X}° tal que sua extensao S para
K{X?} satisfaga os axiomas de antipoda em X, ou seja p(S®id)A(x) = p(id®S)A(x) = e(z)1
Vz € X entdo S € uma antipoda em K{X}.

Demonstracgao. Pela linaridade das funcoes em questao, é suficiente mostrar nas palavras
p(S @id)A(zy ... zn) = p(S @id)((x1) (1) - - - (Tn) 1) @ (T1)(2) - - - (Tn)(2)) =

= S((x1)@) - (@)@ (@) 2) -+ (@n)2) = SU(@1) () - - - S((T) ) (@1)2) - - - (Tn) (2) =
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= e(x1)S((®1)(my)) - - S((@2) (1)) (T2)2) - - - (Tn) (2) = €(1) - . €(wp) 1 = €(1 ... )1

sendo analogo para o outro lado. m

Novamente, se uma A é uma bi-algebra que é o quociente K{X } /I como bi-algebra, entao
para construir uma antipoda para A, basta construir uma em K{X} como na proposicao e
verificar que S(I) C I. No caso em que I é um ideal gerado por relagoes, também é suficiente

analisar o que acontece com S apenas nas relagoes.

Exemplo 1.1.36 (Algebra Hopf Dual) Seja H uma dlgebra de Hopf. Em geral nao
podemos estender a proposi¢cdo 1.1.21 quando H tem dimensao infinita, pelo fato de nem
sempre a aplicagio Af, definida na proposicio como um elemento de (H @ H)', estd em
H' ® H'. No entanto, podemos restringir H' para uma sub-dlgebra menor de forma que esta

vire uma dlgebra de Hopf. Definimos entdo
Hoz{fEH’:Elfi,gieH'izl, ,n tais que f(ab) = Zfl a)g;(b Va,bEH}.

e vamos mostrar que podemos dar uma estrutrura de dlgebra de Hopf para H®. A multi-
plicagao vai ser o produto de convolugdo com identidade dada por €, o co-produto € definido
por A(f) =>"" 1 fi®g; onde os f; e gi sao como na defini¢cao do conjunto H°, a co-unidade
éeno(f) = f(1) e antipoda vai ser dada por S(f)(a) = f(S(a)). Temos que mostrar que o
co-produto estd de fato bem definido e que todas as operagoes sao fechadas em H°.

Para mostrar que o co-produto independe da escolha dos f; e g;, suponha que podemos

flab) =" fila)gi(b) = fi(a)g(b)
=1

j=1

escrever

entdo existem { f}!, g} Yoy com {g)}Yr_, LI tais que >;- fi®gi—=>71 fi®g; = L egr.
Como {g]}%_, € LI, existem b, € H, l =1,...,p tais que gj(b;) = 0. AssimVk € {1,...,p}
temos £1(a) = Y0, FA(@)gl(be) = Sy fi@r(be) — 37 £i(a)d(be) = O para a € H
arbitrdrio. Seque que Y | fi ® g; = Z;’;l fJ' ® g;- .

Mostremos entdo que as operagoes estao fechadas em H®. E claro que ¢ € H® pois
e(ab) = e(a)e(b). Dadas f,g € H®, considere as funcdes em H', {f;,gi}iq e {f}, 9;}],
dadas na definicao de H°. Entao

(f x g)(ab) = f(anybuy)glawb) = (Z filagy)gi( ) Z (a2))93(be) | =
=1

n m

—ZZ Ji* f] gz*g])()

i=1 j=1

donde fx g € H°. Para a antipoda, dada f € H® e {fi, 9}, as fun¢ioes correspondentes,
entao S(f)(ab) =i, (gio S)(a)(fioS)(b). Finalmente se escrevendo A(f) =31 fi @ gi
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com {g;}1_, LI entao existem by € H, | =1,...,n tais que g;(b;)) = 05 e para cada i temos
filab) = 3771 fi(ab)g;(bi) = f(abb;) = 3°7_; fi(a)(g o Ry,)(b) onde Ry, é a multiplicacio
por b; a direita, donde A(f) € H° ® H'. Analogamente, mostramos que A(f) € H @ H°, e
portanto A(f) € H° @ H°.

Resta-nos ainda provar que, de fato, temos uma dlgebra de Hopf. Os axiomas de dlgebra
vem do fato de H° ser uma sub-dlgebra de H'; os axiomas de co-dlgebra sio mostrados
analogamente a proposicao 1.1.21; o fato do co-produto ser um morfismo de dlgebras sai
como consequéncia imediata da demontracao que o produto de convolucdo € fechado em H°
e € claro que ego € morfismo de dlgebras. E por fim, mostremos um dos lados do azioma da

antipoda sendo o outro andlogo, dada f € H® e {fi, gi}!, as fungdes correspondentes

(S @ id)A(f ZS fi)(agy)gi(a Zfz (a@)))gilawy) = f(S(aqy)a) =

=1
= f(e(a)1) = e (f)e(a)
ou seja #(S @ id)A(f) = eme(f)e = emo(f)1ae.

Exemplo 1.1.37 Considere a bi-dlgebra A = C(SL(2)) do exemplo 1.1.27 e defina uma

antipoda em A por
S(th) =t*  S(tla) =ty S(t*) =—t*  S(t%) =t4

que nada mais € que as coordenadas da matriz inversa. A propriedade da antipoda nada
mais vai ser que dizer que wma matriz vezes sua inversa € a identidade. Calculando, por

exemplo o azioma da antipoda em t'y temos
(S @id)A(tty) = Sttt + S(tlo)t?) = thit?y — thot?] = 1 = €(t)

,u(z'd & S)A(tll) = tlls(tll) + tlgs(t21) = t11t22 — t12t21 =1= E(tll).

Exemplo 1.1.38 Sejam g uma dlgebra de Lie e U(g) sua dlgebra envolvente. Vamos con-
struir uma estrutura de dlgebra de Hopf em U(g). Jd sabemos que U(g) é o quociente da
dlgebra tensorial T(g) que nada mais é que a dlgebra livre gerada por g. Entao podemos

definir A, € e S em g e verificar que 1(g) € um ideal de Hopf. Para x € g, defina
e(z) =0 Alz)=1®z+r®1 S(z) =—z
entao
(ARidA(z) =(ARid)(l®z+2z1)=101r+1®z@1+z01®1=

=(doA)(1®rz+r®1) = (id® A)A(x);

(e®id)A(z) = e(1)z + e(x)l =2 = le(x) + ze(l) = (id ® €)A(x);
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p(S®@id)A(x) = S(1)x + S(x)1 =0 =€(x)l = 1S(x) + x5(1) = p(id @ S)A(x)

dando uma estrutura de dlgebra de Hopf, em principio, para T(g). Vejamos o que acontece

com as relagoes que definem 1(g), para x,y € g temos
e(zy —yz) =0 = e([z,y));
S(zy —yz) = S(y)S(x) — S(x)S(y) = yz —xy = —[z,y] = S([z, y));
Alzy—yr)=(1@zr+2z1)1ey+yel)-(1y+ye)(1er+z®1) =
=1y +yRr+rxRy+ryR1l —1Qyur—zRQy—yRr—yr®1 =
=1 (xy—yz)+ (zy —yr) @1 =1 [z,y] + [2,y] © 1 = A([z, y])
o que mostra que I(g) € um ideal de Hopf e que U(g) é uma dlgebra de Hopf.

Exemplo 1.1.39 Considere a dlgebra A = Clx,y]/I onde I € o ideal gerado pelas relagoes
zy =1 eyxr =1. Em outras palavras temos que y = z~ ! em A. Vamos definir uma estrutura

de dlgebra de Hopf em A por
Alx)=z@z, A H=z'leoz™t, ez)=czt)=1 S@Et)=2aT"

Fazendo as verificagdes como no caso anterior ndao € dificil ver que as expressdes acima de
fato estao bem definidas em A. Note que essa dlgebra é uma sub-dlgebra densa na dlgebra de
fungoes de U(1) fazendo a identificagio de x com a fun¢ao f(z) = z. Diremos, entao que A

¢ a dlgebra de fungées coordenadas de U(1) e iremos denotd-la por Clz,z~1].

1.1.5 Par dual

A definicao seguinte é uma generalizacdo da dualidade entre dlgebras e co-dlgebras vistas no

coroléario 1.1.20, na proposicao 1.1.21 e no exemplo 1.1.36.

Definicao 1.1.40 Sejam H, A bi-dlgebras, dizemos que uma aplicagao bi-linear (,) : H x

A — K é um par dual entre H e A se vale
(h,1) =e(h)  (1,a) = €(a)

(h® g,Aa) = (hg,a) (Ah,a ® by = (h,ab)

para h,g € H e a,b € A onde estendemos a defini¢io de (,) para H® H — G® G definindo
nos geradores por (h ® g,a ® by = (h,a) (g,b). Dizemos que esse par é nao degenerado se
(h,a) =0 VYa € A implica h =0 e (h,a) =0 Vh € H implica a = 0.

Vale observar que a extensao de (,) para o produto tensorial nao é tao imediata porém

é feita de forma natural assim como os outros exemplos de aplica¢des no produto tensorial.
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Temos claramente que uma algebra de Hopf H e sua algebra Hopf dual H° possuem um
par dual dado pela avaliagao, (f,a) = f(a).

Proposicao 1.1.41 Se H e A sao dlgebras de Hopf e (,) é um par dual entre elas entdo
(S(h),a) = (h,S(a)) Yh € H Va € A.

Demonstracao. Na dlgebra Homy,(H ® A, K) considere as aplicagdes f,g,k: H® A — K
dadas por f(h®a) = (S(h),a), g(h®a) = (h,a) e k(h® a) = (h,S(a)). Entao

(fxg)(h®@a) = f(ha) ® aqy)ghe) @ a@) = (S(hay), aqy) (he), a@)) =
= <S(h(1)) (=) h(g), A(CL)> = <S(h(1))h(2), CL> = e(h) <1, a> = e(h)e(a) =1nKo €H®A(h & a).
Analogamente (g * k)(h ® a) = ng o egga(h ® a), ou seja, f =k que é o desejado. m

Proposicao 1.1.42 Se H e A sao bi-dlgebras e (,) € um par dual entre elas entdo I = {h €
H:(hya)=0Va€ A} eJ ={a€ A: (h,a) =0Vh € H} sdo ideais de bi-dlgebra de H e
A respectivamente. Se além disso H e A forem dlgebras de Hopf entdo I e J também sdo

ideais no sentido de dlgebras de Hopf.

Demonstracao. E suficiente fazer para um lado, sendo o outro analogo. Pela bi-linearidade
de (,), fica claro que I é um sub-espago de H. Dados g€ I, he Hea € A

(gh,a) = {(g® h,A(a)) = (g,aq)) (h,ag)) =0

<hgva> = <h®g,A(Cb)> = <h’a(1)> <g’a(2)> =0
ouseja u(I@ H+ H®I) =1,
€(9) = {9, 1) =0

ou seja €(I) = 0. Para ver que A(I) C I® H + H ® I, note que se considerarmos a aplicacao
T : H — A’ dada por T'(h)(a) = (h,a) entdo I = kerT e pelo lema A28 I H+ H®I =
ker(T ® T'). Uma vez que a inclusdo A’ ® A’ C (A ® A)’ independe da dimensao, podemos
pensar T ®T : H® H — (A® A). Entao para g € I, temos

(T@T)(Ag))(a®b) = (Alg),a @b) = (g,ab) =0

para a,b € A arbitrarios e portanto A(g) € ker(T ®T) =1 H+ H®I.
Se H e A sao algebras de Hopf e g € I, entao

(5(9),a) = {9,5(a)) =0 Vaec A
ouseja S(I)CI. m

Segue desta proposicao que se um par dual é degenerado, podemos deixéd-lo ndao degen-

erado tomando o quociente pelos ideais definidos acima.
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1.1.6 Moddulos sobre bi-algebras e algebras de Hopf

Queremos estudar o que a estrutura de algebra de Hopf nos permite fazer com o conceito de
modulo. Em particular, se o espago no qual a algebra de Hopf atua também possui uma certa
estrutura, estaremos interessados em modulos cujas operagoes preservem essa estrutura.

Nesta se¢ao H denotard uma bi-algebra e V um espago vetorial.

Defini¢ao 1.1.43 Dizemos que um par (V,¢), onde ¢ : HQV — V € uma transformagao
linear, € um H-mddulo a esquerda se sdo satisfeitas
1. g> (h>wv)=gh>v

2. 1>pv=w

para g,h € H ev € V e onde g>v = ¢(g @ v). Dizemos que ¢ € uma agdo de H
sobre V. Se (V,py) e (W, pw) sdo H-mddulos entdo dizemos que uma transformagdo linear
T:V — W éum H-homomorfismo, ou morfismo de H-mddulos , se T(h>wv) = hT(v).
Definimos uma estrutura de H-mddulo no produto tensorial V@ W por h > (v ® w) =
(h1y >v) @ (he) > w).

Quando nao houver confusao, iremos omitir a lateralidade do mdédulo assim como ja

fizemos na definigdo. Note que o corpo K é um H-mdédulo definindo h > A = e(h)A.

Definicao 1.1.44 Se V' € uma dlgebra, dizemos que (V, ) é um H-mddulo dlgebra a es-
querda se (V,@) for um H-mddulo de forma que a multiplicacao e a unidade em V sdo

morfismos de H-mddulos, ou seja, h > (viv2) = (h(1) > v1)(h@) > v2) e h>1=e(h)1.

Exemplo 1.1.45 (Agao adjunta a esquerda) Suponha que H seja dlgebra de Hopf e de-
fina ady, - H® H — H por h> g = h1)gS(h()), entio temos:

he> (g f) =ho (90)fS(92) = hay9q)[S(9:2))S(h2) = (hg) 1) fS((hg)2) = hg > [,
1>g= lgS(l) =g, h>1= h(l)lS(h(g)) = €(h)1,
he>(gf) = h)gfS(ha)) = hayge(hz)) FS(hs)) = haygS(hy)hea) fS(ha) = (ha) > g) (he)>9)-
Assim H torna-se um H-mddulo dlgebra.

Exemplo 1.1.46 (Agao co-regular a esquerda) Defina R* : H® H° — H° por hi> ¢ =

¢a) <¢(2), h> entao pode-se mostrar que H®° ¢ um H-mddulo dlgebra.

Definicao 1.1.47 Se V' é uma co-dlgebra, dizemos que (V,¢) é um H-mddulo co-dlgebra a
esquerda se (V@) for um H-mddulo tal que o co-produto e a co-unidade sao morfismos de

H-médulos, ou seja, (h>v)q1) @ (h>v)2) = (ha)y>v)) @ () >v(2)) ee(h>v) = e(h)e(v).
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Exemplo 1.1.48 (Acgao regular a esquerda) Defina L : H ® H — H como sendo a

multiplicacdo vista como sendo pela esquerda, ie, h > g = hg, entdo
hi> (g f)=he(9f) =hgf) = (hg)f =hg>f,  1>g=gy,

(h) B v()) @ (hiz) > o) = (hyv) ® (he)ve) =
= (hv)(l) (%9 (fw)(l) = (h > ’U)(l) & (h > U)(Q),
e(h>v) = e(hv) = e(h)e(v).

Logo H € um H-mddulo co-dlgebra com a multiplicacdo pela esquerda.

Exemplo 1.1.49 (Acgao co-adjunta a esquerda) Suponha H dlgebra de Hopf e seja ad* :
H®H® — H° dada por ht> ¢ = ¢y <S(¢(1))¢(3), h> entdao prova-se que H® é um H-modulo

co-dlgebra.

Embora tenhamos apenas trabalhado com moédulos & esquerda, as defini¢ées para modulos
a direita sao andlogas. Temos os exemplos de agoes regulares, co-regulares, adjuntas e co-
adjuntas no caso a direita similares ao caso a esquerda com algumas modificagOes necessarias

que sao imediatas dentro do contexto.

1.1.7 Co-mddulos

Nesta secao, dualizaremos o conceito de médulo para co-moédulo invertendo as flechas nos dia-
gramas comutativos assim como fizemos para co-algebras. A defini¢cao de co-médulo é o ponto
de partida do estudo de geometria nao-comutativa do ponto de vista de grupos quanticos.
Ao invés de termos um grupo agindo em um espago, teremos uma algebra de Hopf, que fara
o papel do grupo, co-agindo em uma &lgebra, que representa o espaco. O fato de quere-
mos trabalhar com essa dualizacao por trocas de flechas, vem do fato que a equivaléncia de
categorias entre uma sub-categoria dos espaco topolégicos e uma sub-categoria das algebras
dada pelo teorema de Gelfand-Naimark vem de um funtor contravariante.

Manteremos a notacao da segao anterior em que H representa uma bi-algebra e V' um

espaco vetorial.

Definicao 1.1.50 Dizemos que o par (V,Ar) onde A :V — V @ H é um H-co-mddulo a

direita se sdo satisfeitas
1. (id® A)ARp = (Ar ® id)A,
2. (id®e)ARr = id.

Chamamos a aplica¢ao A de co-ac¢ao a direita e denotaremos por Ag(v) = BORCRION
Se (W, Aly) € outro co-mddulo, dizemos que uma tranformagdo linear T : V. — W € um

morfismo de co-médulos se AT = (T ® id)Ag. Definimos uma estrutura de H-co-mddulo
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no produto tensorial por Ap : VoW — VW ®H dada por Ag(veow) = v @w® @uMw),
ie, Ap = (id ® id ® p)To3(Ap @ Af).

Para uma formalizacao da notagao de Sweedler para a co-agao ver a secao 2 do apéndice
B. Temos uma, estrutura natural de co-mdédulo no corpo K definindo Agr : K — K® H por
Ar(\) =A@ 1.

Definicao 1.1.51 Se V ¢é uma dlgebra dizemos que um H-co-mddulo (V,Ar) é um H-co-

mddulo dlgebra a direita se o produto e a unidade sao morfismos de H-co-mdédulos, ou seja,
(0) (1) _ ) (0) 10,,(1) (0) (1) _ 3

(v1v2)"Y) ® (V1v2)Y = v vy @y vy e (Iy)P) @ (1y)Y = 1y @ 1. Neste caso também

dizemos que (V, AR) é um espago qudntico a direita.

A nomenclatura de espago quantico vem de pensarmos em V' como sendo a algebra de
fungoes continuas (diferencidveis) de um espago topoldgico compacto X (de uma variedade
compacta) no espirito do teorema de Gelfand-Naimark, e co-acdo H como sendo dual a uma

acao de um grupo em X.

Exemplo 1.1.52 (Co-agao regular a esquerda) O co-produto A : H® H — H faz de
H um H-co-mddulo dlgebra a direita. As propriedades de co-mddulo sao as propriedades do
co-produto. E o fato de ser co-mddulo dlgebra vem do fato do co-produto ser morfismo de

dlgebras.

No proximo exemplo, construiremos uma co-agdo no quociente de uma &lgebra livre.
Terfamos que mostrar que se as propriedades de co-agao sao satisfeitas nos geradores no caso
em que V é uma algebra, entao elas valem em todo V. A demonstracao é feita da mesma

forma que o caso do co-produto e antipoda ja apresentados e nao sera feito aqui.

Exemplo 1.1.53 Sejam H = C(SL(2)) e V = Clxy1,22]. Defina Ap : V — V ® H por
Ap(z;) = 232‘:1 z;@t;, entdo como H é uma dlgebra comutativa temos que AR estd de fato

bem definida. Neste caso, temos que V' € um H-espago quantico a direita. De fato,

2 2

(id © A)Ag(z;) = (id @ A) Zx]®t => Y metheth=
k=1 j=1

2
= (A ®id) (Z T ® t’z> = (Ar ®@id)Ag(z;),

k=1
2
(id@ €)AR<$Z) = Zd® 6 Zx] ®t = Z.’L‘jéji = Z;,

e o fato da multiplicacdo e unidade serem morfismos de H-co-maodulos vem da construcgao.
Note que podemos pensar que V € dlgebra de coordenadadas de C?, e pensando num vetor

como uma matriz linha e numa tranformacao linear como produto de matrizes a direita,
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temos que esta co-ac¢do nada mais é que a dualizagio da a¢do de SL(2) em C2. Na prozima
sec¢do iremos generalizar este exemplo para um caso mais geral, o qual serd de fundamental

importancia no decorrer do trabalho.

Definigao 1.1.54 Seja (V,Ar) um H-co-mddulo a direita, dizemos que um elemento v €
invariante a direita se Ag(v) = v ® 1. Denotaremos os elementos invariantes de V' pela

co-agdo por VH.

Note que se (V,Agr) um H-co-médulo dlgebra, entao VH ¢ uma sub-dlgebra de V, de
fato se Ar(v) =v®1 e Ag(w) = w @ 1, entdo Ag(vw) = vV @ MW = pw @ 1.

Lema 1.1.55 Sejam (V,ARr) um H-co-mddulo e W um espago vetorial se x =Y v; @ w; €
VoW étal que (Ap ®id)(z) = > v; ® 1 ® w; entdo podemos reescrever v = ) v; @ w) de

orma que v, € VH para todo j.
i J

Demonstracao. Seja { f;}; uma base do espago gerado pelos w;. Escrevendo w; = j Nij i
entdo r = ) v;® f; onde v; = >, Aijv;. Note que (Ap®id)(z) = Y v;®@1® f;, mas também
(Ap®id)(z) = 3 Agr(vj) ® fj. Como {f;}; é L1, temos que Ag(v}) = v;®1 para todo j.

Podemos generalizar facilmente este resultado no caso de trabalharmos com W1 RV W5 e
estivermos aplicando id® Ar®id. Também, se (V, Ag) um H-co-médulo dlgebra e denotando
B = VH temos que V ® H é B-bimédulo fazendo b1 (v ® h)by = (bjvby) ® h e neste caso
Apg é um morfismo de B-bimdédulos vendo B como anel. Entdo o resultado se estende para
W1i®pV ®@pWs onde Wi é um B-moddulo a direita e Wo é um B-mddulo a esquerda. Podemos
utilizar a mesma demonstracao do lema neste caso pois a proposicao A.2.3 que se refere a
base do produto tensorial e suas conseqiiéncias continuam valendo neste caso, trocando ®

por ®pB.

Definicao 1.1.56 Seja (V,Agr) um H-co-mddulo a direita tal que V' seja uma co-dlgebra.
Dizemos que (V,ARr) é um H-co-mddulo co-dlgebra se o co-produto e a co-unidade de V
forem morfismos de co-mddulos, ou seja, (v(o))(l) ® (U(O))(2) @ o) = (U(l))(o) ® (v(g))(l) ®
()™ () e e (@)™ = ()1

Exemplo 1.1.57 (Co-agao adjunta a direita) Suponha H dlgebra de Hopf e defina Adp :
H — H® H por Adgr(h) = hy ® S(hqa))he) entdo H com esta co-agdo é um H-co-mddulo
co-dlgebra. De fato

(Adr ® id)Adgr(h) = AdR(h(z)) & S(h(l))h(g) = h(g) & S(h@))h(4) & S(h(l))h(5) =
= hey ® S(hay)ayhe) @ S(hay)@)hw = hey @ A(S(hay)hs) = (id © A)Adg,

(id ® €)Adr(h) = h)e(S(hayhs)) = e(hy)he(hs)) = h,

(A ®id)Adgr(h) = h(g) ® h(g) ® S(h(l))h(4) = h(2) ® h(4) ® S(h(l))e(h(g))h(g)) =
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= h(z) ® hz) ® S(h))ha)S(hay)he) = (id ® id @ p)T23(Adr ® Adr)A(h),
(e ®id)Adgr(h) = E(h(g))S(h(l))h(g) = S(h(l))h(g) =¢e(h)1.

Tal co-acao nos serd importante nos proximos capitulos, porém ndo estaremos interessados

de fato que esta co-acdo € compativel com a estrutura de co-dlgebra de H.

Assim como para agoes, embora tenhamos trabalhado com co-médulos a direita, podemos
trabalhar também com co-moédulos a esquerda fazendo as modificacbes necessarias. Em
particular a notagdo para uma co-acgao a esquerda serd de Ap(v) = v @0 e a CO-acao

adjunta a esquerda é dada por Adr(h) = h(1)S(h()) @ h(a).

Proposicao 1.1.58 Suponha que H é dlgebra de Hopf e que V seja um H-co-mddulo a
esquerda com co-ac¢ao dada por Ap, :V — HQV, entdo a aplicacdo linear Agr :V — VQQH
dada por Ar = (id ® S)TAL € uma co-a¢do a direita em V. Reciprocamente, se a antipoda
S ¢ inversivel, dado (V,AR) um H-co-mdédulo a direita, a aplicagio linear (S~ ®@id)TAR é

uma co-a¢ao a esquerda.

Demonstragiao. Em termos da notacio de Sweedler, temos A (v) = "V @0 ¢ Ag(v) =
v @ S(v(=V)).Segue que

(id @ €)Ar(v) = vOe(S((TY) = (v = y;

(id ® A)Ag(v) = v @ S(IY) 1) ® SW) g =00 @ S(Y) @ S(u?) =
= (Ar ®id) (0 @ S(WY)) = (Ag ® id) Ar(v)

como queriamos. Anélogo para a reciproca. ®

Proposicao 1.1.59 Sejam H dlgebra de Hopf, (V,Ar) um H-co-mddulo & direita de di-
mensao ﬁmta e{ei}", base de V. Considere os elementos {u’;}" ii=1 de H tais que Ag(e;) =
>.jej ®uli. Se {2}, € a base dual a {e;} para V* e H tem antipoda inversivel, entdio
A% V* = V*® H dada por Af(x') = > 27 @ S™H(u'j) € uma co-agdo a direita. Neste
caso a aplicagao de avaliagio av : V @ V* — K dada por av(v ® f) = f(v) € um morfismo

de H-co-mddulos a direita.

Demonstracao. Note que do fato que Agr é uma co-agdo, os elementos uij satisfazem
Aulj) = Y, uly @ uF; e e(uly) = ;. Agora, usando que S~! é antfpoda para H° temos
que
(id® ) AR(x") = Y a? @ (S (u'y)) = o
J
e também

(A% @ id) ANy (x Zx ® ST (W) @ STHuly) =
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= (id® A) <Zx ®57! )) = (id ® A)AR(a")

como desejavamos.
Pela linearidade das aplicagoes em questao, é suficiente mostrar para um monoémio da
formae; @z €e V@ V*

(av ® id)Ag(e; ® 27) = (av @ id) Z er @zl @uF ST Hw)) | =
k,l

_Zx (ex) ®u St Zl@u 51 )=1®6(Uji):

1®6i; =1® a7 (e;) = Ap(av(e; ® 27))

como desejado. m

1.1.8 *-Algebras de Hopf

Fixe K = C neste subsecao. Recorde que uma involucao num espaco vetorial complexo V é
uma aplicacio * : V — V que é conjugado linear, ie (\v1 +v2)* = Av} + v}, onde denotamos

*(v) = v* e tal que 2

= *. Note que se tivermos involugoes em V e W, entao temos uma
involugao em V @ W dada por (v ® w)* = v* ® w*. Além disso uma aplicagdo T': V — W é

dita um x-homomorfismo se T'(v*) = T'(v)* Yv € V.

Definicao 1.1.60 Uma dlgebra A com involugdo € uma *-dlgebra se (ab)* = b*a* Va,b € A.
Uma co-dlgebra C' com involucao € uma *x-co-dlgebra se o co-produto e a co-unidade forem
x-homomorfismos. Uma bi-dlgebra H com involugcao € uma *-bi-dlgebra se for uma x-dlgebra
e uma *-co-dlgebra. Finalmente, uma dlgebra de Hopf H com involugao € uma x-dlgebra de
Hopf se for uma *-bi-dlgebra. Dadas duas involucdes x1e %o em uma dlgebra de Hopf H,

dizemos que x1e *x9 sdo equivalente se existe um automorfismo de dlgebras de HopfT tal que

T(h*) = T(h)*.

No decorrer do texto, sempre que estivermos falando de involugao, fica subentendido que
o corpo em questao é o dos nimeros complexos. Note que em uma *-algebra temos 1* = 1.
Vejamos que a antipoda tem uma certa relagao de compatibilidade com a involugao no caso

de *-algebras de Hopf.

Proposicao 1.1.61 Seja H uma x-dlgebra de Hopf, entdo S o x oS ox = id. Neste caso
Sl =%0Sox.

Demonstracao. Pela proposigao 1.1.34 é suficiente mostrar que * 0.5 ox = S°. Temos que
para h € H

hiay (x 0 S 0 %) (hry) = (S(hfy)hiy))* = (e(h*)1)* = e(h)
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(+ 08 0 ) (h)haay = (B S(hi) )" = (e(B*)1)* = ()

como desejado. m

Proposigao 1.1.62 Seja H uma x-dlgebra de Hopf, entdo H® também € uma x-dlgebra de
Hopf com f*(h) = f(S(h)*).

Demonstragao. E claro que f* é um funcional linear. Se A(f) =>"", fi ® g; entdo

f*(hg) = f(S(hg)*) = F(S(h)*S(9)*) = Y fi(S(h)*)gi(S(9)*) = D f(M)g; (9)
=1 =1

donde f* € H® e A(f*) = A(f)". Também €(f*) = f*(1) = f(S(1)*) = f(1) =€(f) e

(F)7(h) = f*(S(h)*) = F(S(S(h))*) = f(R).

E claro que * é conjugado linear. Finalmente

(fxg)"(h) = (f * g)(S(h)*) = F((S(h)*)1))g((S(R)*)(2) = F(S(P2))*)g(S(hq1))*) = (g7+f")(h)
terminando a demonstracdao. m

Dadas duas -dlgebras de Hopf A e H, e um par dual (,) : H x A — C entre elas,
em vista da tultima proposicao, diremos que este par é um par de x-algebras de Hopf se
(h*,a) = (h,S(a)*) e (h,a*) = (S(h)*,a). De fato, precisamos impor apenas uma das

igualdades. Digamos que tenhamos apenas a primeira, entao

(h,a®) = ((n")",a%) = (h*, S(a*)*) = (h*, 571 (a)) = (S71(h*),a) = (S(h)*, a).

Dado V um espaco vetorial complexo, defina V' como sendo o espaco vetorial que coincide
com V como conjuntos e com multiplicacdo por escalares dada por A -v = Av. Como
a involugdo em uma dlgebra A é um anti-homomorfismo de 4lgebras entre A e A, para
construir uma involugao numa algebra livre, basta definir a involugao nos geradores. E para
um quociente de uma dlgebra livre, temos que verificar ainda que o ideal pelo qual a dlgebra

livre é quocientado é invariante pela involucao.

Exemplo 1.1.63 (Formas reais de algebras de Lie complexas) Dado V um espago ve-
torial complezo, o seu realificado VR € o espaco vetorial real obtido ao restringirmos o produto
por escalares em V para R. Seja g uma dlgebra de Lie compleza dizemos que uma sub-dlgebra
de Lie real go de g® é uma forma real de g se go € o conjunto dos pontos fixos de alguma
involugdo xq satisfazendo [X,Y]* = [X*0, Y*| VXY € g, ou equivalentemente, podemos
escrever g = gog @ i1go. Dada uma forma real em g, podemos definir uma nova involug¢ao *
em g por (xr +iy)* = —x + iy para x,y € go. Neste caso vale [X*,Y*] = [V, X]* VX,Y € g

donde podemos definir uma involugao em U(g) utilizando a propriedade universal da dlgebra
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envolvente com a aplicagao * : g —U(g)°P. E fdcil ver que neste caso U(g) torna-se uma

x-dlgebra de Hopf.

Exemplo 1.1.64 Em C(SL(2)) podemos definir uma involucdo por tf; = t;;. Neste caso
denotamos esta dlgebra por C(SL(2,R)). Podemos definir uma outra involug¢do em C(SL(2))
por (tij)* = S(tji), ou seja, (tll)* =12, (tlg)* = —tly, (t21)* =2 e (t22)* =t. Com

esta involugcdo temos que

C(SU(2)).

Defini¢ao 1.1.65 Sejam H uma *-dlgebra de Hopf e (V, ARr) um espago quintico a direita
sobre H. Dizemos que (V,AR,*) é um x-espagco quantico a direita sobre H, se x é um

involugdo sobre V' tal que A € um *-homomorfismo.

Exemplo 1.1.66 Seja V = Clz1,x2] a dlgebra polinomial em duas varidveis. Jd vimos que
V' é um C(SL(2))-espago quantico a direita com Ag(z;) = 25:1 z; @ tV;. Definindo uma
involugcao em V' por x] = x1 e x5 = x2, temos que V é um x-espago quantico a direita sobre
C(SL(2,R)).

1.2 A construcao FRT

Nesta secao, iremos mostrar a construgao feita por Faddeev, Reshetikhin e Takhtajan [18§]
para achar deformagoes de grupos de Lie. Mas antes, precisamos do conceito de estrutura

quasitriangular e co-quasitriangular. Seguiremos a exposicao de [27].

1.2.1 Estruturas quasitriangular e co-quasitriangular

Estamos interessados em estudar algebras de Hopf que nao sao necessariamente co-comutativas

mas de forma que 7 o A é dado por uma conjugacao de um elemento inversivel.

Definicao 1.2.1 Uma bi-dlgebra H € dita ser quasitriangular se existe um elemento in-
versivel R € H ® H tal que:

1. ToA(h) = RA(h)R™! Vh € H;
2. (A ®id)(R) = Ri3Ra3;
3. (id @ A)(R) = Ri3R12;

onde se R = Zz a;®b; entao Ri3 = Zz a;Q1R®b;, R1o = Zz a;Qb;R1 e Rog = Zz 1®a;®b;.
Tal elemento R chama-se matriz R universal, matriz R ou matriz universal.
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Proposicao 1.2.2 Seja H uma dlgebra de Hopf quasitriangular com matriz universal R.

Entao sao vdlidas as sequintes relagoes
1. (e®id)R=(id®€)R =1;
2. (S®id)R=R™;
3. (id® S)R™' = R;
4. (S®S)R=R;
5. RiaR13R23 = RogRi13R12 (Equagdo de Yang-Baxter).

Demonstragao. 1. Aplicando (e ® id ® id) em ambos os lados da igualdade 2 da defini¢ao

1.2.1 temos de um lado
(e®id®id)(A®id)R = (id®id)R =R
e por outro lado, escrevendo R =), a; ® b;
(e®id ®id)(Ri13Ra3) = »  e(ai)a; @ bib; = (e @ id)(R).R
1,J

e como R é inversivel, multiplicando por R~! pela direita temos (e ®id)R = 1. Andlogo para
a outra igualdade.

2. Basta aplicar (¢ ® id)(S ® id ® id) na igualdade 2 da definigdo 1.2.1 e proceder como
no caso anterior.

3. Temos que
1211=(idoA)(1®1)=(id® A)(RR™') =

= (id ® A)(R)(id ® A)(R™") = RizRiz(id ® A)(R™)

donde (id®A)(R™Y) = (R12) ' (R13)~!. Analogamente temos (A®id)(R™!) = (Ro3) 1 (Ry3)~ .
Observando que (R7!);; = (R;;)~! para 1 <i < j < 3, chegamos que R~! é uma matriz

universal para a bi-dlgebra H°P. Portanto, escrevendo R~ = > ®d; e utilizando 1 temos

1= (idoe)R™ = (idop)(id®id® S) (id@ A)R™* = (id® p)(id®id® S) (R~ )12(R™1)13) =

=(idep) [ > aa@di®S(d) | =R (ide S)(R™)
k,l

donde segue que (id® S)R™! = R.
4. Aplicando 2 e 3 temos (S ® S)R = (id® S)(S®id)R = (id® S)R™! = R.

5. Utilizando as propriedade da matriz R temos:

Ri9R13Ro3 = Rlz(A &® Zd)R = (7‘ oA ® id)(R).ng = (7‘ &® Zd)(A &® id)(R).Rlz =
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= (7T ®1id)(R13R23).R12 = Ra3R13R12

onde na segunda igualdade utilizamos a propriedade 1 de 1.2.1em Ris = R® 1. =

Lembre-se que se uma algebra de Hopf é co-comutativa entdo S? = id conforme a
proposigao 1.1.33. No caso de uma algebra de Hopf quasitriangular este fato s6 é verdade se
1®1 for uma matriz universal, no entanto, podemos que mostrar que S? é um automorfismo
interno de H. Em particular teremos que a antipoda serd inversivel e portanto, quando
supusermos em algumas partes do préximo capitulo que a antipoda é inversivel, estaremos

trabalhando com uma classe muito grande de exemplos interessantes.

Proposicao 1.2.3 Seja H uma dlgebra de Hopf quasitriangular com matriz universal R.
Entdo u := p(S ® id)7(R) tem inversa dada por u=' = p(id ® S*)7(R). Temos ainda que

uS(u) = S(u)u € um elemento central e sao vdlidas as igualdades
S%(h) =uhu™' e ST (h)=u"'hu
para h € H.

Demonstracao. Denote R por R = ), a; ® b;, entdo u = ), S(b;)a;. Primeiro, vejamos
que S%(h)u = uh. Utilizando a primeira propriedade da matriz universal obtemos Ri2(A ®
id)A(h) = (1 o A ® id)A(h)R12 0 que pode ser reescrito como:

Zazh(l)@)bh()@h Zh ya; @ hybi @ hyz).

Aplicando id ® S ® S? em ambos os lados da igualdade e multiplicando na ordem inversa

obtemos de um lado

> " 5%(hz))S(bihez))aihay = Y S(h)S(h)))S(bi)aihqy =

- Zs(e(h@))l)s(bz‘)aihu) =uh

e por outro lado
> 8%(hs)) S (haybi) bz a; = ZSQ ie(hy)ai = S*(h)u

donde S?(h)u = uh Vh € H. Seja v = p(id @ S*)7(R) = . b;5%(a;) e vejamos que de fato
v=u"'. Escreva R™! =Y ¢; ® d;. Utilizando as relagdes (S® S)R=Re (S®id)R=R!

da proposicao anterior temos

v = ZbiSQ(ai)u = Zbiuai = Z b S (by)aga; = Z S(b;)S(br)arS(a;) =
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= S(d)S(br)ac; =Y S(brds)akc; = 1
: o

onde usamos que

All)=1®1= RR™' = Zakcj ® byd;.
7.k

Similarmente
uY = Z:ubiSQ(az Z 52 u52 (a;) Z S(bi)uS(a;) Z byua; = 1.

Segue que S?(h) = uhu~!

Agora, note que para h € H, temos
h = uhu™ u = S%(u™1)S?(h)S?(u) = S% (v hu)

donde H = S(H). Portanto para mostrarmos que S(u)u é central, é suficiente mostrar
que ele comuta com elementos da forma S(h). Aplicando S na igualdade S?(h)u = uh
temos S(u)S3(h) = S(h)S(u) donde S(u)uS(h)u~! = S(h)S(u) e portanto S(u)uS(h) =
S(h)S(u)u. Utilizando o fato de S(u)u ser central com u, obtemos uS(u)u = S(u)uu o que
implica que S(u)u = uS(u).

Finalmente, defina T : H — H por T'(h) = u='S(h)u e vejamos que T = S~!, de fato

ST(h) = S(u~tS(h)u) = S(u)S*(h)S(u™') = S(w)uhu ' S(u™') = hu ' S(u™1)S(u)u=h
TS(h) = u 'S?*(h)u = v uhu™u=h
concluindo a proposicao. m

Vamos agora dualizar a nocao de estrutura quasitriangular. Mas antes precisamos de um

lema para justificar a notacgao.

Lema 1.2.4 Seja H uma dlgebra de Hopf e veja H' como uma dlgebra de acordo com o
coroldrio 1.1.20. Entao H' age em Lin(H, H) a direita e d esquerda por T * f = (T ® f)o A
ef*T=(f®T)oA respectivamente.

Demonstracao. A demonstracio é andloga & da proposicao 1.1.19, lembrando que a unidade

da dlgebra H' é exatamente a co-unidade. m

Definicao 1.2.5 Dizemos que uma bi-dlgebra H € co-quasitriangular (ou quasitriangular
dual) se existe uma aplicagao linear r : H @ H — K inversivel por convolu¢ao, com inversa

denotada por T tal que para a,b,c € H:

1. poT=r*xpux*xt, ie, ba = r(a(l) & b(l))a@)b(g)f'(a@) ® b(3)),‘

2. r(p®id) = r13 * T3, ie, r(ab®@ c) = r(a ® c1))r(b @ c(9));
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3. r(id ® p) = r13 * r12, i€, r(a ® be) = r(a) @ c)r(ap) ®b);

onderi2(a®b®c) =r(a®b)e(c), riz(a®@b®c) =r(a®c)e(b) eras(a®b®c) =r(b@c)e(a).

A aplicacdo r € chamada de forma r universal, forma r ou forma universal.

Nao ¢ dificil verificar que se H e K sao duas bi-dlgebras com um par dual e se K ¢é
quasitriangular com matriz universal R entdao H é co-quasitriangular com forma universal

dada por r(a ® b) = (a ® b, R).

Proposicao 1.2.6 Seja H uma dlgebra de Hopf co-quasitriangular com forma universal r,

entao para a,b € H sdo vdlidas:
1. r(1®a) =r(a®1) = e(a);
2. r(S(a)®b) =T(a®Db);
3. r(S(a) ® S(b)) =r(a®b);
4. T(a®S8(b)) =r(a®b);
5. Irig * I3 * I'og = I'9g3 x '3 * I'19.

Demonstracao. 1. Utilizando a inversa de convolugao de r e o item 2 da definicdo de

co-quasitriangular temos
r(l®a) = 6(@(1))1‘(1 ®CL(2)) = F(1®a(1))r(1®a(2))r(l®a(3)) = F(1®a(1))r(1.1®a(2)) = ¢(a)

e analogo para o outro lado.

2. Temos que
r(S(aq)) ® bay)r(a) ® bz)) =r(S(a))ap) ®b) =c(a)r(l®b) = (c®@€)(a®Db)

ou seja r(S(a) ®b) é o inverso de convolugao de r. Pela unicidade da inversa temos r(S(a) ®
b) =T(a®b).

3. Temos que
r(S(agy) @ S(bay))T(ap) ® be)) = r(S(an)) ® S(ba)))r(S(a@) @br)) =

=r(S(a) @ S(ba))be)) =r(S(a) ® 1)e(b) = (e®€)(a @ b)

e novamente pela unicidade da inversa temos r(S(a) ® S(b)) = r(a ®b).

4. Segue imediato de 2 e 3.

5. Podemos reescrever o item 1 da definicdo de co-quasitriangular por po7*r =r % u,
ou aplicando num elemento a ® b, temos b(yya1)r(a2) @ bz)) = r(a@) @ b(1))a)be). Segue

que

rig*ri3*xro3(a®@b®c) = r12(a(1) & b(l) ® C(l))r13(a(2) 0y b(g) ® 6(2))r23(a(3) 0y b(3) ® 0(3)) =
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= r(a(1) ® by)r(ae) ® c))r(b2) ® c2)) = r(an) @ by)r(a@)be) ®c) =
= r(r(a@) ® by)a@)be) @ ¢) = r(bnyan)r(ag) @ ba)) @c) =
= r(bya) @ c)r(agp) ® b)) = r(b) @ cy)r(an) @ c))r(a@) @ be)) =
=To3xT13*Tr2(a®b®c)

como desejado. m

Assim como no caso de algebra de Hopf quasitriangular, a antipoda de uma &dlgebra de

Hopf co-quasitriangular também se comporta bem e em particular é inversivel.

Proposicao 1.2.7 Seja H uma dlgebra de Hopf co-quasitriangular com forma universal r.
Defina funcionais lineares f e f em H por f(a) = r(aqy @ S(ae))) e f= t(S(an)) ® az))
para a € H, entdo fxf = f+f =€ em H'. Além disso a antipoda de H ¢é inversivel e

satisfaz S*(a) = (f xid * f)(a) e S™'(a) = (f * S * f)(a).

Demonstragao. Utilizando o item 1 da definigdo 1.2.5 temos

fl@)l =r(an) ® S(ap))l =r(ap) @ S(aw)))ae)S(as) =

Segue que

Fla@))S*(a@)) = S*(aw)S(ag))aq) flaw) = Slag Slaw))aq) f(a@) = aq)flag)- (1.6)

Desta igualdade e das relagoes da proposigao anterior, temos

(Ff)(a) =F(S(ap)) ®a@) flag) = F(S(an) ®ae flaz)) = F(S(an) @ fa@) S (a@)) =

=r(S(aq)) ® S(ag))) f(a@) = rlan) ® a@m)) flawe) = rlaq) @ ayg))r(ag) @ S(ag))) =
=r(ap) ® S(a@)am) =r(a®1) =€)
e analogamente (f * f) (a) = €(a). De f * f =€ e (1.6) temos

flay)a@) fas) = flaq)) flae)S®(as) = S%(a)
ou seja, S? = f xid * f. Esta tltima igualdade pode ser reescrita como S? x f = f id, ie,
S*(a@)) flaw) = flaqy)a@). (1.7)

Defina agora T'= f * S * f. De (1.6) e f * f = € temos

T(a@))amy = fla@)S(a@)flaw)aa) = S(ag) flaw) flaq))S*(aw) =
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= S(S(ag))am) f(aq) flaw) = flaqy)fla@)l = €(a)l.

Analogamente usando (1.7) e f * f = € mostramos que a@)T'(any) = €(a)l, ou seja, T é

antipoda de HP. Segue da proposicio 1.1.34 que T = S~!. m

1.2.2 A construcao FRT da bi-dlgebra A(R)

Nesta sub-secao, consideraremos K = C por simplicidade, j4 que estamos interessados em
deformacoes da &dlgebra de funcoes complexas de grupos de Lie. Utilizaremos também a
notacao de Einstein que soma indices repetidos, um em cima e outro embaixo, por exemplo

vlej =), v'e;.

Teorema 1.2.8 Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita e R:VQV -V &V um
isomorfismo. Entao existe uma bi-dlgebra A(R) e uma aplicagdo Ag 1V — V @ A(R) tal
que V' seja A(R) co-mdédulo a direita e R seja morfismo de co-mddulos a direita em V @ V.
Além disto, A(R) tem a propriedade universal que se existir A bi-dlgebra e 6p: V - V@ A
tal que V' seja A-co-méddulo & direita e R seja morfismo de A-co-médulos, entio existe unico
morfismo de bi-dlgebras T : A(R) — A tal que 6r = (id ® T)AR.

Demonstracao. Seja {e;}; base de V e sejam {Rfjl};fjk’l:l os coeficientes da matriz
de R na base {e; ® e;}}';_;, e, eles sdo tais que R(e; ® ¢;j) = Rfjl(el ® er). Considere a
dlgebra livre gerada por {t';}7',_; denotada por C{t’;} e use a proposi¢do 1.1.26 para criar
uma estrutura de bi-dlgebra por A(t';) = t @ t*; e €(t;) = d;;. Além disso, conforme
mencionada na subsegao 1.1.7, podemos definir uma co-agdo Ag : V. — V ® C{t';} por
A r(e) = e, ® t*;. Queremos impor também que R seja morfismo de co-médulos em V @ V.
Assim, construiremos uma nova bi-algebra que permita que seja satisfeita esta condicao.

Temos por um lado
Ar(R(e; @ ¢;)) = AR(Rf”;el Rep) =€, Deg® tpltquZl (1.8)
e pelo outro lado

(R®id)Ag(e; ® ej) = R(ep ®e;) ® tkitlj =e, Qe ® R%’tkitlj. (1.9)
Subtaindo (1.8) de (1.9) temos

(R®id) AR — Ago R)(e; ® €5) = €, ® eq @ RItF;t; — 17119, Ry (1.10)
o que nos induz a definir o ideal bi-lateral de C{#';}

I= <R§$tkmtln - tfltikR’;in>

tomando o cuidado para nao confundir o indice n com a dimensao de V. Entao A(R) =

C{t';}/I é uma 4lgebra. Temos que mostrar também que I é um ideal de co-dlgebra. Para
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o co-produto temos
A (Rt = 0 RE, ) = REE @ oty — 0,0, @ 1 Y, =
= Rtk ptlg @ Pty — It REL @ (7,09, + ¢t @ RELP 1%, — 007y @ ! gt*, PG =
= (Bt g — it RE ) @ty b0 0 (RS o, — t %, R ) € TRC{E ) +C{j} 01
donde A(I) C I ® C{t';} + C{t';} ® I; e para a co-unidade
¢ (thkmtln - tj,tika;ﬁn) = RYGpmOm — 00 REL, = R — R =0

donde €(I) = 0 e de fato I é um ideal de co-algebra. Segue que A(R) é uma bi-dlgebra. Nao
é dificil verificar que se definirmos Ap : V — V ® A(R) por (id ® 7)Ag, onde 7 é a projecio
canénica de C{t';} em A(R), temos que V é um A(R)-co-médulo & direita. Além disso, por
construcao temos Ago R = (R® id) o Ag.

Suponha, agora, dado uma bi-dlgebra A e dr : V — V ® A uma co-acio & direita tal
que 0o R = (R®id) o dr. Seja {ukl};‘kzl C A o conjunto dos elementos definidos por
dr(e;) =€ ® u¥;. Note que para que dr seja co-agdo temos que esses elementos satisfacam
A(u'y) = u'y @ u¥j e e(u';) = 8;;. Defina T : C{t';} — A por T(t';) = u'; morfismo
de algebras pela propriedade universal de (C{tij} e mostremos que também é morfismo de

co-dlgebras

A(T(#) = Auly) = vy @by = (T D)y © ) = (T o T)A()

e(T(t')) = e(u'y) = bij = e(t'5).
Por uma igualdade similar a (1.10) usando a hipdtese 0gr o R = (R ® id) o i chegamos a

Rklukmuln = uu’ kR donde
= nig k4l i i pkl ij .k i i pkl
T(Rk]lt mt n — t]ltlkRm ) Rk]lu mu n — ujlulkRmn =0

ie, T(I) = 0 e portanto podemos bem definir T : A(R) — A por T(t';) = u';, que é morfismo
de bi-dlgebras satisfazendo dr = (id ® T)ARr. A unicidade estd garantida pelo fato que se
6r = (id® T")AR entdao T'(t';) = u'j. m

Teorema 1.2.9 Nas condi¢des do teorema anterior, suponha que R satisfaca a equacao de
Yang-Bazter (R®1id)(id® R)(R®id) = (id® R)(R®1id)(id® R). Entdio A(R) tem estrutura

co-quasitriangular definida por R.

Demonstragao. Primeiro definamos ¥ : C{t';}@C{t;} — C por F(1®t!;) = F(t';®1) = &;5,
f'(tij ® th) = R e estendido para o produto pelas condigoes 2 e 3 de 1.2.5. Utilizando a

equacao de Yang-Baxter para R, vamos achar uma relagdo entre os elementos da matriz
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{Rz i ki=1- Temos por um lado
(R®id)(id® R)(R®id)(eq ® e ® €.) = (R®id)(id ® R)(RVe, ® ep @ e.) =

= (R®id)(R[Ryieq ® s @ er) = RUI R Ry (e, @ e, @ €)

e por outro lado
(id® R)(R®1id)(id ® R)(eq ® e @ €.) = (id @ R)(R ® id)(Rjle, ® eq ® €p) =

= (id ® R)(RyIRyses ® e @ €p) = RyIR,I Ry (es @ ey @ €,) = Ryt Roy Ry (ey @ e @ €;)

ou seja temos

RPURISRYY — RMRSYRY (1.11)

aq="rp aq~"sp

para quaisquer a,b,c,s,z,y. Pelo lema A.2.8, para mostrarmos que T desce para A(R),
temos que mostrar que ¥(I @ C{t';}) = F(C{t';} ® I) = 0. Primeiro observe que (I @ 1) =
r(1® I) = 0 e utilizando as condigbes 2 e 3 de 1.2.5, vemos que resta-nos apenas mostrar
que f'(IZﬂ;n QtPy) =T(tP; ® I;,jm) = 0 onde denotamos Ifgn = thkmtln — tjltikRﬁfm. Temos
que

F(ROE bl — 1 R @ 1P) = RIF(tF b, @ 17,) — #(t,t'), @ tP,)RE, =

= Ry Rt Ry — R RY Ry = 0

mr+ing q

onde a tltima igualdade sai de (1.11) reinterpretando os indices; e
F(tP, @ RItE b, — 910 REL ) = RIOF(1P, @ tF,,1!,) — #(tP, @ t,t° ) RE, =

= R} RILRIY, — RE RIIRM, =0

rntlqgm ql

onde novamente a ultima igualdade segue de (1.11).

Portanto temos uma aplicacdo r : A(R) ® A(R) — C que satisfaz 2 e 3 de 1.2.5 por
construgao. Temos que mostrar que r é inversivel por convolugao e que satisfas a condigao 1.
Por hipétese R é inversivel e é facil ver que R~! satisfaz a equacdo de Yang-Baxter e portanto,
procedendo como acima, temos bem definida ¥ por F(t'; ® tf;) = (R*1)§§, rlety) =
r(t'; ® 1) = d;; e estendido para o produto por 2 e 3 de 1.2.5. Temos que mostrar que T de

fato é inversa de convolucao de r. Mostremos que
(rx7)(a®b) = r(a(l) & b(l))f'(a(g) ® b(g)) = ¢e(a)e(d) (1.12)

por indugao nos graus dos monoémios a e b (aqui estamos abusando as nogoes de grau e
mondmio para A(R)). Se o grau de a ou b é zero é imediato, por exemplo r(a() ® 1)F(a@) ®

1) = e(aq)e(a)) = elapye(ag))) = €(a). Se os graus de a e b sao ambos 1 entdo supondo
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a = tij e b= t*; temos
(e 5) (8 @ t51) = r(t), @ tF)F(?; @ 19) = RIE(RTVP = 65500 = e(t'))e(t")).

Agora suponha que (1.12) seja valido para pares (a,b) onde os graus de a e b sdo menores
que um determinado n mostremos que vale para (a,bc) onde o grau de ¢ também é menor
que n. Note que pela defini¢ao do co-produto podemos escolher os ”elementos”a(q) € a() do

co-produto com graus menores que n, de forma que temos
(r*7)(a®bc) = r(a(l) & b(l)C(l))f(a(g) & b(g)C(g)) =

= r(aq) ® c)r(ae) ® bu))F(ag) @ be)E(aw © cm)) =
= r(ag) ® c))e(az))e(b)T(ag) @ cz)) = €(b)r(a) @ cq))T(ag) @ c)) = €(a)e(be)

e para o par (ab,c)
(r=+T)(ab® c) = r(a@)bay @ c))Tlap)be) ® cg)) =

= r(ag) @ c))r(ba) @ ¢2))T(ba2) @ c(3))F(ag) @ ¢(g)) =
= r(a(l) X c(l))e(b)e(c@))f(a(g) ® C(3)) = e(ab)e(c).

Analogamente mostramos que T *r = € ® € donde T é o inverso de convolugao de r.

Resta-nos mostrar a condi¢ao 1 de 1.2.5, ou reescrevendo de maneira mais apropriada

r(a() @ bay)ae)be) = bayamrae) @ b)) (1.13)

Iremos fazer de maneira analoga a mostrar a inversa por convolugao. Para a ou b de grau

zero, (1.13) segue imediato do axioma da co-unidade. Facamos agora para a = t'; e b =t
r((t'5) (1) © (1)) (') @) (1) ) = v(tp @ 5P 1% = Ryet?jt% = t* ' RET =

= tFptlar(t?; @ t9) = (t*) 1y (t'5) (yr () 2) @ (1) (1))

Finalmente suponha que (1.13) seja valido para pares (a,b) onde os graus de a e b sao
menores que um determinado n mostremos que vale para (a, bc) onde o grau de ¢ também é

menor que n
r(a1) ® bayc(r))ae)be)ce) = rlan) ® cq))r(ae) ® ba))as)be)ce) =

= bayr(a) @ cayae)ce)ras) ® be)) = baycayan)r(ae) @ ¢@e))r(as) @ b)) =
= baycyamr(ae) ® be)ce)

e analogo para o par (ab, c), donde segue o teorema. m
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Corolério 1.2.10 Nas condi¢oes do teorema anterior, a aplicagio p™ : A(R) — M,(C)
dada por pt(t';)P, = r(t'; ® tP;) é uma representacio de A(R) em M, (C) denominada
representacao fundamental de A(R).

Demonstragao. Calculemos
PPt () g = 2ty @ )t @ 7g) = x(t'th @ 7g) = p* (¢ )P,
donde segue o resultado. m

Exemplo 1.2.11 1. Considere os elementos Rz = 525{ entao

R(e; ®ej) = Rffjlel Rep = 5;"’5;61 ®ep=¢e; Qe

ou seja R =71. As relagoes de A(R) dadas por thkmtln = t/t', RM . sdo evatamente
thnt! n =tV t'y, ou seja A(R) = C[tY].

2. Sejam RZ = 6}6?; entao
R(e; ®ej) = Rf}el Qe = 5?5§el ®er=¢€ ®e;

ou seja R = id e as relagées implicam t',t7,, = t',t), donde A(R) = C{t\;} ¢é a

dlgebra livre gerada pelos t';.

A motivagao para a escolha das matrizes R dos préximos exemplos vem do estudo das
algebras de Drinfeld-Jimbo e suas representagoes, o qual nao faremos aqui uma vez que
foge muito do escopo deste trabalho. O determinante quantico, que aparecera nos préximos
exemplos e que nos dard a impressao de serem definidos ad-hoc, serd discutido na préxima
sub-secao nao com todos os detalhes.

Para simplificarmos um pouco as contas a seguir defina R=r1o0o R, ou em coeficientes,
]A%Z]l = Rﬁ.Deﬁna também t = (tij), ti =t® 1, ety = I, ®t onde I,, é matriz identidade
de dimensao n. Note que podemos reescrever as relagoes da bi-dlgebra A(R) matricialmente
por

Rtito =tot; R ou  Rtity = titoR (1.14)

Exemplo 1.2.12 (Algebra de coordenadas de M,(N)) Fize ¢ # 0, N = dimV e seja
R}Lcjl = R{;l = ¢% kOt (q—q 1)650:kH(j —i) onde H € fucio de Heaviside dada por H(i) = 1
sei>0eH()=0sei<0. A bi-dlgebra A(R) dada por esta matriz R é chamada de dlgebra
de coordenadas do espago matricial quintico My(N), denotada por O(My(N)). Por exemplo,

para N = 2 temos

q 0 00
. 0 g—qg ' 1 0
o q—q

0 1 00

0 0 0 ¢
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thy thy 0 0 thy 0 thy 0 thitty  tlatly thitly thotly
N 21t 0 0 0 thh 0 th _ 2ttt 2ithy tAatl,
0 0 thy thel|t)r 0 35 0 thit?y that?y tht?y thot?y
0 0 3 t% 0 t*3 0 t% 212 t2t2 2t tAat?,

ou seja as relagoes sao dadas por

q 0 0 0 tlltll tlgtll tlltlz tlgtlg
0 q—q 1 1 0 t21t11 t22t11 t21t12 t22t12 N
0 1 0 0 | thit?y that? t1it3e that?y
0 0 0 q t21t21 t22t21 t21t22 t22t22
tlltll tlgtll tlltlg tlgtlg q 0 0 0
. t21t11 t22t11 t21t12 t22t12 0 q— q_1 1 0
thit?y that?y tht?y that’y | | 0 1 0 0
t21t21 t22t21 t21t22 t22t22 0 0 0 q
ou ainda denotando Ay = q — g
gt'ith gtathy gt'itts gtlatts
)\qt21t11 + it )\qt22t11 + th9t?y )\qt21t12 +tht?, )\qt22t12 + tl9t?y _
21t 2ot 21ty t2ot1y
qt?1t% qt?at? qt?1t?, qtat?s
qtlltll /\qtlgtll + tlltlg tlgtll qtlgtlg
| atutts Aottty 2ty qt?atts
qt11t21 /\qtlztzl + t11t22 t12t21 qt12t22
qt?11%1 At2at? + 212y 2917 qt?at?y
que se reduz as sequintes seis relacoes
thot'y = gt'1tty, ittty =gttty et =ttt
oty = qt'ot?s, 3ot = qt*1t%, oty — thitPy = (g — g~ t'at*y.

Exemplo 1.2.13 (Algebra de coordenadas de SL,(2)) Da idltima relagio do iltimo ex-
emplo temos t2ot! — gtlat?] = t11t%y — ¢ 1t19t?1. Denotaremos este elemento por D, que €
chamado de determinante quéantico para a bi-dlgebra O(M4(2)). Ndo é dificil verificar que
A(Dy) = Dy ® Dy e €(Dy) = 1, donde seque que I = (Dg — 1) € um ideal de bi-dlgebra, de
fato para a,b € O(M,(2))

A(a(Dy—1)b) = A(a)(Dy®@Dy — 1@ 1)A(D) = A(a)(Dy@Dy—Dy®14+Dy@1— 12 1)A(b) =

= A(a)(Dg ® (Dg —1))A(b) + A(a)((Dg — 1) @ 1)A(b) € I @ O(My4(2)) + O(My(2)) @ 1.
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Denote o quociente por O(SLy(2)) = O(My(2))/1 e note que podemos definir uma antipoda

no quociente por
S(th) =t%,  S(tha) = —¢'t'e,  S(t*) = —qth,  S(t%2) =th
por exemplo
(S @id)A(t'y) = S(t)thy + S(tha)t?) = t%att — ¢ Htlatty = D, =1 = e(thy),

ou seja O(SLy(2)) € uma dlgebra de Hopf, a qual serd chamada de dlgebra de coordenadas
do grupo qudntico SLq(2). Em alguns exemplos também iremos escrever a,b,c,d no lugar

de tll, tlg, t21, 29 respectivamente.

Exemplo 1.2.14 (Algebra de coordenadas e O,(N)) Fize ¢ #0 ¢ N = dim V. Defin-
imos i' = N + 1 — i, os nimeros p; por p; = %—i sei < i epy = —p; sei >1,a
matriz C = (C;) por C;- = 0,7 " notando que ele € idempotente, a matriz K = (K;gl) por
KZ = C;C{g e finalmente R por

Ry = R} = q® %" 5361+ (g — g~ )H(i — k) (8600 — Kiy).

Do estudo de representagoes da dlgebra de Drinfeld-Jimbo [27] vemos que R satisfaz a

sequinte rela¢ao

R=C (Rt = CG(RYHRC! (1.15)

onde ¢y =C® Iy, Co = In®C ety, to representam as transpostas com respeito ao primeiro
e seqgundo fator tensorial respectivamente por exemplo (A ® B)"t = A' ® B. Aplicando t,
na relagdo Rtito = tot1 R dada em (1.14) temos (t') Rty = to R (tY)1. Mas da primeira
igualdade de (1.15) temos R"' = CflR_lCl donde (tt)1CI1R_1C1t2 = tQCIlR_1C1(tt)1.

Multiplicando esta ultima igualdade por t1Cy pela esquerda e por Cl_ltl pela direita temos
(tCt'CY) R Moty = tito R™H(CHIC M),

mas de (1.14) temos que R tot; = t1toR™'. Comparando as duas iltimas tgualdades no

sugere impor tCt!C~1 = Iy = Ct!C~'t. Por essa razdo heuristica iremos definir o ideal
I=(tCt'C ' — Iy, Ct'Ct —Iy).

Denotaremos a dlgebra quociente por O(Oy(N)) = A(R)/I e pode-se mostrar [ver Klymik]
que I é um ideal de bi-dlgebra e O(O4(N)) tem uma antipoda dada por S(t';) = qi~Pit? ;.

Denominaremos O(Oq(N)) de dlgebra de coordenadas do grupo quantico Oy(N).

Exemplo 1.2.15 (Algebra de coordenadas de SO,(3)) Para N = 3 no exemplo ante-



CAPITULO 1. NOCOES DA TEORIA ALGEBRAS DE HOPF 43

rior temos
0 0 g 1/?
C=10 1 0
¢\ 0 0
q 0 0 0 0 0 0 00
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 g ! 0 0 0 0 00
0 g—q! 0 1 0 0 0 00
R=1|0 0 q 32 — ¢1/2 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 00
0 0 (¢g—gHl—=qgt) 0 ¢*2=¢"> 0 ¢! 00
0 0 0 0 0 g—q¢' 0 10
0 0 0 0 0 0 0 0 g

Definimos o determinante quantico por Dy = tht29t33 + (¢ + ¢®)that?st3] — (1 + @)t 12535 —
*tist?5t31.  Novamente verifica-se que A(D,) = Dy ® D, e €(D;) = 1 e neste caso se
definirmos J = (Dq — 1) pode-se mostrar que J € um ideal de Hopf de O(O4(3)). Segue
que o quociente denotado por O(SO4(3)) = O(04(3))/J é uma dlgebra de Hopf chamada de
dlgebra de coordenadas do grupo quantico SOy(3).

Seja p = —q*/? e defina um morfismo de dlgebras de Hopf m : O(04(3)) — O(SL,(2))

por
(u11)2 (1 +p2)1/2u12u11 (’LL12)2
(7‘(‘ (tij))ijzl = (1 —|—p2)1/2u21u11 1+ (p —I—p’l)ulqul (1 —|—p2)1/2u22u12
(u21)2 (1 +p2)1/2u22u21 (U22)2

onde denotamos os geradores de O(SLy(2)) por u'j. Da relagdo do determinante quantico
em O(SLy(2)), temos que a imagem de m é exatamente a sub-dlgebra de O(SLy(2)) gerada
pelos elementos de grau dois. Também pode-se verficar que J = kerm, ou seja, podemos
identificar O(SO4(3)) com a sub-dlgebra de O(SL,(2)) que acabamos de mencionar. Para
detalhes ver [27] e [38].

1.2.3 Espagos quanticos para a bi-dlgebra A(R)

Fixe os elementos necessarios para a construcao FRT, ie, um espacgo vetorial de dimensao
finitaVeR:V®V — V®V. Como na demonstragao do teorema 1.2.8, fixe {e;};- ; uma
base de V' e defina os coeficientes da matriz R por R(e; ® ej) = Rf}(el ® ex). Como na
sub-sec¢ao anterior, defina R = 70R, ou em termos de coeficientes RZJZ = Rf:l Seja V' o dual
de V e considere {xi}?zl a base dual de {e;}I, ie, z'(v/e;) = v*, onde continuamos a usar
a notagao de Einstein. Lembre que temos uma co-acao a direita Ag : V — V ® A(R) dada
por Ag(e;) =¢€; ® t/;. Da mesma forma, podemos definir uma co-acéo & esquerda no dual

Ap: V' — A(R) @ V' por Ap(2?) =t'; @ a’.
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A partir dos dados acima e de um conjunto finito de polindmios em uma varidvel
F ={f1,..., fr}, iremos construir espagos quanticos (ie co-mdédulo &lgebras) a esquerda

e a direita. Para o caso a direita considere o ideal
Ir(F,R) = <fa(]:2)zeiej |i,5,k,l=1,...,nja= 1,...,r>

da élgebra tensorial T'(V') que conforme mencionamos no exemplo 1.1.11 pode ser identificada

com C{e;}. Para o caso a esquerda defina o ideal
T.(F,R) = <fa(R);§x%l i gkl =1,... na = 1,...,1">

de T(V') = C{a'}. Definimos as dlgebras X1(F,R) = T(V')/IL(F,R) e Xp(F,R) =
T(V)/Ir(F,R).

Proposicao 1.2.16 Seja A uma bi-dlgebra quociente arbitrdria de A(R) entdo as dlgebras

XL(F,R) e Xr(F, R) podem ser feitas A-co-mddulo a esquerda e & direita respectivamente.

Demonstragao. Facamos para X7(F, R) sendo o outro caso andlogo. Continue denotando
por t'; os geradores de A e defina um morfismo de 4lgebras or : C {xz} - A®C {x’} por
) L(z%) = tij ® 2/ que é uma co-acdo uma vez que Ay, definida no inicio desta sub-secio
também o é. Basta-nos mostrar que d,(Zy(F, R)) € A®ZL(F, R). Note que de (1.14) temos

que g(R)Ztkmtln = ti1t7,g(R)*. para g polinémio de uma varidvel arbitrario, por exemplo

(R tk t!y = RY REGE 1, = RY 45 REL = ¢ t9, RERKL = ¢/ 7, (R?)

ab
mn-*
Desta tultima afirmacao temos para f, € F'

kl

or (fa (R)Zl xkxl> =1, (R)Z tF oty @ 22" =t @ fa (R) "

mn

como desejavamos. ®

Proposicio 1.2.17 Se R ¢ simétrica, ie, RZJZ = Rfjl, entio X (F,R) = Xr(F,R) como

algebras.
Demonstragao. Temos um tnico morfismo de dlgebras @ : C {z'} — C{e;} tal que p(z*) =

@ <fa (R):lwkxl) = fa (R):l exer = fa (R)Zekez

ou seja, @ (Zp(F,R)) C Ir(F,R), donde estd bem-definido o morfismo de algebras ¢ :
XL(F,R) — Xg(F,R) por ¢(z') = e;. De maneira analoga construimos v : Xg(F, R) —

e;. Note que

Xr(F,R) por ¢(e;) =z’ e é claro que i) = p~ 1. m

No caso de R ser simétrica, denotaremos a algebra da proposicao simplesmente por

X(F, R) e esta serd tanto espago quantico a direita como a esquerda.
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Exemplo 1.2.18 1. Sejam Rz =0idj e f(2) =1—z, entao }?{ZJZ =040,k € f (R)Zl =
dikdji — 6ud k. Seque que as relagoes de X (F, R) sao dadas por

/ <R>Zl atal = (6601 — Gl k) alal = 2T — gt
ou seja X(F,R) =C [xz]

2. Sejam RZJZ = 5il(5jk e f (Z) =1- z, entao R;cjl = 5ik5jl € f (R):l = 5ik5jl — 5ik5jl = O,
ou seja, nao temos nenhuma relagio em X (F, R) e portanto X(F,R) = C {ajl}

Exemplo 1.2.19 Considere a matriz RZJZ = Rﬁ = q‘;iﬂ'éjkéil +(qg— qil)dﬂdikH(j — 1) dada
no exemplo 1.2.12, que é claramente simétrica. Defina f.(z) =z —q e fe(2) = z+q7!, as
dalgebras (’)((Cév) =X(fe,R) e A((Cév) := X(fe, R) sao chamadas respectivamantes de dlgebra
de coordenadas e dlgebra exterior do espago vetorial quantico (Cf]v. E fdcil ver que quando
q =1, as dlgebras O(CY) e A(CY) sdo a dlgebra de coordenadas e a dlgebra exterior usuais
de CN.

Facamos com detalhes o caso N = 2. Vamos aplicar os polinomios f. e fo na matriz R

achada no exemplo 1.2.12:

0 0 0 0
- 0 —¢* 1 0
R —
fe(R) 0 1 ¢ 0
0 0 0 0
g+q ' 0 0 0
N 0 q
fe(R) = _
e 1 q 1
0 0 qg+q!

Para evitar confusdo, vamos denotar os geradores de (’)((Cg) por x1 e x2, € 0S geradores de
A((Cg) por y1 € ya2. No caso da dlgebra de coordenadas, temos que a unica relagao que sobra

e’

T1T2 = qI2T1

e essa dlgebra é conhecida como dlgebra de coordenadas do plano quantico. Para a dlgebra

exterior no caso q> # —1, temos que as relagoes sao
) =@2)>=0 e  yiya=—q 'vam
ou apenas a sequnda relagio no caso ¢*> = —1.

E?femplo 1.2.20 Considere a matriz Rz = Rﬁ = q‘;”_‘sij’éimﬂ + (q—qil)H(i—k)(éjk(Sil —
KJ;) do exemplo 1.2.14 e note que R é simétrica. Defina os polinomios f.(z) = 22 — (¢ +
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"Mz N e fo(z) = z4+q71. As dlgebras O(QY ) := X(fe, R) e A(OY) := X(fe, R) sdo
chamadas respectivamente de dlgebra de coordenadas e dlgebra exterior do espaco euclidiano

quantico @év .

Observagao 1.2.21 Pode-se mostrar [27] que sobre certas condigcdes sobre q, a dlgebra
A(Cév) tem no mdximos elementos de grau N e que os elementos que possuem exatamente
grau N formam um espaco vetorial de dimensao 1 denotado por A((CéV)N. Mostra-se também
que existe um unico elemento Dy € O(My(N)) chamado de determinante quantico de forma
que V(¢ € A((CéV)N vale AL(() =Dy ®( e Ag(¢) = (®@Dy,. Tal elemento pode ser construido
de forma combinatoria usando permutagoes e produtos de tij e ele € utilizado na defini¢do
das dlgebras de Hopf O(GLy(N)) e O(SLy(N)). O mesmo € vdlido para A(@év), sendo que
o determinante quantico nao € necessariamente igual e este € usado para definir a dlgebra

O(504(N))-



Capitulo 2

Calculo diferencial nao-comutativo

Neste capitulo iremos generalizar o espago das formas para um contexto mais algébrico, isto
é, sem precisar falar em variedades. Seguiremos a exposicao de [27] sendo que as segunda e
terceira segoes foram desenvolvidas primeiramente em [42]. Na primeira se¢ao, daremos as
definigoes bésicas acerca de cédlculos diferenciais sobre algebras e espagos quanticos, assim
como daremos exemplos a partir da construgao FRT feita no capitulo anterior. Na segunda
secao estudaremos bimoédulos covariantes sobre algebras de Hopf para ajudar o estudo de
calculos sobre dlgebras de Hopf. Um dos resultados principais dessa secao é o teorema a
respeito da estutura dos bimddulos covariantes. Por fim, na terceira secao, estudaremos
os célculos sobre algebras de Hopf utilizando os resultados da secao anterior. Entre outras
coisas, veremos que tais cdlculos estao em correspondéncia biunivoca com ideiais a direita

de kere.

2.1 Calculo diferencial covariante sobre espacos quanticos

2.1.1 Calculo diferencial sobre algebras

Fixe K um corpo de caracteristica zero.

Definicao 2.1.1 Seja A uma dlgebra. Dizemos que o par (I',d) € um cdlculo diferencial de
primeira ordem (c.d.p.o.) sobre A se ' é um A-bimédulo e d : A — T' € uma transformagao

linear satisfazendo:
1. d(zy) =2z -dy+dx -y Va,y € A (Regra de Leibniz),
2. T =span{z-dy-z | z,y,2z € A}.

Diremos que dois c.d.p.o. I'1 e I's sdo isomorfos se existe uma aplicacao linear bijetora
YTy — Ty tal que Y(x-d1y-2) =x-doy -z Va,y,z € A. Os elementos de T' sao chamados

de 1-formas e a aplicagao d é chamada de diferenciacdo.

Notagao 2.1.2 Em alguns casos, iremos omitir o ponto para denotar a multiplicacdo do

bimddulo. Neste caso dxy sempre denotard dz -y e nao d(xy).

47
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Note que podemos reescrever a segunda condigao da definigdo acima por I' = A-dA- A :=
span{z-dy -z | z,y,z € A}. Além disso por 1 temos z-dy-z = z-d(yz) —2zy-dz donde I' =
A-dA :=span{z-dy | x,y € A}. Analogamente temos I' = dA- A :=span{dz-y | z,y € A}.
Observe também que d1 = d(1.1) =1-dl +d1-1=d1+dl, donde d1 = 0.

Exemplo 2.1.3 Seja M uma variedade compacta de dimensao finita e A = C°(M). Entdo
o espago das 1-formas QY (M) com a aplicacio d : A — QY (M) dada pela derivacio exterior

€ um c.d.p.o.. Neste caso temos que x -dy =dy - x.

Note que a igualdade x - dy = dy -  em geral ndo é valida mesmo quando a algebra A é

comutativa.

Exemplo 2.1.4 Seja A = K[z] a dlgebra polinomial de uma varidvel e seja I' o A-mddulo
livre a direita gerado por um unico elemento, o qual denotaremos por dx. Fize um polinomio
p € Klz| entdo existe uma unica estrutura de bimddulo em T' tal que a a¢do a esquerda é
dada por x - dx = dx - p estendido linearmente para A e depois para I'. Denotemos por Iy

este bimddulo e definad: A — T por

k

k
d (Z anm”> = Z Z anx’ - dx - 27
n=1

n=1 \i+j=n—1

temos que d(z) = dx donde seque a sequnda condi¢ao da defini¢io de c.d.p.o.. Utilizando
essa expressao e fazendo os cdlculo verifica-se que a regra de Leibniz também € vdlidada,

donde (I'p,d) € um c.d.p.o..

Definicao 2.1.5 Um c.d.p.o. sobre uma *-dlgebra A € um *-cdlculo de primeira ordem se

existe uma involu¢ao em T satisfazendo (z - dy - z)* = z* - d(y*) - 2* Vz,y, 2z € A.

Proposigao 2.1.6 Um c.d.p.o. I" sobre uma *-dlgebra A € um *-cdlculo de primeira ordem

se e somente se y_ x;dy; = 0 implica Y d(y})x} = 0.

Demonstragao. A implicacao direta é imediata. Para a reciproca, uma vez que I' = A-dA, é
suficiente definir a involu¢ao em elementos da forma z-dy, o que é feito por (z-dy)* = d(y*)z*.
A hipétese da reciproca é exatamante aquela que precisamos para estender a involucao

linearmente imaginando o contra-dominio como I'. m

No préximo exemplo iremos construir a primeira versao do cédlculo diferencial de primeira
ordem universal, do qual todo c.d.p.o. é um quociente. Logo em seguida veremos uma outra
forma de ver este calculo quando estivermos falando de calculos de ordem qualquer. Enfim,
quando trabalharmos com &lgebra de Hopf, veremos uma terceira forma de vermos este
célculo, a qual no serd mais apropriada para demonstrarmos os resultados. Esta udltima

forma, no entanto, serd especifica para algebras de Hopf.
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Exemplo 2.1.7 Seja A uma dlgebra e considere Q'A :=kerpy = {g € A® A | u(q) =0},
entdo € claro que Q' A € subespaco vetorial de AQ A. Dando a estrutra de bimddulo em A® A
ao pensarmos A como A-bimddulo com a multiplicacio ., temos que QYA é um sub-bimddulo
de A® A. Defina uma aplicacio linear dy : A — QYA pordpa=1®a—a® 1. Afirmamos
que (YA, dy) € um c.d.p.o. sobre A, de fato Va,b € A

dy(ab) =1®ab—-ab®1=1®a—-a®b+a®b—ab®1=dya-b+a-dyb

esea®be QLA temosab=0, donde a@b=a®b—ab® 1 = a-dyb.

Proposicao 2.1.8 Sejam N um sub-bimédulo de Q'A, T = Q'A/N, n : Q'A - T «a
projecdo canénica e d = mody. Entdo (I'yd) € um c.d.p.o. sobre A. Reciprocamente,

qualquer c.d.p.o. sobre A pode ser obtido deste forma.

Demonstragao. A primeira parte da demonstragao é trivial. Para a reciproca, tome (T',d)
um c.d.p.o. sobre A e defina 7 : Q'4 — T por 7 (3" a; ®b;) = > | a; - db;. Temos que

7 é um morfismo de A-bimdédulos, de fato

T (Czn:aiéébi) = (Zn:caiﬁgbi) :Zn:cai'dbi:c'zn:ai-dbi:c'ﬁ (iaﬂ%l)i),
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

=1

= <iazbz) -dc—i—iai ~dbi c= (iaz dbz> CC=T (im@bi) - C.
i=1 i=1 =1 =1

Além disso, 7 é sobrejetiva pois dado Y ;- ; a;-db; € I temos que Y ;" | a;®b;—> i a;bi®1 €
QAdem(Cilai®b— 3 aib @ 1) = 3Ly a; - dbi— 301y aibi - dl = 3711, a; - db;. Se
N = ker  entdo pelo primeiro teorema do homomorfismo temos I' =2 Q' A/N e Va € A vale
m(dya)=m1(1®a—a®1)=1-da—a-dl =da. =

s <<zn:ai ®bi> c) =T (iai ®bic> = zn:ai 'd(biC) =
i=1 i=1

Definigao 2.1.9 Dizemos que (I'",d) é um cdlculo diferencial (c.d.) sobre A se TN =
B,en I € uma dlgebra graduada com multiplicag¢ao denotada por A e d : T — T € uma
aplicagio de grau 1 (ie, d(T) C TN ) tais que:

1. &> =0,

2. d(pAn)=dpAn+ (=1)"pAdn Vp € T"* Vn € T (Regra de Leibniz graduada),
3. TN = A e IT" = span{wg Adxy A ... Adzy | 20, .., 2, € A} paran > 1.

Se tirarmos a condi¢cdo 3 temos a defini¢cdo de dlgebra graduada diferencial.

Na condicdo 3 acima, ao dizermos que I'" = A, subentende-se que o produto A em I'\?
é o produto da &lgebra. Note que por indugao podemos mostrar que a condicao 3 pode ser

substituida por
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3 TN = A e T = A AdADND paran > 1.

Definicao 2.1.10 Um ideal diferencial de um c.d. T/ sobre A é um ideal bilateral T de T
tal que

1. InT"° = {0},
2.dT C7I,
3. I € gerado por elementos homogéneos.

Seja. Z um ideal diferencial de um c.d. T e seja I'* := I'*/T entdo I'* continua sendo
uma algebra graduada pelo lema 1.1.10. A condigdo 2 de 2.1.10 nos garante que podemos
restringir d para uma aplicacao linear d em I' por d(m(p)) = 7(dp) ¥p € T, onde
é a projecao no quociente. A condigao 1 de 2.1.10 implica que [0 = A. E claro que
2=0e que d satisfaz a regra de Leibniz graduada. Finalmente do lema 1.1.10, temos que
A = A7 /(7 A TA) donde segue que (I, d) é um c.d., chamado de quociente de I'* pelo

ideal diferencial 7.

Proposigao 2.1.11 Seja (I'",d) um c.d. sobre A, entdo sio vdlidas as sequintes relagoes

para x; € A:
1. d(xo Adxy A ... Adxy) =dzo Adzy Ao Adzy,

2. (o Ndzr Ao Adap) A (1 Adapga Ao AdTpyg) =

= (—1)":60.%’1 ANdxo A...ANdxp ik + Z?:l(—l)nfil‘o ANdzi AL LA d(:):z-xi_;_l) Ao NANdTpgk

Demonstracao. 1. E facil ver por inducao que as condicoes 1 e 2 de 2.1.9 implicam que

d(dzq A ... Adxy,) =0, donde pela regra de Leibniz graduada temos
dxzoANdzy AL Aday) =deoAdzy AL Ada, 2o Ad(dzg AL A day,) =

=dxg Adzy A...Adx,.

2. Basta notar que ao utilizarmos a regra de Leibniz em d(z;z;+1) no somatério do lado
direito da igualdade, teremos uma soma telescopica e o inico termo que sobra é exatamente

o lado esquerdo da igualdade. m

Definigao 2.1.12 Um c.d. (I'",d) sobre uma *-dlgebra A munido de uma involugio é um

x-cdlculo se a involugdo de A coincide com a involugdo de T em T\C e satisfaz:
1. (po A pi)* = (=1)™ i A py, ¥p,, € TN Vp, € THF,
2. d(p*) = (dp)* Vp € T".

Observe que pelas condigoes 1 e 2 acima temos que a involucao em I'* est4 unicamente

determinada pela involucio em I'"\? = A.
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Definigao 2.1.13 Dizemos que (I, d) um c.d. sobre A é um c.d. universal se todo outro

c.d. (TN, d) é um quociente de T por algum ideal diferencial T de T

Nosso objetivo agora é construir um c.d. universal que chamaremos de OA e que clara-
mante é Unico a menos de isomorfismo. A idéia é criar uma algebra gerada por elementos
x € A e simbolos dz para z € A sujeitos a regra de Leibniz dz -y = d(zy) — 2 - dy e em
particular d1 = 0.

Seja A= A/C.1 e denote por T os elementos de /T, isto é, T = z + C.1 para z € A.
Defina QA = Dren O"Aonde Q%A = Ae QnA = AR A®" para n > 1. Nao é dificil mostrar,
porém é trabalhoso, que as férmulas 1 e 2 da proposicao 2.1.11 definem uma diferenciacéo e
um produto respectivamente ao pensarmos xg @ Ty ® - - - ® T, como xg Adxy A... Adzy,, de
forma que (SA)A, d) é um c.d. sobre A. Note que 2 de 2.1.11 nos d4 a regra de Leibniz para

x,y € A. Segue também que QA é um *-célculo se A é uma x-algebra.

Proposigao 2.1.14 Todo c.d. (FA,a) sobre A € isomorfo a um quociente de 0A por um

ideal diferencidvel.

Demonstracgao. Defina uma transformagcao linear 1 : QA — TN por ¢(x) = x para x € A
e Y(zo ANdzy A ... Aday) :onaxlA...Aaxn paran > 1e xg,x1,...,2, € A. Que ¢ é
linear e estd bem definida vem do fato que 1,7) t A x A" 5 TN dada por @Z(xg,xl, ceeyTp) =
g AdziA. . ./\axn é multilinear. Afirmamos que ker 1 é um ideal diferencial de QA. De fato,
como QA e T\ satisfazem 2 de 2.1.11 temos que para p e ¢ monémios (pA¢) = ¥(p) A(C)
e portanto vale para todos os elementos de fAZA, donde segue que ker é ideal bilateral de
QA. E 6bvio que ker N QA = {0}. De 1 de 2.1.11 temos que para p mondmio vale
Y(dp) = aw(p) e pela linearidade de d, de 1, esta igualdade vale em todo SAZA, donde
d(ker ) C kert). Segue do fato das élgebras QA e T serem graduadas e da condicao 3 de
2.1.9 que ker v é gerado por elementos homogéneos, donde concluimos que ker ) é um ideal
diferencial de QA.

Pela condicao 3 de 2.1.9, v é sobrejetora e portanto temos QA / ker ¢ 2 T como algebras,
mas da definicao de v e da definicao de diferenciacdo no quociente, temos que de fato I'"* é

um quociente de Q2A como cédlculos. m

Conforme ja comentado a diferenciacao d em QA satisfaz d(zy) = x ANdy 4+ dz A y para
xz,y € A, donde podemos ver Q' A como um c.d.p.o. e segue de uma demonstragao analoga
a esta proposicao que todo c.d.p.o. I' sobre a algebra A é isomorfa a um quociente de QLA.
Em particular temos que (ﬁlA, d) é isomorfo a (2! A,dy;). Também podemos construir o c.d.
universal a partir de Q' A4 definindo Q"A = Q*A®4--- @4 QA (n vezes) e QA = P22, Q" A
com multiplicacado dada por ®4 e derivacao definida num elemento ) . a; ® b; € Q'A por
> (1®a;i—a;®1)®4(1®0b; —b;®1) e estendida pela regra de Leibniz para QA (ver [15], [29]
e suas referéncias). O isomorfismo de QA com QA ser4 caracterizado fazendo corresponder

ap @adyar ®4 - ®adya, com ag @ a1 @ -+ @ Gy
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2.1.2 Cd&lculo sobre espagos quanticos

Sejam H uma algebra de Hopf e A um H-espago quantico a esquerda com co-a¢ao denotada
por ¢ : A — H ® A. Neste caso estaremos interessados em célculos com um pouco mais
de estrutura e de forma que sejam compativeis com a co-acdo de H em A. Faremos um
abuso de linguagem e diremos simplesmente espago quantico no lugar de H-espaco quantico
a esquerda. Quando estivermos trabalhando com ambas as lateralidades, usaremos a defincao

completa.

Definicao 2.1.15 Considere um c.d.p.o. (I';d) sobre um espaco quantico A e suponha que
(T, Ar) seja um H-co-mddulo. Dizemos que o cdlculo T é covariante a esquerda com respeito
a H se:

1. Ap(zpy) = o(x)AL(p)p(y) Yo,y € AVp €T,

2. Ap(dz) = (id®@d)p(z) Vo € A.
Observe que no item 1 estamos vendo H ® I' como H ® A-médulo de maneira evidente.
De certa forma, essas condicoes dizem que a co-acao Ap, : ' - HRI' de H em I' é compativel

com a co-a¢ao ¢ de H em A e com a diferenciacao. Lembrando que I' = A - dA, vemos que

as condigbes 1 e 2 acima implicam que Ay, estd unicamente determinado a partir de ¢ e d.
Proposicao 2.1.16 Seja (I',d) um c.d.p.o. sobre um espaco quantico A. Sao equivalentes:

1. Existe uma co-acdo Ap : ' — H QT tal que I" é um c.d.p.o. covariante a esquerda,

2. Existe uma transformacao linear Ap : T — H®T tal que Ap(zdy) = p(x)(id®@d)e(y)
Y,y € A,

3. > xidy; =0 em T implica que Y p(z;)(id @ d)p(y;) =0 em HRT.

Demonstracao. (1 = 2) Imediato da definicao de covariancia & esquerda.

(2 = 3) Obvio.

(3=1) O item 3 é a condicao necesséria e suficiente para que possamos bem definir uma
aplicagao linear Ay : I' - H®T por Ar(zdy) = p(x)(id®d)p(y) para x,y € A. Precisamos
mostrar que Ay é uma co-agao e satisfaz os itens 1 e 2 da definigdo 2.1.15. Que satisfaz 2
é imediato. Para ver que Ay, é co-acdo é suficiente mostrar nos geradores. Sejam z,y € A,

entao

(A @id)Ar(zdy) = (A @id)(p(2)-(id® d)p(y)) =
= (A ®id)(p(2)).(A ®id)(id ® d)p(y)) = (id ® ¢)(p(2)).(id ® id ® d)(id ® ) (p(y)) =
= (id @ Ar)(p(x)-(id @ d)p(y))(id @ Ar)Ar(zdy),

sendo que na terceira igualdade usamos que (A®id)(id®d) = (i d®id®d)(A®1id), também

(e®id)AL(zdy) = (e @ id)p(z).(e ® id)(id @ d)p(y) = zd(e @ id)p(y) = zdy.
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Para mostrarmos 1 utilizaremos a regra de Leibniz e o fato de ¢ ser morfismo de algebras.

Tome p =Y x;dy; € " arbitrario

Aulopy) = A (o (Y widyi) y) = Ao (Y- ) =

=2 (3 xwid(yiy)> —a (X $$iyidy> =
=3 p(@)p(zi)(id® d)(p )= elx) (i) (id @ d)p(y) =
=" p(@)p(z:)(id @ d)p +th (y:)(id @ d)p(y)—
- Z@ () (id @ d)p(y) =
= p(@) (D¢ ide d)go(yn) 2(y) = p(x)AL(p)e(y)

como desejado. m
Podemos falar também em covariancia a esquerda para calculos de ordem superior.

Definicao 2.1.17 Seja I'N um c.d. sobre um espago quantico A. Dizemos que I' € covari-
ante a esquerda com respeito a H se existe uma aplicagio ® : T — H @ T tal que (T, @)

€ um H-co-mddulo dlgebra e satisfazendo:
1. ®(x) = ¢(x) Vo € A;
®(dp) = (id @ d)®(p) Vp € T.
Andlogo ao caso de c.d.p.o. temos a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1.18 Seja I'* um c.d. sobre um espago qudantico A. Sdo equivalentes:
1. TN € covariante a esquerda;

2. Eziste um transformacao linear ® : T — H QT tal que a restricdo de ® a A € igual a

o evVxo,. ..,y € A temos ®(zodzi A. .. Adzy) = p(20)(idRd)p(x1) ... (id@d)p(zy).

8. > xhdri AL Adal =0 em T implica que Y, p(xd)(id@d)p(z}) . .. (idod)p(xh) =0
em H®T).

Demonstragao. Analogo a proposicao 2.1.16 usando o fato de A e e serem morfismos de
algebras e as férmulas 1. e 2. de 2.1.11 para podermos sempre reduzir ao caso de monomios.
|

Segue imediato desta proposicao que se I' é uma c.d. covariante & esquerda entdao I'

é um c.d.p.o. covariante a esquerda.

Corolério 2.1.19 O c.d. universal QA e o c.d.p.o. universal Q'A sio covariantes d es-

querda.
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Demonstragao. E suficiente mostrar 3. da proposicao anterior. Uma vez que VZ € X =
X/C.1 temos (id@d)p(T) = (id@d)p(z). Se 0 =3 ahdrin.. . Ad, =Y th@ri® @z

entao

Z p(ap)(id @ d)p(a)) ... (id® d)p(zy,) = Z plzp)(id @ d)p(al) ... (id @ d)p(a) =

(2 1

= "o (id @ (id @ d)") 0 P+ (ng®a;g®--~m) -

7

onde ™ é fazer a multiplicacao de todos os termos.

Observagao 2.1.20 Note que a condicdo 3 da proposicdo 2.1.16 € equivalente a dizer que o
A-sub-bimédulo N do cdlculo universal Q' A tal que T = QY A/N satisfaz Ap(N) C H® N.
De fato basta usar a covariancia o esquerda de Q' A e o lema A.2.8 em id®@7 com 7 : QLA —

T a projecao.

Assim como podemos falar de covariancia a esquerda, podemos falar de covariancia a

direita.

Definigao 2.1.21 Considere um c.d.p.o. (I',d) sobre um espago quantico A e suponha que
(I, AR) seja um H-co-mddulo a direita. Dizemos que o cdlculo I' € covariante a direita com

respeito a H se:

1. Ag(zpy) = p(x)Ar(p)e(y) Yo,y € AVpeT,

2. Agp(dx) = (d® id)p(x) Yo € A.

Os resultados mostrados para calculos covariantes a esquerda, valem para covariantes a

direita fazendo as devidas modificagoes.

2.1.3 Construcao de alguns calculos covariantes sobre espagos quanticos

Vamos fazer uma construcao geral de calculos sobre espagos quanticos para depois espe-
cializarmos para o caso de espagos quanticos sobre a bi-algebra A(R) construidos no capitulo
1. Fixemos H uma &lgebra de Hopf e suponha que A é um H-espaco quantico a direita com
co-agao denotada por ¢ : A — A® H de tal forma que existe um conjunto finito de geradores
linearmente independentes {z;}, ;.

Denotaremos por Ag := span{z; : i € I} o subespago vetorial de A com base {z;}, B :=
K{xz;} a élgebra livre gerada pelos z;, m : B — A a projecao canodnica e Z = kerw. Defina
também o conjunto dAg := Span{axi : 1 € I} o espago vetorial gerado livremente pelos
sfmbolos a:c, junto com uma aplicacéo linear d: Ag — dAj dada por a(xz) = ax,

Seja {xfj}”k um conjunto de elementos de A e escolha elementos yfj € B tal que

W(yf]) = xfj Seja M o B-médulo a esquerda B ® dAy com produto por B evidente e por
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simplicidade escreveremos um elemento y®dz; de BRdAAg por ydz;. Daremos uma estrutura
de B-bimoédulo em M definindo um produto & direita por yaa:Z Ty = yyfjaxk (onde estamos
utilizando a notagao de Einstein como na segao 1.2) e utilizando a propriedade universal da
algebra livre para definir um morfismo de dlgebras de B na algebra Lin(M, M), cujo produto
¢é dado por composicao.

Defina ' := B® d4y ® B que é um B-bimédulo com as multiplicacdes naturais e como
no caso anterior denotaremos um elemento y ® dz; ® z por ydz;z. Note que podemos ver
M como um subespaco vetorial de I identificando M com M ® 1, no entanto M nao é um
B-sub-bimédulo de T'. Defina a aplicacao linear d : B — I por d(1) = 0, d(z;) = dz; e

n
d<$i1 N .%'ln) = E 7P -$ij_1d.%'ij$ij+1 c Ty,
Jj=1

para i,41,...,i, € I.
Finalmente, defina a aplicagao linear T': Ay ® Ag — A ® Ag por T'(z; ® x;) = xfj ® ) €

o conjunto Ny :=Z.dAy € M, que também podemos ver como subconjunto de I.

Proposicao 2.1.22 No contezto acima, suponha que ¢(Ag) € Ao ® H, ou seja, Ay é H-co-
mddulo com co-agdo py = ¢|a,; que T seja um morfismo de H-co-mddulos; e que exista um
conjunto Iy de geradores do ideal bilateral Z de forma que para zg € Zg e i € I arbitrdrios
temos

dz;-20€No e dz € No. (2.1)

Entao existe um tnico c.d.p.o. covariante a direita T’ sobre A tal que {dx;}icr € uma base

de A-mddulo livre a esquerda I' e a estrutura de A-bimddulo de I' € dada pelas relagoes:
do; - x5 = xfjd:rk, i,5 €1. (2.2)

Demonstracao. Note que a definicao de d: B — T ¢ feita de tal forma que d satisfaz a
regra de Leibniz, ou seja, temos que (f,'&) é um c.d.p.o. sobre B. Vamos definir co-agoes
em B e I de forma que (f,&) seja um c.d.p.o. covariante a direita. Defina ¢y : B — B® H
estendendo a aplicacao ¢, do enunciando utilizando a propriedade universal das algebras
livres. Pelo fato de o co-produto e a co-unidade serem morfismos de algebras, temos que
1 continua sendo uma co-agao. Agora, defina a aplicacao linear ¢ : d4g — dAp ® H por

Yy (dzy) = (d® id)@g (i) e vejamos que ; é também uma co-a¢ao. Temos
(id @ )y (da;) = (id @ €)(d @ id)pg () = d(id @ )y (i) = da;

(id ® A)ip, (dz;) = (id @ A)(d @ id)py(x;) = (A @ id @ id)(id @ A)py(x;) =
= (d®@id ® id)(po @ id)pg(x;) = (1 @ id)(d @ id)pg(;) = (g @ id)y (dzy).

Como T é o produto tensorial de co-médulos, I' também o é com co-acio denotada por

¥ e note que o podemos escrever o co-produto definido da forma ¥ (ydz;z) = ¥(y)(d ®
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id)o(xs)1bo(2) donde segue claro que (T, ?1) ¢ um c.d.p.o. covariante a direita sobre B.

Levando em consideracao os elementos yfj € B achados acima, defina aplicagoes lineares
p;? para j, k € I da seguinte forma

k n— k
7 (i @) = Y Y Y v Y i

e pf (1) = d;x1. Note que desta forma p{(yz) = pf(y)pfg(z) Defina N = span{zdz;y —
zpf(y)aa;k ty,z € Byi € I} C [ e vejamos que Ny é um B-sub-bimédulo de I'. E claro
que BN; C N;j. Mostremos que N1 B C Nj, multiplicando um gerador de Nj por w € B a

direita temos
zdziyw — zp,’f(y)aka = zdzyw — zpf(yw)axk + zp,’f(yw)amk - zpf(y)aka =

= zdziyw — 2pF (yw)day — (zpf(y)aka - zpf(y)pi(w)a%) e N;

Segue que podemos bem definir o B-bimédulo quociente T'y :=T /N1 e uma aplicagao linear
d: B — I'; compondo d com a projecao my : [ — Iy de forma que (T'1,d) é um c.d.p.o.. Note
que I'y assim construido pode ser identificado com o B-bimédulo M da discussao acima.

Observe que pensando Ny como subconjundo de I, temos que Ny N Nj = {0} pois para
um elemento de Np estd em Ny devemos ter y = 1, mas nesse caso zazni — zpf(l)axk =
zaxi — zaxi = 0. Claramente Ny é um B-sub-bimédulo de M, de forma que podemos
pensar em 71(Ny) = Ny como B-sub-bimédulo de T'y. Temos por construcao que ZI'; € Ny
e da primeira condigao de (2.1) temos I''Z C Ny, ou seja, I' := I';/Ny é um bimédulo
sobre a algebra quociente A = B/Z. Compondo a segunda condigao de (2.1) com my,
temos que d(Zp) C Ng. Para um elemento yjzoy2 € Z com 41,52 € B e z9 € Iy temos
d(y12z0y2) = dy1 - (20y2) + y1d20 - Y2 + y120dy2 € Np sendo que o primeiro e o segundo termo
da soma estdo em Ny por (2.1) e pelo fato de Ny ser B-sub-bimédulo. Segue que d(Z) C Np,
donde podemos bem definir uma aplicagao linear d : A — I" de forma que (I',d) é um c.d.p.o.
sobre A.

Queremos mostrar que (I',d) é covariante a direita. Note que a defini¢do da co-acao v
em B implica que 1y(Z) € Z ® H, pois pela construgao de 1, temos que a co-ac¢ao ¢ é dada
por (7 (y)) = (r®id)y(y). Como NgNN; = {0} temos I' = I'/(Ny+ Ny ), ou seja, podemos
construir uma co-agao em I' a partir de ¢, mostrando que ¥)(Np + N1) C (Np + N1) @ H.
Reescrevamos a hipdtese que T' é morfismo de co-mddulos de uma forma mais conveniente.
Pela hipétese p(Ap) C Ag ® H podemos escolher elementos {uf}we 1 C H tais que pg(z;) =
z; ® ug, entdo para xf’j @z = T(x; ® xj) temos

#i¥ @2l @2l Vel = (Twid)(«l” @ ¥ @ 2{V2{V) =

= (T®id)(z; @ Tm ® uﬁu}") =z} ®z,® uﬁu;”
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ou usando que w(yfj) = :Ef] e o(m(y)) = (1 ®id)y(y), temos

W(yw( )) ® x(O) ® yk(l) 1 _ (ylkm) R Iy ® uiu;n

Usando o lema A.2.8 em 7®id®id: BRAy®H — A® Ao ® H temos que ker(m®id®id) =
7 ® Ay ® H, donde temos que

k(0) (0)

i @z k(l)wl(cl)

com p € T® Ay ® H. Assim definindo p = (id ® d ® id)(p) € No ® H, temos

Y(dwizy — yhidey) = dzam, © wlul — yzkg(o)dl“z(c ) & y”( ) (1) _

Usando que N; é gerado por elementos da forma dxixj — yfjdxk, 1,7 € I como B-bimédulo,
que Ny é B-bimddulo e a definigao de 1 segue que ¢(N1) C (No+ N1) ® H. Como ¢y(Z) C
Z®H e(dAp) C dAg® H, temos que ¥(Ny) € No® H, donde ¥)(Nyg+ N1) C (No+N1)@H
como desejado. Segue que a co-acao Y de I induz uma co-acao em I' e como (f,&) é um
c.d.p.o. covariante a direita, (I',d) com a co-agao induzida também o sera.

Por construgao temos que I' é um A-mdédulo livre & esquerda gerado por {dz;}icr cuja
estrutura de A-mdédulo a direita é dada pelas relagoes (2.2). Além disso, essa propriedade

define I' unicamente, concluindo o resultado. m

Suponha agora que os elementos a:k dependam linearmente de T, OU seja, existe uma ma-
triz (Dkl)Z Jkler tal que ar: Dklaf;l Entao supondo ¢ (z;) = z;®u] como na demonstragao
da proposi¢ao, podemos re-escrever a condi¢ao de que 7' é um morfismo de A-co-mdédulos de

uma outra forma. Por um lado temos
AR(T(z; ® xj)) = Ag(af; ® 2p) = Ar(D)i 1 ® T1) = Tn ® Ty @ ufug' DY
e por outro

(T ®id)Ar(z; ® 25) = (T ®id) (v ® 11 @ ufué) =2l @y @ ul 2 =T Q@Tm ® Dﬁnuful

ou seja, devemos ter Dglmukul = uy'uy] Dkl

Note que, no caso de espagos quanticos sobre a bi-dlgebra A(R) construidos na sec¢ao 1.2
sao de forma que ¢(e;) = e; ®tJ; e a relacio acima é satisfeita se D é um multiplo da matriz
R.

Exemplo 2.1.23 Facamos com detalhes o caso da dlgebra de coordenadas do plano quantico
A = O(C2) com H = O(5L¢(2)). Mantendo a notagio da construg¢io geral, note que, como

depende linearmente de x;, podemos escolher yw = 3: . € B. Supondo D = AR, esses
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elementos sao da forma
1 2 1 2 -1
Ty = Aqry, ry; =0, L1y = A2, iy =Ag—q )x

1 1 2
1’21 — O, $21 — )\.’El, .’E22 — O, $22 — )\q.'EQ

donde a estrutura do B-bimddulo M € dada por
doy -1 = )\qxlaxl, dxy - 9 = \vodzy + Mg — q_l)xlaxg,

a{EQ T = /\1’18372, al’g cTr9 = )\quaxQ.

Vamos achar um X\ adequado de forma que a sequnda condi¢do de (2.1) valha trivialmente

no caso em que Iy = {zo = r1x2 — qroz1}. Temos que

d(z129 — qroxy) = xlaxg + awl <9 — ql‘gaxl — qaxg e

= xlaxz + )\:L‘gaml + Mg — q_l)xlawg — qxgaxl - q)\:vlazng =
= (A\zg — qxg)aml + (z1 — )\q_lxl)axg.
Portanto se firarmos A = q, temos azo =0 € Ny. Resta-nos verificar a primeira condi¢ao
de (2.1)

day - (2172 — quoz1) = ¢Pr1dry - 29 — Paady - 21 — (¢° — Q)zide - 71 =

= ¢dzyzoda + (q4 — q2)x1m1dx2 — ¢*roxday — (q4 — q2)l‘1x1dx2 = ¢3zdz; € Np.

Segue que temos um cdlculo O(SLy(2))-covariante sobre O(Cg) dada pelas relagoes
dzyzy = ¢*oyday, dzize = qrodry + (¢* — 1)21das,

dzoxy = qridxo, dxoze = q2x2dx2.

2.2 Bimoddulos covariantes

Nesta se¢ao estudaremos bimddulos sobre uma algebra de Hopf que sao covariantes como
definiremos a seguir. Utilizaremos as ferramentas desta secao para caracterizarmos todos os
calculos covariantes sobre uma algebra de Hopf.

Fixe A uma algebra de Hopf com antipoda inversivel.

Note que se V é um A-bimddulo entao as seguintes funcoes ady, : AQV — V e adpg :
V® A — V dadas por adr(a ® v) = ayvS(ag)) e adr(v ® a) = S(a))vaz) estdo bem
definidas. Além disso, verifica-se facilmente que ady, e adgr sdo agoes a esquerda e a direita

respectivamente.
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2.2.1 Bimoddulos covariantes a esquerda

Definicao 2.2.1 Dizemos que (I', ;) é um bimddulo covariante a esquerda sobre A, onde
I' € um A-bimddulo e p;, : I' - A®T € uma co-acdo a esquerda, se Ya,b € A Vp € T’
vale w1 (apb) = A(a)pr(p)A(b). Um elemento p € I' € dito ser invariante & esquerda se
er(p) =1 & p. Denotaremos por inyI' 0 espago vetorial de todos os elementos invariantes a

esquerda.

Lema 2.2.2 Seja I' um bimddulo covariante a esquerda sobre A. Entdo existe uma unica
projecao linear Pr, : T' — I tal que Pp(ap) = e(a)Pr(p) Ya € A Vp € T'. Tal projegio é
dada por Pr(p) = S(p=)p©) lembrando que estamos denotando ¢ (p) = p=Y @ p0). Além
disso Vp € I' Ya € A wvale:

p=pIPL(p), (2.3)

Pr(pa) = adr(PL(p) ® a) = S(aq))Pr(p)a).- (2.4)

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que Pr(p) = S(p(~)p® € 4\,

01 (PL(p) = (S0 )p) = AS(p))or(pV) =

= (SN @ SN (Y @ p ) = 5(pP)pH @ S(pt =) =
=e(p"N1@5(p)p =1 S(p ) =1 Pr(p)

onde usamos o fato da antipoda ser anti-morfismo de co-dlgebras da primeira para segunda
linha, e as propriedades de antipoda na segunda linha e co-unidade na terceira. Agora

mostremos que Py, de fato satisfaz as propriedades desejadas. Para a € A e p € I' temos:
Pu(ap) = S((ap) “")(ap)® = S(aey oV ® = S(0)S ag))agp® =

= S(pN)e(a)p = e(a) Pr(p);

para 2.3
pTIPL(P D) = pDS(p ) p = (1) p 0 = p

e finalmente para 2.4

Pp(pa) = S((pa) ™) (pa)® = S(a1))S(p™)pOag) = adr(PL(p) ® a).

Que P, é projecao vem do fato de que se ¢y (p) = 1 ® p entdo Pr(p) = S(1)p = p.
Resta-nos apenas mostrar a unicidade. Suponha que P : I' — ;" seja outra projegao linear

tal que P(ap) = €(a)P(p), entao
P(p) = P(p" D PL(p)) = e(p ) P(PL(p\7)) = e(p V) Pr(p) = Pr(p)

como desejado. m
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Proposicao 2.2.3 Dado um A-mddulo a direita Ty, podemos dar uma estrutura de bimdédulo
covariante & esquerda em 'y, := A® Ty de forma que Ty = iny(I'r). Reciprocamente dado
um bimddulo covariante a esquerda I', podemos dar uma estrutura de A-mddulo a direita em

vl de forma que I’ € isomorfo ao 'y, construido na primeira parte.
Demonstragao. Defina em I', = A ® [y as agoes a direita e esquerda por:
a(b® w)c = abe(y @ w < ¢(g) (2.5)
lembrando que w <1 a denota a acao a direita de A em I'g, e co-acao a esquerda por:
ApL(b®w) = b1y ® by @w (2.6)

e mostremos que assim I';, torna-se um bimddulo covariante a esquerda. Facamos apenas

para as propriedades menos triviais. Temos

(b ® w)(cd) = b(cd)(l) Qw (Cd)(Q) = bC(l)d(l) RdwA (C(Q)d(Q)) =

= bC(1)d(1) ® (w< 6(2)) < d(z) = (bC(l) RXw < C(Q))d = ((b@w)c)d
para a acao a direita e

(id@ Ap)AL(b@w) = (id® AL) (Ab@w) = ((id® A) Ab) @ w =

=((A®id)Ab) @w=(A®id®id)(Ab@w) = (A ®id®id)AL(b® w)
para a co-acao a esquerda. Agora, note que
PrLb@w) = S(b(l))<b(2) ®@w) = S(ba))be @w =1 e(b)w

ou seja, temos iny(I') € 1 ® 'y, e além disso temos também Pr(1 ® w) = 1 ® w donde

inv(lz) =1® Ty =Ty, demonstrando a primeira parte. Note também que, neste caso
Pr((1®@w)b) = PL(b(l) ®w b(2)) =1®w< é(b(l))b(g) =1®w<b

o que nos induz a definir, para a reciproca, a estrutura de A-médulo a direita em i, I" por
w < a:= Pp(wa) para w € jpyI' e a € A e por (2.4) temos que w < a = adr(w ® a) que de
fato é uma agao a direita conforme mencionado no inicio da segao.

Resta-nos mostrar que o I';, obtido para i, I" é isomorfo, como bimédulo covariante a
esquerda, ao I inicial. Considere a aplicagao linear T : T' — I'y, dada por T' = (id® Pr,) o ¢;.
De (2.3) temos que I' = A - j,,I", de forma que s6 é necessario verificar as propriedades para

elementos da forma aw com a € A e w € nyI'. Dados a,b,c € A e w € i, I temos

T(a(bw)c) = (id @ Pr)pr(a(bw)c) = (id @ Pr)A(a) Ad)pr(w)A(c) =
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= (id ® PL)(aq)bayc) @ a@beywee) = ambayeq) @ elae)be) Prwee) =
= abcy @ w A cz) = a(b@ w)c

donde T' é um homomorfismo de A-bimédulos. E claro que T ¢ sobrejetora e se T (> biw;) =
> bi ®w; = 0, aplicando a acao a esquerda de A em I', temos ), byw; = 0, ou seja T
também € injetora e portanto bijetora. Resta-nos apenas mostrar que 7' é um morfismo de

A-co-médulos & esquerda, mas
ApoT =(A®id)(id® Pr)p; = (id®id® Pr)(A ®id)p; =

como desejado. m

Por causa dessa proposicao e do fato de que I' = A- i, I, faremos a identifiacdo a®@w = aw
via a tranformacao linear 1" da demonstracao. Usaremos, agora, nossa hipdtese da antipoda

ser inversivel para demonstrar uma proposi¢ao similar a anterior com i I’ ® A no lugar de

A® (inVF).

Proposicao 2.2.4 Dado um A-mdédulo a direita I'g, podemos dar uma estrutura de bimddulo
covariante & esquerda em I'p := Ty ® A de forma que T'g = in(I'r). Reciprocamente dado
um bimddulo covariante a esquerda I', podemos dar uma estrutura de A-mddulo a direita em

vl de forma que I' € isomorfo ao I'p construido na primeira parte.

Demonstracao. Primeiro vejamos que no caso de um bimédulo covariante a esquerda I,

temos para a € A e w € i
aw = (w <15 (ag))aq), (2.7)
de fato
(w < S ag))an) = ag)((w <5 (ag)) <ag) = agy(w < (5™ (ag))ag) =

= a(y(w < (e(ag))l)) = a(w < 1) = aw.
Em particular, temos que (2.7) implica que I' = j,,I'- A. Agora, dado um A-mddulo a direita
Iy, (2.7) nos induz a definir a estrutura de A-bimédulo em I'p :=T'g ® A por

alw®b)c=(w< S_l(a@))) ® a(yybe (2.8)

que, como na proposicao anterior, verifica-se que serd um bimddulo covariante a esquerda
com co-acao dada por
Ap(w®b) = b(l) Rw & b(2) (2.9)
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Neste caso temos
Pr(w®@b) = S(bay)(w @ b)) = (w57 (S(bay) ) @ S(ba)) )b =

= (w<a57H(S(b)))) ® S(bayba) = (w < b)) ® (b))l = (w<b) @1

donde segue que i, (I'g) =Ty ® 1.

Reciprocamente, dado I' é um bimdédulo covariante & esquerda, defina a agdo a direita
em jnyI' como no caso anterior por w <la = Pr(wa) e considere I'g =i, I’ ® A com estrutura
dada por (2.8) e (2.9). Defina uma transformagcio linear 7' : T' — T'g por T'(p) = (Pr(p?) <
S~ (pt=D)) @ p(~2) e vejamos que a inversa é T—! : T'g — T definida por T~ (w ® a) = wa.

De fato, por um lado
(T~ (w @ b)) = T(wb) = (Pr(wh(s)) <5 (bz))) @ by =

= ((w < b(3)) < 5_1(5(2))) ®b(y) = (w< 6(()(2))1) @by =w®b

e pelo outro lado
71T (p)) =T (PL(p®) <57 (o) @ p=2)) = (P(p) <57 (o 1))p 2 =

=TI ((PL(p@) <571 () < p1) = pCA(PL(P D) ce(pI)1) = pCIPL(PD) = p.

Além disso
aT(p)b = a((PL(p) < S7H(p™)) @ p2)b =

= ((PL(p) 2571 (™)) <8 ag)) @ agyp ™ Pb =
= ((PL(p'™) < S7H(p b2y S (b)) <5 ag)) ® anyp™2bay =
= ((PL(p'™) < bz)) < S awp b)) @ agyp™2bay =
= (PL(PL(p)bez)) €S (a@p ™ Vb)) ® aqyp Dby =
= ((e(ag) PL(pbe))) < S (a)p Vb)) @ aqyp™2bay =
= (Pr(ag)p Vb)) < S Ha@)p™be) @ aq)p Dby =
= P1((apb)”) <57 ((aph) V) ® (apb) = = T(apb)

ou seja 1" é homomorfismo de A-bimédulos. Resta-nos apenas mostrar que 1" é morfismo de

A-co-médulos
(id @ T)pr(p) = (id @ T)(p™) @ p) = p3 @ PL(p ) <57 (p ) @ p =) =

= AL(PL(p) <571 (o) @ p72) = AL(T(p))

ou seja I' e 'g sao isomorfos como bimddulos covariantes a esquerda. m



CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL NAO-COMUTATIVO 63

Terminaremos essa secao reescrevendo alguns resultados em termos de coordenadas. Mas
antes, precisamos de alguns fatos e uma definicao. Seja A’ o dual algébrico de A visto como
algebra pelo coroldrio 1.1.20, entao podemos definir uma agao esquerda de A’ em A por
[ra=anf (a(z)) que é similar & acdo co-regular do exemplo 1.1.46, e da mesma forma

definimos uma agao a direita por a - f = f(a())a).

Definigao 2.2.5 Dado I um conjunto de indices, dizemos que matrizes (vj)”ef e (f]) jel
de elementos v§ € A e funcionais lineares f; e A’ sao pontualmente finitas se Vi € I e

Ya € A, apenas um numero finito de termos v; e f}(a) sdo nao nulos.
Tal defini¢ao nos garante que a soma nos indices de baixo das matrizes sao finitas.

Proposicao 2.2.6 Sejam I' um bimddulo covariante a esquerda e {w;}icr uma base para o
espago vetorial inyI'. Entao {w;}icr € um base livre para o A-mddulo a esquerda I' e existe
uma matriz pontualmente finita (f;)i,jel de funcionais f; € A’ tais que Ya,b € AVi,j el
temos

filab) =" fila) fE(b), (1) = 6y,

k

w;a = Z(f/i - a)wg

k

O conjunto {w;}icr € também uma base livre para o A-mddulo a direita T' e vale
aw; = Zwk ((f,i oSfl) -a) )
k

Demonstragao. A primeira parte vem do fato que I' 2 A ® i I. Como w; < a € il
entao existem numeros complexos f;(a) para i,7 € I tais que f;(a) sao nao nulos apenas
para uma quantidade finita de indices j, e w; <a = Zj f;(a)wj. E claro que (f]’f)@je] é uma

matriz pontualmente finita de funcionais f; € A’. As relagoes do enunciado seguem de

Zf;(ab)wj =w; < (ab) = (w; <a) <b= (Z fli(a)wk> b= Zf,i(a)f]k(b)w]
J k k.j

e como {w;};.; ¢ base temos f;(ab) => f,i(a)fjk(b);
w; =w; <1 = f;(l)wj

donde f;( ) = 04j;

wia = aqy) wl<1a2) :Za wj:Z(;'a)wj
J

J
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e finalmente
aw; = (w; < S_l(a@)))a(l) = Z f;(S_l(a(g))wja(l) = ij((f; oS a).
J J

Para a tltima parte, o isomorfismo I' 2 ;;,,I' ® A implica que {w;};c; é uma base livre para

o A-mddulo a direita I'. =

Note que pela expressao dada para f;(ab) temos de fato que os funcionais f; do teorema

estao de fato em A°.

2.2.2 Bimddulos covariante a direita

Podemos reescrever toda a subsegdo anterior trocando esquerda por direita e fazendo as

devidas modifiagoes.

Definicao 2.2.7 Um par (T, pp) € um bimddulo covariante a direita sobre A se T' é um A-
bimddulo e pp : I' 5 T'® A é uma co-agdo a direita satisfazendo @r(apb) = Aa)pr(p)A(b)
Va,b € A eVp €. Um elemento p de T € dito ser invariante a direita se or(p) = p ® 1.

Denotaremos por I'iny 0 espaco vetorial de todos os elementos invariantes da direita.

A projecao canénica Pg : I' — Dy é definida por Pr(p) = p(0S (p(l)) e satisfaz Pr(pa) =
€(a)Pr(p) e Pr(ap) = a1)Pr(p)S(a)) = ad(a® Pr(p)) Va € AeVp € I'. A estrutura de A-
modulo a esquerda em Ty, é dada pela acao adunta a esquerda at>n = Pr(an) = adr(a®n),
a qual determina completamente a estrutura de bimédulo covariante a direita uma vez que
[' =T - A e a(nb) = (ap) > n)ap)b Ya,b € AVn € Tiyy.

2.2.3 Bimoddulos bicovariantes

Definicao 2.2.8 Uma tripla (T, ¢, pr) € dito se um bimddulo bicovariante (ou bimddulo
de Hopf) sobre A se (I',¢;) € um bimddulo covariante a esquerda, (I',pp) € um bimddulo

covariante a direita e vale (id @ ¢g) o ¢, = (¢ ®@id) o Yp.

Essa tltima condicio na definicio justifica o uso da notacio de Sweedler p(~1) @ p(© @ p1)
para (id ® og) o ¢r(p) = (¢ ®id) o pg(p) com p € I.

Prosseguiremos como na pentltima secao para caracterizaremos a estrutura de um bimédulo
bicovariante através de espaco dos elementos invariantes a esquerda. Para isso precisamos

da seguinte definicao.

Definicao 2.2.9 Seja I'g um espago vetorial que € um A-mdodulo a direita com ac¢do de-
notada por < e um A-co-mdédulo a direita com co-a¢do 6 : T'g — T'g ® A. Dizemos que
(To, <,dR) satisfaz a condigao de Yetter-Drinfeld se vale a sequinte condi¢ao de compatibil-
idade

(w® < aqy) ® w(l)a(g) =(w< a(g))(o) ® agy(w < a(Q))(l) (2.10)

para todos w € 'y e a € A.
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Proposicao 2.2.10 Dado um A-mdédulo a direita Ty que também é um A-co-mddulo a di-
reita e satisfaz a condicao de Yetter-Drinfeld, entdo podemos dar uma estrutura de bimddulo
bicovariante em T'p = ARL de forma que T'y = i1y (T'p). Reciprocamente, dado um bimddulo
bicovariante T, existem estruturas de A-mddulo a direita e A-co-mddulo a direita em i
satisfazendo a condicdo de Yetter-Drinfeld e vale que I' € isomorfo ao bimddulo bicovariante

I'p construido na primeira parte.

Demonstracao. Dado 'y como no enunciado, construiremos um bimédulo bicovariante a
esquerda I'p = A®T como na proposigao 2.2.3 e portanto ja temos I'g & i,y (I'p). Usaremos
a coacao a direita de I'g para definir uma co-agao a direita em I de tal forma que I' seja um

bimédulo bicovariante. Defina ¢ : I' = I' ® A por
prla®@w) =an) ® w® @ a(2)w(1) (2.11)

que é co-acao a direita pela co-associatividade do co-produto e das propriedades da co-acao
Sr. B ficil ver que gr(ap) = A(a)pr(p) para p € I e a € A e lembrando que a co-acio &
esquerda ¢y de I'p era simplesmente aplicar o co-produto na primeira entrada, também fica
facil ver que (id ® pR) o v, = (¢, ®id) o pp. Temos que mostrar que Yp(pa) = ¢r(p)A(a),

mas note que
QOR((b & w)a) = @R(ba(l) X w < CL(Q)) = b(l)a(l) & (w < a(3))(0) & b(Q)a(Q) (w < a(g))(l) (2.12)

QOR(b@ a)Aa = (b(l) ®w(0) & b(Q)w(l))(a(l) ®a(2)) = b(l)a(l) ®w(0) <a9) @ b(Q)w(l)a(g) (2.13)

e a igualdade entre (2.12) e (2.13) vem da condicao de Yetter-Drinfeld.
Reciprocamente, se I' ¢ um bimédulo bicovariante, entao i, I é um A-moddulo a direita
com agao dada por w < a = Pr(wa). Além disso, da identidade de bimédulos bicovariantes,

temos para w € jpl

(¢ @id)pr(w) = (id® pr)e(w) =1® pr(w)

donde ¢r(inv]') C i ® A, ou seja, podemos restringir a co-acao de I' para dg : in[' —
inv] ® A. Do fato que I" é bim6dulo covariante a direita temos que (2.12) e (2.13) coincidem
e aplicando € ® id em ambos os lados direitos temos que a condicao de Yetter-Drinfeld é

satisfeita. O isomorfismo de bimédulos bicovariantes I' =2 I'g é imediato. m

Antes de irmos para o teorema fundamental desta secdo, vamos definir uma bijecao de
um bimoédulo bicovariante I' com ele mesmo de tal forma que sua restricao a j, I nos dara

um isomorfismo de espagos vetoriais entre jnyI' € iy Defina @ : I' — I' por

®(p) = S(p)p VS (p) (2.14)
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e mostremos que sua inversa é dada por ¥(p) = S~ (p(1)p@S=1(p(~1)). Primeiro, calcule-

mos

pr(®(p) = pr(S(P)P)A(S(PM)) = (1@ S(p™)p ) (S () @ S(pV) =

= S(p®) @ S(p)p0S(pV))

onde usamos que S(p=)p(® = Py (p©) € 4, I'. Temos ainda

(id® op)er(®(p) = S(p®) @ (AS(PT) (P VS(pV) @ 1) =

= S(p?) & S(p=)p VS (pM) @ S(p?)

e aplicando ¥ temos
U(®(p)) = S~ (S(p)NS(P NPV S(pM)S7H(S(p1?)) =

=e(p)pVe(p) = p.

Analogamente temos ®(¥(p)) = p, ou seja,  é bijetiva com inversa dada por ¥. Note
que para w € inl' e n € Dy, temos que ®(w) = w(O)S(w(l)) = Pr(w) € Tiny e ¥U(n) =
n0gs *1(77(*1)) € invl onde a ultima relagdo de pertinéncia é mostrada de maneira anédloga
a mostrar que Pr(p) € inyI. Concluimos assim que ¢ : jp I — iy e ¥ : Ty — iy estéo

bem definidas e que ® é um isomorfismo entre os espagos vetoriais i, 1" e I'ipny.

Teorema 2.2.11 (Teorema fundamental para bimédulos bicovariantes) Sejam I um
bimddulo bicovariante sobre A e {wi}z‘el uma base para o espaco vetorial i I'. Entao existem
matrizes pontualmente finitas' v = (v;-)i,je[ e f= (f;)i7jej com v§ cAe f]’ € A’ tais que
VYa,b € AVi, je I vale:

1. wia =32, (ff - a)w;

2. pp(w) = X wy @ vf;

3. f = (fDiger satisfaz fi(ab) =32, fi(a)fF(b) e f}(1) = 6yy;
4. 0= (’U‘;‘-)i,jej satisfaz A(v}) =3, Ul ® v;-“ e e(vé) = 04j;

k k ' j

5. > pvi(a- fj) = >k (fi - a)vy.
Além disso {m =2, ij(vg)}' ¢ uma base para o espago vetorial Ty, € ambos con-
guntos {w;},c; e {n;};cp sdo bases para o A-mddulo livre a esquerda I' e o A-mddulo livre a
direita T' respectivamente. Reciprocamente se {w;},c; € a base de um espago vetorial 'y e

sev = (v;'-)i,jel e f= (f;)i,je] sdo matrizes pontualmente finitas® satisfazento 3 — 5 entdo

!Neste caso, temos que, para j € I fixo, apenas um ntmero finito de elementos v; é nao nulo.
2Vale a mesma observacdo anterior para v.



CAPITULO 2. CALCULO DIFERENCIAL NAO-COMUTATIVO 67

existe um unico bimddulo bicovariante T, denotado por (v, f), tal que To = Ty € 1 — 2 sdo

validas.

Demonstragao. De acordo com a proposicao 2.2.6 temos uma correspondéncia 1-1 entre
agoes a direita em i, I' e matrizes pontualmente finitas ( f;) satisfazendo 3. Temos neste
caso que 1 segue de (2.5). Como {w;};.; ¢ base e pr(in]') € ] ® A existe uma matriz
pontualmente finita v = (U})i’jg, de acordo com a observagio, e tal que g p(w;) = >, wE@VY,
donde é facil ver que existe uma correspondéncia 1-1 entre co-agoes a direita em i, [ e
matrizes satisfazendo 4. De (2.14) temos que {n; = ®(w;)},.; é uma base para I'iy, € o fato
de serem bases livres para os mdédulos respectivos vem dos isomorfismos ' 2 A® [ e I' &
Tiny ® A. Para terminar a demonstracao, basta-nos mostrar que 5 do enunciado é equivalente
a condicao de Yetter-Drinfeld, mas note que para i € I e a € A, temos

w§0) ()®w( a(z Zwk<1a(1)®v a2) =

k

> Hlag)w @ vfagy = w; @ (Z vf(a- f))
k.j j

e também

(wi < ag) @ @ apy(wi <ag)V =" (filag)w)® @ aq(filag)w) ) =
k

Zwk ®aq) fi(a ij (Z fk;'@”i)
k

donde a equivaléncia fica evidente. m

2.3 Calculo diferencial sobre algebras de Hopf

Nesta secao, iremos utilizar os resultados da secao anterior para estudar calculos sobre
algebras de Hopf. Fixe, entdo, A algebra de Hopf com antipoda inversivel. Vamos pen-
sar em A como A-espago quantico a direita e a esquerda com co-acao dada pelo co-produto
em ambos os casos. Fixemos a notagdo a = a — €(a)l, Va € A.

Muitas vezes, estaremos interessados em calculos que sdo A-co-médulo a direita e a

esquerda ao mesmo tempo. Neste caso, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.3.1 Seja T' um c.d.p.o. sobre A, dizemos que (I', Ap, AR) € bicovariante se

(I, Ap) for covariante a esquerda e (I', AR) for covariante a direita.

Proposicao 2.3.2 Seja I' um c.d.p.o. bicovariante sobre A, entdo (id®@ Ar)oAp = (AL ®
Zd) o AR.
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Demonstracao. Tome um mondémio adb € I" com a,b € A, entdo
(id & AR) o AL(adb) = (Zd &® AR)(ACL(Zd (%9 d)Ab) = (Zd & AR)(a(l)b(l) & a(g)db@)) =

= a(l)b(l)@)Aa(Q).(d®id)Ab(2) = a(l)b(l)®a(2)db(3)®a(3)b(3) = Aa(l).(id@)d)Ab(l)®a(2)b(2) =
= (AL X ’Ld)(a(l)db(l) X CL(Q)b(Q)) = (AL X zd)(Aa(d X Zd)Ab) = (AL X zd) o AR(adb)

donde segue o resultado. m

Fixe agora, I c.d.p.o. covariante a esquerda sobre A. Entdo a condicao 1 de 2.1.15
implica que T" é um A-bimédulo bicovariante. Vamos reescrever alguns dos resultados da
secao anterior numa linguagem mais conveniente.

Defina uma aplicagao linear wr : A — i [ por wr(a) = Pr(da). Quando nao houver
confusao, omitiremos o indice I' e escreveremos apenas w. Do fato que I' = AdA e do
lema 2.2.2 temos que w(A) = iu I, pois dado p € i I entdo p = >, a;db; e p = Pr(p) =
Pr, (>, a:db;) = >, €(a;)w(b;) € w(A). Note que como dl = 0, também temos que p =
w (3, €(a;)b;), donde também i I' = w(kere). Conforme foi mostrado na subsecdo 2.2.1,
temos que I' = w(A)A = Aw(A) e qualquer base do espaco vetorial w(A) é uma base do
A-médulo livre a esquerda (ou a direita) I'. Uma vez que Ay (da) = a1y ® da(g), segue das
propriedades de P, que

w(a) = S(a())da(g); (2.15)

da = a@yw(a())- (2.16)

Segue de propriedades obtidas na subsecao 2.2.1 que
w(a) <b= PL(S(a(l))da(Q).b) = e(S(a(l)))PL(da@).b) = PL(da.b) =

= Pr(d(ab)) — Pr(adb) = w(ab) — e(a)w(b) = w(ab)

e por (2.4) e (2.5) temos
adr(b® w(a)) =w(a) <b=w(ab) (2.17)

bw(a)e = beyw(acz))- (2.18)

Vamos fazer uma outra descrigao do c.d.p.o. universal no caso de algebras de Hopf.
Considere 9'A = A ® kere e note que kere = {a:a € A}. Denotaremos o elemento a ®
b e QA por aw(b) := a ® b e em particular w(b) := 1 ® b. Veremos mais adiante que
com essa escolha de notagdo teremos we, 4(a) = w(a), justificando a notagdo. Levando
em consideracao (2.16) e (2.18), podemos dar uma estrutura de A-bimédulos em QA por

c(bw(a)) = cbw(a) e (bw(a))c = beyw(ac(y)), além de definir uma aplicagdo linear d : A —
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QLA por da = amqyw(ay). Veja que
adb + da.b = a(byw(b(2))) + (ayw(a)))b = abyw(be)) + anybyw(@@)be)) =
abayw (b)) + awbayw(a@be) — amelae)bawibe) = ambawlaebe) = d(ab)
ou seja, d satisfaz a regra de Leibniz. Além disso temos
w(a) = e(apy)w(ag)) = Slaq))azwlas) = S(aq))dag) (2.19)
donde Q1A = AdA e portanto (S~21A, d) é um c.d.p.o. sobre a algebra de Hopf A.
Proposigao 2.3.3 O c.d.p.o. (QlA, d) construido acima € o c.d.p.o. universal.

Demonstragao. Seja (T, 5) um outro c.d.p.o. sobre A. Defina a aplicagao linear 1) : QA —
I" por ¢(adb) = adb. Vejamos que 9 esta de fato bem definida. Tome uma combinagao linear
nula ), a;db; em QLA. Pela definicao de d em QLA temos

0= Z a;db; = Z a;b Z(l)w 1(2) Z al ® bz(g Z aib; ® 1.
Aplicando (¢ ® id)(id ® S ® id)(id ® A) em ambos os lados temos

O—Zal 1)5 Zalb ®1—Zal®b—2alb ®1

donde

Z aiabi = Zaibidl =0

como desejado. Verifica-se facil que I' é isomorfo ao c.d.p.o. quociente §~21A/N onde N =
kery é A-sub-bimoédulo. m

Corolario 2.3.4 O c.d.p.o. (Q'A,d) ¢ isomorfo a c.d.p.o. (Q'A,dy).

Demonstragao. O resultado é trivial uma vez que ambos sao cdlculos universais. Temos

que
MA=ARkere — QA=kerp

22 @b = > aiS (b)) @ bia)

QA =kery — Q'A = A®kere
250 @b 3 aibir) @ i)
estabelecem o isomorfismo em questao. m
Do corolério 2.1.19 temos que Q21 A é covariante A esquerda e das férmulas (2.15) e (2.19)
temos que w(a) = Pr(da) = wg 4(a) justificando nossa notacdo. A aplicagdo w assim

definida é chamada de forma de Maurer-Cartan.
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Para um c.d.p.o. covariante a esquerda I' sobre A, definimos
Rr ={a € kere : wr(a) = 0}.

O préximo teorema mostrara que I' — Rr é uma correspondéncia biunivoca entre c.d.p.o.’s

covariantes a esquerda sobre A e ideais a direita de kere.

Teorema 2.3.5 Seja R um ideal a direita de kere. Entado N = Awg, ,(R) € um A-sub-
bimédulo de QA e o quociente I' = ﬁlA/N € um c.d.p.o. tal que Rpr = R. Reciprocamente,

se I' € um c.d.p.o. covariante a esquerda, entdo Rr € um ideal a direita de kere e I' €
isomorfo ao c.d.p.o. Q'A/ (Awg: ,(Rr)).

Demonstragao. Iremos omitir o indice em wg, ,. Primeiro note que se R ¢ ideal a direita de
ker € entdo R também é ideal a direita de A, de fato VYa € A sabemos que Ra C R, portanto
dado r € R temos que Js € R tal que ra = s donde ra = s+re(a) € R. Entao para qualquer
b€ R C kere temos w(b)c = c(yw(bez)) € Aw(R), donde N = Aw(R) é um A-sub-bimédulo
de QA eT = ﬁlA/N é um c.d.p.o. sobre A. Se Ay denota a co-acdo em ﬁlA, temos que
Ar(aw(b)) = Aa)(1 ® w(b)) donde AL(N) C A® N. Podemos assim definir uma co-agao
em I' que claramente vai fazer de I' um c.d.p.o. covariante a esquerda. Resta-nos mostrar

que R = Rrp, mas

wr(a) = S(aq))dagz) = S(aqy)modag) = S(an))m(a@wla)) = S(aw)aem(w(as)) = T(w(a)).

Logo, se a € R é claro que wr(a) = 0, e reciprocamente se wr(a) = 0 entdo w(a) € Aw(R).
Como a € kere temos w(a) =1®a € A® R donde a € R, como queriamos.

Reciprocamente dado I' é um c.d.p.o. covariante a esquerda, entao vale (2.17). Assim,
se a € Rr e b € kere temos wr(a) =0 e wr(ab) = adr(b@wr(a)) = 0. Logo Rr é um ideal &
direita de kere. Resta-nos mostrar que I' = Q' A/ (Aw(Rr)). Seja ¢ : @1 A — I ¢ dada por
¢(adb) = adb, se a € A e b € ker € entdo

b(aw(b)) = 1(aS(bay)dbey) = aS(b))dbe) = awr(b).

Tomando b € Rr na expressao acima temos ¥ (aw(b)) = 0, ou seja, Aw(Rr) C ker.
Segue que temos uma aplicacao ¢ : Q'A/ (Aw(Rr)) — I' bem definida. Conforme men-
cionamos acima podemos escolher elementos b; € A de forma que {wr(b;)}; é uma base
de A-médulo livre & esquerda I Podemos entdo, definir uma morfismo de A-mddulos
¢ : T — QUA/(Aw(Rr)) por 0 (> aiwr(b)) = 7 (>, aw(b;)) e é claro que ¢ = 171_1,

donde segue o resultado. m

Proposicao 2.3.6 Seja A uma *-dlgebra de Hopf e I' um c.d.p.o. covariante d esquerda,

entdo I' € um *-cdlculo se e somente se S(Rr)* C Rr.

Demonstracao. (=) Tome a € Ryp. Das propriedades de *-algebra de Hopf temos
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A(S(a)*) = S(ag))* ® S(a))*. Entao €(S(a)*) =e(a) =0e
wr(S(a)") = 5(S(ag)")d(S(aw)?) = ag)(d(S(aw))” = (A(S(ew))aw)” =

(d(S(aqy)ag) — S(apy)dag))” = (d(e(a)l) — wr(a))* = 0.

(«=) Novamente omitimos o indice em wg, ,. Conforme a segdo 2.1.1, temos que QLA ¢
um *-célculo de modo que se a € Rr entao w(a)* = —w(S(a)*) € w(Rr), ou seja, w(Rp)* C
w(Rr). Uma vez que Rr é um ideal a direita de A, por (2.18) temos que w(Rr)A C Aw(Rr),
donde vale que (Aw(Rr))* C w(Rr)*A* C w(Rr)A C Aw(Rr). Portanto podemos passar
a involucao do cdlculo universal para o quociente que é isomorfo a I' e este torna-se um

x-calculo. m

Conforme verificamos no inicio desta sub-secao, temos que w : ker ¢ — i, I" é sobrejetora.
Além disso R = kerw, donde i, I" = kere/R, e o cdlculo que acabamos de achar, de acordo
com a proposi¢ao 2.2.3 nada mais é que I' = A® kere¢/R. Além disso, pela proposi¢ao 2.2.6,
nos diz que uma base do espaco vetorial i, I' € uma base do moédulo livre I' tanto a esquerda

quanto a direita. Por essa razao definimos.

Definigcao 2.3.7 Seja I' um c.d.p.o. sobre uma dlgebra de Hopf A, a dimensdo do cdlculo

I' € a dimensdo de i I’ como espaco vetorial.

Exemplo 2.3.8 (O célculo tridimensional de O(SL,(2)) [41]) Seja A = O(SLy(2)) e

seja R o ideal a direita de ker e gerado pelos seis elementos
a+q2d—(1+q¢ 1, ¥, & be, (a—1)b, (a—1)c

Usando que € € morfismo de dlgebras e que €(a) = e(d) = 1 e €(b) = €(c) = 0 € fdcil ver
que esse elementos estao de fato em kere. Vamos verificar que kere/R € tridimensional
e portanto pela definicao acima teremos que o cdlculo em questao serd tridimensional. Do
coroldrio C.1.8 temos que B = {50,Zmakblcmd" ck,,m,n € N} \{0} é uma base para o espago
vetorial O(SLq(2)). Os elementos de kere serao entdo combinacdo linear de elementos da
forma a*bld™ com 1 > 0, a*c¢™d" com m >0 e an Nena®d™ com an Men = 0. Vejamos o
que acontece com esses elementos quando passados para o quociente kere/R.

Vamos continuar denotando os elementos em kere/R por a,b, c,d. Primeiro vamos anal-
isar os elementos da forma a*b'd™ com 1 > 0. Sel > 1 como b* = 0 temos que a*b'd™ = 0.
Suponhamos entdo l = 1. Neste caso usando a relagdo ab = b repetidas vezes caimos em um

elemento da forma bd"™. Lembrando da relagio bd = g~ 1db em O(SLy(2)) temos que
bd" = g 'dbd" " = 7N ¢? +1 - ¢a)bd" ! =

= (q+q ")bd"! — qabd" " = ¢~ 'bd" !

onde na sequnda igualdade usamos a primeira relagdo que define R e na dltima igualdade
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usamos que ab = b. Repetindo o processo temos que bd™ = q~"b. Ou seja reduzimos todos

os elementos da forma a*b'd® com | > 0 para 0 ou b. O mesmo acontece com aFc™d"

com m > 0. Resta-nos verificar o que acontece com as combinagoes de a*d".

Usando que
ad = 1+ ¢ 'bc em O(SLy(2)) e que be = 0 no quociente, reduzimos para combinagoes de
poténcias de a e d. Usando ainda a primeira relacio d = ¢*> + 1 — ¢%a, reduzimos para

polinémios em a. Agora para k > 2, temos que
b =1 +q¢ 2"t — g 2" d= 1+ ¢ D" — ¢ 2" 21+ ¢ be) =

— (1 + q—2)ak—1 _ q—2ak—2

donde podemos reduzir todo polinomio em a para um polinomio de primeiro grau Aa + L.
Como € é morfismo de dlgebras e R € ideal temos que € passa para o quociente de ker e, ou
seja, devemos ter que e(Aa + pu) =0, ou ainda p = —X. Concluimos assim que uma base de
kere/R € dada por {b,c,a — 1}.

E claro que os resultados para calculos covariantes a esquerda valem para calculos
covariantes & direita. Algumas modificacOes necessérias sao definir uma aplicagdo linear

n=nr:A— [y e temos as seguintes formas andlogas

n(a) =dam)S(ap) e da=nlaq))aw).

Se definirmos Lt = {a € kere : np(a) = 0} entdo I' — Lt é uma correspondéncia biunivoca
entre calculos covariantes a direita e ideais a esquerda de kere.

Lembre-se que num calculo covariante sobre um espago quantico qualquer (a direita ou
a esquerda) a co-acao do bimddulo estd unicamente determinada pela co-acao na élgebra
e pela diferenciacdo. No caso em que A é uma &lgebra de Hopf, uma pergunta natural é
em que condigoes um calculo covariante a esquerda é bicovariante. Lembre-se da co-agao
adjunta a direita Adgr(a) = a() ® S(a(y)a) definida no exemplo 1.1.57 e note que se I' ¢

um c.d.p.o. bicovariante entao
Agr(w(a)) = Ar(S(a))da)) = S(ag))da) ® S(ap))aw) = (w @ id)(Adg(a)).  (2.20)

Proposicao 2.3.9 Sejam I’ um c.d.p.o. sobre A e R seu ideal a direita de ker e associado.
O c.d.p.o. T' € bicovariante se e somente se R € invariante pela co-a¢do adjunta o direita,
ie, Adp(R) C R® A.

Demonstragao. (=) Se I' é bicovariante, entao vale (2.20) e como R = {a € kere : wp(a) = 0}
temos que Adr(R) C R® A.

(<) Pelo corolério 2.1.19 temos que QA é covariante & esquerda e de maneira ansloga
temos que QA ¢é covariante A direita donde Q' A ¢ bicovariante. Segue de (2.20) aplicado a
Q'A e Adg-invaridncia de R que Ap(Aw(R)) € Aw(R) ® A onde Ag é a co-agdo em QLA.

Podemos assim passar a co-agao Apr para o quociente QIA/N onde N = Aw(R) de modo
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que Q'A /N se torna um calculo covariante a direita. Como I' é isomorfo a (NllA/N segue o

resultado. m

Exemplo 2.3.10 (Os céalculos quadridimensionais de O(SL,(2)) [41]) Considere a dlgebra
A =0(SLy(2)) e sejam Ry e R_ os ideais a direita de ker € gerados pelos elementos

v, 2, bla—d), cla—d), a2+q2d2—(1+q2)(ad—|—q_1bc),

z4b, wie, wi(a—d), zi(a+q?d—(1+q¢?)1)

onde r+ = ¢*a +dF (¢! + ¢®)1. Fazendo uma andlise similar ao caso tridimensional,
mostramos que kere/R tem dimensdo 4. Vejamos que esses ideais sdo Adr-invariantes.
Para isso € suficiente analisar o que acontece nos geradores. De fato se y € um gerador e

z € ker e temos supondo que y é Adgr-invariante

Adgr(yz) = (y2)2) @ S((¥2) (1)) W2) 3) = Y2)22) @ S(2(1))S (Y1) y3)23) =

=Yz2) ® S(Z(l))Z(g) € R® A

A altima relacao de pertinéncia vale pois
(e ®id)(2(2) ® S(z(1))2(3)) = €(2(2))S(2(1))2(3) = €(2)1 =0

e usando o lema A.2.8 temos que z(2) ® S(2(1))2(3) € kere® A. Os cdlculos para mostrar que
0s geradores sGo Adgr-invariantes sdo elementares, no entanto trabalhosos. Segue os cdlculos

quadridimensionais sao bicovariantes.

Jé& sabemos que c.d.p.o. covariantes a esquerda (respectivamente a direita) sdo bimédulos
covariantes & esquerda (respectivamente a direita). E da proposi¢ao 2.3.2 temos que um
c.d.p.o. bicovariante é um bimdédulo bicovariante. Podemos, assim, utilizar os resultados

sobre bimddulos e concluir que todo c.d.p.o. covariante sobre uma algebra de Hopf é livre.



Capitulo 3
Fibrados principais quanticos

Neste capitulo definiremos o objeto principal de estudo dessa dissertacao, a saber, fibrados
principais quénticos. Iniciaremos revisando a teoria cldssica, conforme [25] para o caso
topoldgico e [28], [34] para o caso diferencidvel. Tal revisdo vem para motivar as definigdes a
serem dadas no caso nao-comutativo. A segunda secao estudara o conceito de extensoes de
Hopf-Galois, alguns lemas para trabalhar com elas e um teorema que tera uma interpretagao
interessante no préximo capitulo quando estivermos falando de fibrados vetoriais quanticos
associados. A terceira secao tratard de fibrados principais quanticos propriamente ditos e
conexoes neles. Faremos uma discussao acerca de nossa escolha para a defini¢ao e trataremos

alguns exemplos como o caso de espagos homogéneos quanticos.

3.1 Fibrados principais (caso classico)

3.1.1 Fibrados principais continuos

Nessa secao revisaremos alguns conceitos da teoria classica de fibrados principais para mo-
tivar nossa generalizacdo para o caso nao-comutativo. Por essa razao, sempre que falarmos
de espacos topolégicos, entenda-se espaco topoldgico compacto Hausdorff para satisfazermos
as hipéteses da teoria de Gelfand-Naimark no caso de dlgebras com unidade. Para mais

detalhes e algumas demonstragoes que omitiremos, ver [25] e [28].

Definicao 3.1.1 Uma tripla (P, M,n) onde P e M sao espagos topolégicos e m: P — M é
uma aplicacdo continua € dita ser um fibrado se w € aberta e sobrejetora. Neste caso, P €
chamado de espago total, M de espaco base, © de projecdo e para cada m € M, 7=1(m) é
chamado de fibra.

Definicao 3.1.2 Uma se¢ao em um fibrado (P, M, ) é uma aplicagdo continua o : M — P

tal que mwo o =idyr. O espago das segoes continuas serd denotado por I'(P).

Definigao 3.1.3 Sejam P um espaco topoldgico, G um grupo topoldgico e - : P x G — P
uma aplica¢ao continua onde denotaremos -(p,g) simplesmente por pg. Diremos que (P,-) €

um G-espaco a direita se sdo satisfeitas:

74
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1. (pg)h = p(gh) para quaisquer p € P, g,h € G;

2. pe = p para qualquer p € P onde e € a unidade do grupo G.

Para cada g € G, denotaremos Ry : P — P por Ry(p) = pg.

E claro que temos uma definicao andloga para G-espagos a esquerda.

Proposicao 3.1.4 Para um G-espago P a aplica¢do p — pg € um homeomorfismo de P em
P erng: P — P/G é uma aplicagio aberta. No caso em que P/G é Hausdorff, temos que
(P,P/G,mq) € um fibrado.

Demonstracao. Temos que p — pg é claramente continua com inversa dada por p — pg~*

que também é continua. Seja U aberto de P entdo 7 in(U) = Uyec Ug que é aberto por

ser uma uniao de abertos. Segue que 7w(U) é aberto pela defini¢ao da topologia em P/G. m

Definicao 3.1.5 Diremos que (P, M, ) é um G-fibrado se P possui uma estrutura de G-
espago e existe um homeomorfismo f : M — P/G de forma que mg = fomw. Dois G-fibrados

(P,M,7) e (P',M,n") sobre a mesma base sio isomorfos se existe um homeomorfismo 1 :
P — P’ tal que ¢ (pg) = ¥(p)g e 7' ((p)) = 7 (p).

Note que uma fibra 7=1(m) de um G-fibrado é a érbita de cada ponto p € 7~ 1(m) e
portanto G age transitivamente em 7~ !(m). Suponha agora que a acdo de G seja livre em
P, isto é, se pg = p para algum p € P entdo g = e. Defina P = {(p,pg) € P x P: g€ G},
entao pelo fato da ag@o ser transitiva nas fibras e fiel existe uma aplicacdo bem definida
T:P — G dada por T(p,pg) = g ou equivalentemente pT(p,p’) = p’. Tal fungdo é chamada

de aplicacao de translacao e note que ela possui as seguintes propriedades:
(i) Tp,p) =¢;

(i) Tp, )T, p") =T, p");

(iii) T(p',p) = T(p,p")~" para p,p/,p" € P.

Definicao 3.1.6 Um G-fibrado (P, M, ) € dito ser principal se G age livremente em P e a

aplicagao de translagao € continua. Neste caso, chamamos G de grupo estrutural.

Proposicao 3.1.7 Seja (P, M,n) um G-fibrado principal entao cada fibra é homeomorfa a
G.

Demonstragao. Considere uma fibra 7—!(m), fixe um elemento p € 7—!(m) e defina uma
aplicacio u : G — 7 1(m) por u(g) = pg, que é continua. A inversa de u é dada por

p' — T(p,p’) que também é continua e portanto u é um homeomorfismo. =

Exemplo 3.1.8 Seja P = M x G e defina (m,g)h = (m,gh), entao (P,M,m) é um G-
fibrado principal.
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Definicao 3.1.9 Diremos que um G-fibrado principal (P, M, ) € trivial se ele for isomorfo
ao fibrado (M x G, M, 7).

Definicao 3.1.10 Um G-fibrado principal é dito ser localmente trivial se Ym € M existe
uma vizinhaca aberta U de M e um homeomorfismo ¢ : 1= (U) — U x G tal que 71(¢(p)) =
7(p) e se p(pg) = p(p)g parap € 7~ HU) e g € G. O par (U, p) é chamado de trivialidade

local. Um atlas € uma colecdo de trivialidades locais tal que os abertos cobrem M.

Poderiamos definir um fibrado principal sem exigir a continuidade da aplicacao de translagao,
mas exigindo a existéncia de um atlas. Neste caso é facil verificar, usando as trivialidades

locais, que a aplicacao de translacao é de fato continua.

Definicao 3.1.11 Uma se¢ao local em um G-fibrado principal (P, M, ) é uma aplica¢do
0:U — P tal que moo =1idy onde U € um aberto de M.

Note que para um fibrado localmente trivial, sempre existem secoes locais. De fato temos

o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.12 Um G-fibrado principal (P, M, m) € trivial se e sé se admite uma se¢ao

global.

Demonstragao. A implicagao direta é imediata. Para a reciproca, seja 0 : M — P uma
segao global e defina ® : M x G — P por ®(m,g) = o(m)g. A inversa de ® é dada por
o~ 1(p) = (7(p), T((c o 7)(p),p)) que também é continua. Segue que ® é o isomorfismo
desejado. m

Fixe uma atlas {(U;,¢;)},c; para um G-fibrado principal localmente trivial (P, M, ).
Dado um par (4,j) € I x I definimos a aplicagdo ¢;; : U; N U; — G por 9;(m) =
m2(;(p))m2(p;(p)) " para p € m'(m) e onde m é a proje¢ao na segunda coordenada.
Para ver que ¢;; nao depende de p, escolha outro p' € 771(m) entdo existe g € G tal que
P = pg e malp; () malei () = mal;(p)gg  ma(ei(p)) "L = malp;(p))ma(ipi(p)) L. Es-
colhendo segoes locais apropriadas, podemos verificar que 9;; ¢ uma composicao de fungoes
continuas e portanto continua. Além disso temos que o conjunto de fungoes {1 ji}i,je 1 satisfaz

as seguinte propriedades:

(tl) Yps = wkj © wji em U; N Uj N Uy;

(t2) 9;; = e onde e é o elemento neutro de Gj
(t3) ¥;;(m) = @lei(m)_l para m € M.

Definicao 3.1.13 Um sistema de funcgoes de transicao em um espago topoldgico M relativo
a uma cobertura aberta {U;}icr € um conjunto de aplicagées continuas {1;; : U; N U; — G}

tal que a propriedade (t1) acima € satisfeita.
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Note que ¥;;1,;; = 1;; implica a propriedade (t2) e ¥ ;i = ¥;; = e implica a propriedade
(t3). A construcao acima nos diz que temos um sistema de fungoes de transicao definido a

partir de um atlas.

Definigao 3.1.14 Dois sistemas de fungées de transicio {1;;}ijer e {w;»i}mg relativos a
uma mesma cobertura aberta {U;}icr, sao ditos serem equivalentes se para cada i € I existe

uma aplicagdo continua r; : Uy — G tal que ¥;(m) = T‘j(m)zpji(m)ri(m)_l para m € U;NUj.

Teorema 3.1.15 Dados dois G-fibrados principais locamente triviais (P, M, ), (P', M, n")
com mesma base M e dados atlas {(U;, ;) }Yier € {(Ui,¢})} para P e P respectivamente,
temos que P € isomorfo a P' se e sé se os sistemas de funcoes de transicao achados a partir

dos dois atlas sao equivalentes.
Demonstragao. Ver [25]. =

Suponha dados (P, M,7) um G-fibrado principal e F' um G-espaco a esquerda. Defina
uma relagado de equivaléncia em P X F por (p,y) ~ (p/,y') & Jg € G tal que p’ = pg e
Y = g 'y. Defina E = P xg F := P x F/ ~ e denote as classes por [p,]. E claro que a
fungao mg : E — M dada por mg([p,y]) = 7(p) estd bem definida.

Proposigao 3.1.16 No contexto acima (E,M,ng) € um fibrado com fibra homeomorfa a
F. Tal fibrado € denominado de fibrado associado a P.

Demonstragao. E claro que T é sobrejetora e é continua pelas propriedades da topologia
quociente. Vejamos que mg é uma aplicacdo aberta. Dado A aberto em F, denotando por
7 : P x F — E a projecio, temos que 7 L(A) é aberto em P x F e n(7 1(A)) = np(A).
Pela definicio da topologia produto temos que 7' (A) = Uicr Vi x Wi com V; aberto em P
e W; aberto em F. Entdo 75(A) = 7 (U,c; Vi) que é um conjunto aberto em M por 7 ser
uma aplicacao aberta.

Dado m € M, vamos mostrar que 75 (m) é homeomorfo a F. Fixe py € 7~ (m) e
defina f : F' — 7' (m) por f(y) = [po,y] que estd de fato bem definida pois 7([po,y]) =
m(pg) = m, e é claramente continua. Vejamos que f tem inversa continua. Para isto note
que 7' (m) = T(7~'(m) x F) e defina uma aplicagdo continua ¢’ : 7~ '(m) x F — F por
9'(p,y) = T(po,p)y. Temos que ¢'(pg,g~'y) = T(po,pg)g~ 'y = T(po,p)99"'y = T(po, )y
donde ¢’ induz uma aplicagao continua g : ’R’El(m) — F'. Utilizando as propriedades da

aplicacao de translacao, vemos que g é a inversa de f. m

No caso em que (P, M, ) é um fibrado principal localmente trivial, temos que (E, M, 7g)
¢é localmente trivial no sentido que para cada m € M existe uma vizinhaca aberta U de m e
um homeomorfismo ¢ : 7' (U) — U x F. De fato, tome uma trivialidade local ¢ : 7~ }(U) —
UxG de P. Observe que 1" (U) = 7(n~H(U) x F) e G x F é homeomorfo a F por [g,y] — y

e y — [y,e]. Usando ainda que ¢ preserva a agao a direita de G temos os homeomorfismos

() 2 Y (U)xg F2U xGxgF=U xF. (3.1)
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Definicao 3.1.17 Sejam P um G-espago a direita e F' um G-espago a esquerda. Uma
funcdo continua ¢ : P — F € dita ser G-equivariante se ¢(pg) = g~ 'é(p). Denotaremos o

espaco das fungoes equivariantes por Cq (P, F).

Teorema 3.1.18 Sejam (P, M,7) um G-fibrado principal, F um G-espago a esquerda e
E =P xgF o fibrado associado. Entdo as se¢oes de E estao em correspondéncia biunivoca

com fungdes equivariantes ¢ : P — F através de sg(m) = [p, ¢(p)] para p € 7~ (m).

Demonstracao. Para ver que sgestd bem definida tome outro p’ = pg € 7~1(m) entdo
', 6(p)] = [pg, 9~ ¢(p)] = [p, 6(p)]. Temos que sy o7 é continua pois s4(7(p)) = 7(p, B(p)),
onde 7 é como na proposicao anterior, o que implica a continuidade de sy. Pelo fato de G
agir livremente em P, para um elemento z € E e para cada p € 7! (ng(z)) existe tinico
y € F tal que [p,y] = . Dada uma secao s, defina ¢, pela igualdade s(m(p)) = [p, d4(p)].
Neste caso temos que s(m(pg)) = s(7(p)) = [p, ¢s(p)] = [pg, 9~ ¢.(p)]. Pela unicidade de y
como acima temos que ¢,(pg) = g~ é,(p).

E claro que as aplicagoes ¢ +— s4 e s — ¢, serao mutuamente inversas uma vez
que mostrarmos que ¢ € continua. Sejam py € P, yo = ¢4(po) € mo = m(pp), ou seja,
s(mo) = [po,yo]. Tome W vizinhaca aberta de yo. Pela continuidade da acdo de G em
F', existem vizinhacas abertas W’ de ype N de e € G de forma que NW’' C W. Pela
continuidade da aplicacao de translagdo podemos tomar V vizinhanca aberta de pgy tal
que T ((V xV)n 13) C N. Como s é continua existe U vizinhanca aberta de mgtal que
s(U) € 7(V x W'). Defina V! = 7=1(U NV), que contém py, e note que 7(V') = U
e s(U) C (V! x W) uma vez que g o s = idy. Vamos provar que ¢,(V') C W'
Dado p € V' temos ©(p) = m € U e s(m) = [p/,y] com p' =p' € V' ey € W'. Mas
[, y'] =T (p,p),y'] = [p, T(p,p')y'] donde ¢,(p) = T(p,p")y' e NW' CW. m

Definicao 3.1.19 Um G-espaco a esquerda (V,-) tal que V' é um espago vetorial (sobre C
ou R) e -(g,.) é uma transformagdo linear Vg € G serd denominado G-espago vetorial a

esquerda.

Em outras palavras temos uma representagao continua de G em V através da aplicacao
0:G — Aut(V) dada por o(g) = Ly, onde Ly(v) = -(g,v).

Definicao 3.1.20 Um fibrado vetorial é um fibrado (E, M, ) munido de estruturas vetoriais
para cada fibra 71 (m) de forma que para cada m € M existe uma vizinhaca aberta U de m e
um homeomorfismo ¢ : 7= 1(U) — M x Vi, onde Vi, € um espaco vetorial, de forma que para
cada m’ € U, a restricio de o dd um isomorfismo de espagos vetoriais entre E,, := 11 (m/)

e {m'} x V,.

Na definicao acima nao exigimos que os espacos vetoriais V;, tenha a mesma dimensao,

mas ¢ fato que a dimensao de V,,, é constante em cada componente conexa de M.
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Observagao 3.1.21 Se (P, M, n) for um G-fibrado principal localmente trivial e V' for um
G-espago vetorial a esquerda, temos que o fibrado associado E = P xg V € um fibrado
vetorial. De fato, note que ng(m) = {[p,v] : v € V} para qualquer p € 7~1(m) fivo donde
podemos dar uma estrutura de espaco vetorial em E,, = ng(m) por Ap,vi] + [p,v2] =
[p, Av1 + vo]. Utilizando os isomorfismos de (3.1) e essa estrutura de espago vetorial para
E,, seque claro que estamos na hipdteses da definicao de fibrado vetorial. Neste caso dizemos
que E € um fibrado vetorial associado. Definindo uma multiplicagio de C(M) em Cg(P, V)
por (ag)(p) = a(n(p))d(p), que € equivariante pois G age linearmente em V', temos que
Ca(P,V) é um C(M)-mddulo e o teorema 3.1.18 nos dd um isomorfismo de C(M )-modulos
I'(E) = Cg(P,V).

3.1.2 Fibrados principais diferenciaveis e conexoes

Se os espagos topoldgicos da subsegao anterior forem variedades diferenciaveis (que estamos
supondo serem suaves) e as aplicagoes forem diferencidveis, colocaremos um adjetivo difer-
enciavel nas defini¢oes da subsecao anterior. Para nao confudirmos atlas definido acima e
atlas de uma variedade, diremos atlas de fibrado no primeiro caso. Além disso, no caso
diferencidvel, estaremos sempre supondo que os fibrados sdo localmente triviais, o que nos
sera util para demonstrar a diferenciabilidade de algumas aplicacoes.

Vamos comegar definindo uma estrutura diferencidavel num fibrado associado E = Pxg F
para (P, M, ) fibrado localmente trivial. Podemos considerar um conjunto de trivialidades
locais {(U;, ¢;) }ier em P de forma que para cada i € I exista «; : Uy — R™ com a condicao
que {(U;, ;) }ies 6 um atlas diferenciavel de P. Denotando por ¢; : 75 (U;) — U; x F o
homeomorfismo achado em (3.1) e sendo {(V}, 3;)}jes atlas de F', ndo é dificil verificar que
para W;; = (1 (Ui x V) e Vi = (i x B;) o (; temos que {(Wij,7;;) }ierjes € atlas de E.

Fica claro que as fungoes (; e a projecao mg sao diferencidveis.

Proposicao 3.1.22 A correspondéncia dada no teorema 3.1.18 pode ser restringida para

funcoes diferencidveis.

Demonstragao. Suponha s diferencidvel. Observe que para uma trivialidade local (U;, ¢;)
de P, acompanhando os homeomorfismos em (3.1) vemos que se ¢;(p) = (7(p), gi(p)) parap €
71 (U) temos ¢;([p,y]) = (7(p), g:(p))y) para [p,y] € 75" (U). Segue que em 7~ (U) temos
a igualdade ¢4(p) = g:(p) " 'm2(¢;(s(m(p)))), o lado direito sendo composicdo de aplicacoes
diferenciaveis. Como diferenciabilidade é um fato local, segue que ¢, é diferenciavel.
Reciprocamente, suponha ¢ diferenciavel. Para cada m € M , escolha uma secao lo-
cal diferencidvel 0 : U — P tal que m € U. Entao em U a segao sy ¢ definida por
sg(m) = [o(m), p(o(m))] que é composicao de aplicagoes diferenciaveis e portanto impli-

cando a diferenciabilidade de s5. =

Suponha agora, V' de dimensao finita e ¢ : G — Aut(V') uma representagao diferencidvel.
Fixe F = P xg V o fibrado vetorial associado a um G-fibrado principal localmente trivial
(P, M, ).
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Definicao 3.1.23 Definimos uma r-forma pseudotensorial como uma r-forma a valores em
V', ¢, tal que ela seja G-equivariante no sentido que Rjp = g~ Y para todo g € G. Diremos
que tal ¢ € tensorial se além disso ela for horizontal significando que p(X1,...,X,;) =0
se algum dos vetores X; for vertical, ie, se m.(X;) = 0. Denotaremos o espago das formas

tensoriais por QU (P, V).

Note que fungoes G-equivariantes sao exatamente O-formas tensoriais. Iremos generalizar

a proposicao anterior para 1-formas tensoriais.

Proposicao 3.1.24 O espaco Qb ,(P,V) de 1-formas tensoriais estd em correspondéncia
com o espago de morfismos de fibrados de TM em E. FEstes, por sua vez, estGo em corre-
spondéncia com morfismos de C(M)-mddulos de X(M) em Cq(P,V).

1
tens

Demonstracgao. Dada ¢ € Q.. (P, V), definimos para cada m € M a aplicacgao ¢,,(X;,) =
[p, go(f(p)] onde, X € X(M), p € 7 1(m) e X é um campo vetorial em P tal que m(f(p) =
X, ie, X ¢ um levantamento local de X. Assim como no resultado anterior, o fato de ¢
ser G-equivariante implica que a definicao acima independe da escolha de p, e o fato de ¢
ser horizontal nos da a independéncia na escolha de X. E claro que @,, é uma aplicagao
linear. Pode-se mostrar que essa construcao se estende diferenciavelmente em m para uma
aplicacao entre fibrados.

Reciprocamente, dado um morfismo ¢ : TM — FE, defina uma 1-forma ¢ dada pon-
tualmente por ¢, : T,P — V tal que [p, p,(Y})] = ¥ (7«(Y,)), assim como fizemos no caso
anterior. E claro que ¢, ¢ linear e horizontal pois 7. se anula nos vetores verticais. Para

mostrar a equivariancia temos que calcular [pg, ¢,,(Rg«(Yp))]. Como (R (Yy)) = m(Y})
temos [pg, 0, (Rge(Yp))] = 1 (m(Yp)) = [ 0p(Yp)] = [pg, 97 0, (¥p)], donde i, (Rg(Y;)) =

g_lgpp(Y;,) e portanto Rjp = g Lo,
Finalmente a ultima correspondéncia segue do fato que X(M) é o espago das secoes de

TM e Cg(P,V) é isomorfo ao espago das segoes de E. m

Corolario 3.1.25 O espaco QL.,,(P,V) de 1-formas tensoriais estd em correspondéncia
com o espaco de morfismos de fibrados de E* em T*M , que por sua vez, estGdo em cor-
respondéncia com morfismos de C(M)-médulos de Cg(P,V*) em QY(M). Neste caso a

representacio de G em V* é dada por g((v) = ((g~'v) para g€ G,v eV e € V*.

Demonstracao. Basta pegar a adjunta de ¢,, da proposigao anterior em cada ponto de
m e verificar que tal aplicagdo se estende para uma aplicagdo diferencidvel entre fibrados.
Explicitamente temos que a forma o € Q' (M) que é imagem de um elemento f € Cg (P, V*)

através do morfismo em questao satisfaz

m(Xm) = fp(0(X5)) (3.2)

para X,, € TM, w(p) = m e )Z'p € TP é tal que m()N(p). De fato, pensando em E* como
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sendo P X V* temos que a adjunta ¢, * : EX — T, M* num ponto m € M ¢ dada por

P ([, D(Xim) = 2, (@ (X)) = [0, I[P (X)) = C(( X)), (3.3)

Se sy : M — E* é a segao dada por s¢(m) = [p, f(p)] como no teorema 3.1.18 entao a forma
a € Q1(M) é dada por o = p* o sf. A equagao 3.2 segue desse fato e da igualdade 3.3.

Podemos ainda codificar a igualdade 3.2 por

o= (f,¢) (3-4)

onde 7* é o pullback da forma e (,) denota a imagem de f aplicando na imagem de ¢. =

Agora, vamos revisar alguns conceitos relacionados a conexoes em fibrados principais.
Para mais detalhes, ver [28]. Note que para cada p € P, gragas a trivialidade local, podemos
determinar um subespaco de T}, P na direcao de GG, o qual serd denotado por T),G. Para os

préximos resultados fixe (P, M, ) um G-fibrado principal diferenciavel.

Definicao 3.1.26 Uma conexao I em P € a escolha de um subespago H,, de T,,P para cada

p € P de forma que:
1. TpP = H, ® TG para todo p € P,
2. Hpg = Ry«(Hp) para todosp € P e g € G,

3. H, depende diferencialmente de p, ou seja, se X € X(P) e se para cada p definimos

Y, como a componente em Hy, de X, entao Y € X(P).

Chamamos Hy o subespaco horizontal de T,P e T,G o subespago vertical. Para cada
X, € T,P denotaremos hX, a componente em H, de X, e vX, a componente em T,G de
X, chamadas respectivamente de componente horizontal e vertical. Podemos pensar também

emv:T,P—T,G eh:T,P— H, como projecoes lineares.

Para cada p € P e A € g (onde g denota a &lgebra de Lie de G) iremos construir um
vetor em T,G o qual denotaremos por A# . Note que se g; = exp(tA) entdao Ry, (p) define
uma curva diferencidavel em P que passa por p em t = 0. Defina entao A# como sendo o

vetor tangenta a curva no ponto p. Explicitamente temos para f: P — R:

AF() = 5 Fesp(t)) o
Pelo fato de a agao de 7(p) = m(pexp(tA)), temos que de fato A# € T,G. Pode-se mostrar
que A — Aﬁ nos d4 um isomorfismo entre g e T),G e neste caso A# é um campo vetorial em
P.

Lembre que para cada g € G temos um automorfismo interno a, : G — G dado por
ag(b) = gbg~! onde a identidade e ¢ um ponto fixo. Segue que o diferencial de a, nos dé uma

automorfismo de espacos vetorias de T,G = g. Denotaremos tal aplicacao por Ad, : g — g.
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Definicao 3.1.27 Diremos que uma 1-forma g-valuada em P, w : TP — g € uma 1-forma

de conexrao se:

1. w(A#) = A para todo A € g,

2. Ry(w) = Ady(w) para todo g € G, ou seja temos que para cada X € X(P), w(Ry«(X)) =
Ady(w(X)).

Observagao 3.1.28 Dada uma conexdo II em P podemos definir uma forma w : TP — g
da sequinte forma: para X, € T,P, escolhemos w(X,) como sendo o tnico elemento de g
tal que w(X,)* = vX,. Pode-se mostrar que w assim definido é uma 1-forma de conezxdo.
Reciprocamente dada uma 1-forma de conexdo temos que a escolha de Hy, da forma H, =
{X, € T,P : w(X,) = 0} nos dd uma conexdo. Além disso, pode-se mostrar que essa

correspondéncia € biunivoca.

Definicao 3.1.29 Definimos um levantamento de um campo vetorial X € X(M) como sendo
um campo vetorial X € X(P) tal que Tr*()?p) = Xn(p) para todo p € P. Se além disso for
dada uma conexdo em P, diremos que o levantamento € horizontal se U)N(p = 0 para todo

p€E P.

As préximas duas proposicoes que serao apresentadas sem demontracdo terdo como
coroldrio que dado um campo vetorial X € X(M) sempre existe um levantamento X e X(P)

de X, fato que serd amplamente utilizado na subsecao 4.2.1.

Proposicao 3.1.30 Dada uma conexdo em P e um campo vetorial X € X(M), eziste um
dnico levantamento horizontal X € X(P) de X. O levantamento € invariante por R, para
todo g € G, ou seja, Rg*()N(p) = )N(pg.

Dado um subconjunto F' de M, diremos que temos uma conexao sobre F' se para cada
p € P tal que m(p) € F temos um subespago H, de T, P satisfazendo as condicoes 1 e 2
da definicao de conexao e depende diferencialmente em p no sentido que para cada m € F
existe uma vizinhanca aberta U de m e uma conexdao em P|y := 7~ 1(U) tal que o espaco

horizontal desta conexao coincide com H), se 7(p) € F.

Proposigao 3.1.31 Dada uma conexdo sobre um subconjunto fechado F de M, entdo podemos

estender tal conexao para P. Em particular se F = (), temos que existe uma conexao em P.

Corolario 3.1.32 Dado um campo vetorial X € X(M) sempre existe um levantamento

X € X(P) de X. Em particular podemos considerar que X € invariante pela acdo de G.

De volta ao caso em que V é de dimensao finita e g : G — Aut(V) é uma representagao

diferencidvel.

Proposicao 3.1.33 Se ¢ é uma n-forma pseudotensorial em P entao:
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1. A forma (hy) definida por (hp)y(Xi,...Xn) = ¢, (hX1,...,hXy), para X; € T,P, é

uma forma tensorial.
2. dp € uma (n+ 1)-forma pseudotensorial.

3. A (n+ 1)-forma Dy definida por Dy = h(dyp) € uma forma tensorial, chamada de

derivada exterior covariante de .

3.2 Extensoes de Hopf-(zalois

Fixe H &lgebra de Hopf, P um H-co-médulo dlgebra a direita com co-acdo Ar e M = PH =
{pe P:Agr(p) =p®1}. Como M é sub-algebra de P, temos que P é um M-bimédulo.
Dada uma estrutura de M-bimédulo em P® H por b(p ® h)c = bpc ® h temos que A é um
homomorfismo de M-bimdédulos.

Defina a aplicacao Y : P® P — P ® H por x = (¢ ® id)(id ® AR), ou na notacao de
Sweedler, x(p ® q) = pq© @ ¢V, Dos fatos que Ag é um homomorfismo de M-bimédulos e
que a multiplicacao p estd bem definida como uma aplicagdo em P ®j; P temos que ¥ desce
para uma aplicagéo x : P®p; P — P® H. Definimos a aplicacdo linear §: PQP — P®y P
por B(p ® q) = p®p q. A menos que dito o contrario, nesta segdo trabalharemos sempre

neste contexto. Em grande parte, estaremos seguindo [4].

Definigao 3.2.1 Dizemos que P é uma extensao de Hopf-Galois (a direita) de M se x é um
isomorfismo. Neste caso definimos a aplicagao de translagio por T : H — P&y P por T(h) =
X (1 ®h) e no espirito da notagio de Sweedler, denotaremos T(h) = >_T'(h) @ T”(h).

Proposicao 3.2.2 Suponha que exista uma aplicacio ® : H — P inversivel por convolucdo
e homomorfismo de H-co-mddulos a direita (pensando H com a co-ag¢do regular), ie, Aro® =
(P ®id) o A. Entio P € uma extensio de Hopf-Galois de M e neste caso dizemos que a

extensao é fendida (cleft) e ® é a aplicagdo de fissura (cleaving).

Demonstragao. Defina a aplicacao ¢ : P® H — P ®)p; P por ¢ = (u ®ysid)(id @ §)(id ®
&1 @ ®)A, ou seja, Y(p @ h) = p® (hq)) @u P(h(z)) e onde &1 denota a inversa de

convolugao de . Por um lado temos
(xo)(p®h) =x (P~ (ha)) ®m B(hz)) = p® ' (b)) Ar(®(h(2))) =

= p® ! (h(1)) (k) ® hz) = pe(h(1)) @ hzy =p® h.

Para o outro lado primeiro vejamos o que é Ag o ®~!. Para isso usaremos a convolucio
em Lin(H, P ® H). Note que do fato de Ar ser morfismo de dlgebras temos que Ap o &1
é o inverso de convolucao de Az o ®. Definaa: H — P® H por a = (P71 ® S)oT0A, ie,
a(h) = @ (h(s)) ® S(h(1), e veja que

(Ago®) * ) (h) = (Ag o ®)(ha))hez) = (R(ha)) ® ho) (@ (hy) ® S(h)) =
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= q)(h(l))(l)_l(h(4)) ® h(Q)S(h(g)) = (I)(h(l)e(h(g)))q)_l(h(g)) ®1= E(h)l ®1

e analogamente (a* (Aro®))(h) = €(h)1®1, ou seja v é o inverso de convolugao de Ag o ®.

Pela unicidade do inverso temos
Aro® '(h) = (h) ® S(hq))- (3.5)
Assim
Wox)(p@um q) = v(pd® ®qV) = pg o (¢V) @ d(¢?) =*
=p@u ¢V (¢M)2(¢?) =pou g

Para justificar a igualdade com asterisco, calculemos
(Ar @id)(qV® (q) ® B(¢?)) = V07 (¢¥) @ ¢S (¢?) @ B(¢W) =

— q(O)q)—l(q(l)) Q1 <I>(q(2))

donde pelo lema 1.1.55 temos que ¢Vd 1 (¢(V) @ d((P)e Ma@P. =

Se temos uma extensao de Hopf-Galois fendida, sempre podemos achar uma aplicacao
de fissura unital (®(1) = 1). De fato se ® é uma aplicacio de fissura tal que ®(1) = b, entéo
d1(1) = b ! e de (3.5) temos Ag(b~!) = b ' ® 1. Defina ® = b~'®, entdo &~ = bd~ ' e
pelo fato de b~! ser invariante temos claramente que Ap o ® = (® ® id) o A. Por essa razio,
iremos supor que a aplicacao de fissura é sempre unital.

Vamos achar agora propriedades da aplicagao x e da aplicagdo de translacao T para
mostrarmos um teorema que terd uma interpretacao muito interessante quando estivermos
no contexto de fibrados associados quanticos. Mas antes, note quese7: PR H — HRQP é a
aplicac@o de troca, dando uma estrutura de M-bimédulo em H ® P por b(h® p)c = h ® bpc,

entao 7 é um morfismo de M-bimédulos.

Lema 3.2.3 A aplicacdo x tem as sequintes propriedades:

Proposicao 3.2.4 1. (id® x)((T o ARr) @ id) = v o x;
2. (x®1id)o (id®@y AR) = (1d @ A) o x;

3. (x®id) o ASM = Addoy;
ondev: P®H — H® P®H € dado por v(p @ h) = p(l)S(h(l)) 2p? ® hay, A%M
€ 0 co-produto de P ®p; P e Agd € o co-produto de P ® H pensando em H com a co-acdo

adjunta a direita.

Demonstragao. 1. Por um lado

(id @ x)((T 0 AR) @arid)(p @11 q) = (id @ x) (P @ p© @11 q) = pM) @ p0 ¢ @ ¢V
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e pelo outro lado
(vex)(p @ q) = v(pg” @ V) = pMgW () @ pV¢* @ ¢ = pM @ pV¢ ) © ¢V
2. Temos
(x @ id)(id @x Ar)(p@m q) = (x @ id)(p@u ¢ ® V) = pg® @ ¢V @ ¢ =
= (id ® A)(pg” © ¢M) = (id © A)x(p @ q).
3. Calculemos
(x ®id) AR (p @ q) = (x @ id) (P @1 ¢ @ pMgM) = p V¢ @ ¢ © pMg
e do outro lado
AR @ a) = At (pg” ® ¢) = p gV @ ¢ @ pMgVS5(gP)g =
=p9q® g ¢V g pHg?

concluindo a proposicdo. m

Proposigao 3.2.5 Seja P uma extensao de Hopf-Galois de M. FEntdo a aplicacdo de

translacao tem as sequintes propriedades:
1. ((ToAR)®pmid) o T=(S®T)oA;
2. (id@y AR)o T = (T ®1id) o A,
3. ASMoT = (T®id) o Adp;
4. poT =le.

Demonstragao. 1. Calculemos
(id @ X)((1 0 Ap) @ id)T(h) = (v o x)(T(h)) = v(1 @ h) = S(hq)) ©1 & hy
e do outro lado
(id @ x)(S © T)A(R) = (id @ x)(S(hqy) @ T(hz)) = S(h1)) @ 1@ hyy)

e como (id ® x) é um isomorfismo temos ((7 0 Ar) @prid)o T =(S®@T) o A.
2. e 3. Basta fazer como no item anterior aplicando (x ® id) nestes casos e usando os
itens 2 e 3 da proposigao anterior.

4. Temos

le(h) = (id®@e)(1®@h) = (id® e)xT(h) = (id ®€) (Z T'(h) & T"(h ) _
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(i e) (ST ()@ & (T"(h) D) = ST (W)T"(h) = o T(h)
como desejado. m
Considere agora V um H-co-médulo & esquerda com co-acao dada por p; : V — HR V),
entdo pela proposicao 1.1.58 temos que pp : V — V @ H dada por pg(v) = v(® @ S(v(=D)
é uma co-agao a direita. Considerando P ® V' como um co-médulo a direita, defina F =
(PeV)H  entdo é claro que E é um M-médulo & esquerda. Denote por #E := {s: E — M| s
é morfismo de M-médulos a esquerda} e denote por Eqy(V, P) := {¢ : V — P| ¢ é morfismo

de H-co-médulos a direita}.

Teorema 3.2.6 Sendo P uma extensdo de Hopf-Galois de M, no contexto acima, temos o

sequinte isomorfismo de espagos vetoriais * E = Eqy (V, P).

Demonstragao. Defina ¥ : Eqy(V, P) — #E por ¥(¢) = u(id ® ¢) e mostremos que ¥
esta de fato bem definida, isto é, se >, p; ® v; € E entao ), p;¢(v;) € M. Calculemos

AR (Zmﬁ(vz > sz © & p{ (¢(vi)D =
ZZPEO)QS(UEO ) @ piMo] szqzﬁ v;)

onde usamos o fato que ¢ é morfismo de H-co-médulos a direita na segunda igualdade e
usamos que . p;®v; € invariante a direita pois pertence a E. Segue que de fato ), pip(v;) €
M.

Agora, defina ¥ : #E — Eqy(V, P), por

ZT/ (— 1 T//( (— ))®’U(0))

para s € #E. Novamente precisamos mostrar que ¥ estd bem definida e neste caso pre-
cisamos verificar que . T/(v(=1) @y T"(v("Y) @ v(© € P @) E. Denotando por AL a
co-acao em P ® V e observando que Ag ¢ um morfismo de M-méddulos & esquerda definindo

a multiplicacao a esqureda de M em P ® V de forma natural, temos que

(id@ar AF) (DT 0) @n T/ @ 0®) =

— Z T’(v(_2)) QM T/f(v(—2))(0) 210 T”(v(_Q))(l)S(U(_l)) —
= Z T3 @y T'0E) @ 0@ @ (D8 (1) =
= T eu T ) ev@e1

onde na primeira igualdade usamos o item 2 da proposicao anteriror. Invocando o lema

1.1.55, temos o desejado. Também precisamos verificar que ¥ (s)(v) € Eqg(V, P) e para isso
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calculemos

Ar((s) (Z T()s(T" (o) @ 0®)) =
_ ZT/ (- 1 T”( (*1)) ® U(U)) ® T’(v(*l))(l) —
=> T)s(M D) @0v®) @ §(w?) =
=(T® id)(v(o) ® S(DY)) = (¥ @ id)pg(v)

onde na terceira igualdade usamos o item 1 da proposicao anterior.

Vejamos que ¥ = U1, Por um lado temos para ¢ € Eqy(V,P)ev €V
v) = Y TEENUEHT ) @) =
=Y TENTE)e0?) = (Do) = ¢(v)
onde usamos o item 4 da proposicio anterior. Por outro lado para s € #E e YPi®u EE

U(s)) <Zpi ®vi> = Zpi‘ff(é’)(vz‘) =

—Zm/ (M) @ o) =

o ) (Snee)
restando justificar a igualdade com asterisco. Para isso calculemos
(AR @ id @ id) (Z pT W™ ey T ) @ v§°>> _
= Zp(.O)T’ (_1))(0) ®p§1)T’(v§_1))(1) QM T”(vg_l)) ® UZ(O) =
_ ZP(O)T/ (=1) ®pz(1)s(vl(—2)) s T"(UZ(_I)) ® Ui(O) _

_Z O (,OCD) gy VD @ T, OD) g OO _

=Y T ) @ 1oy T ) @ o

e novamente invocando o lema 1.1.55, temos que ), piT’(vg_l)) QM T“(Ul(_l)) ®v§0) € M@y
P ®V e aigualdade com asterisco acima fica justificada usando que s é morfismo de M-

moédulos a esquerda. m
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3.3 Fibrados principais quanticos e conexoes

Fixemos H algebra de Hopf, (P,Ag) H-co-médulo algebra e M = P o conjunto dos

elementos invariantes.

Definicao 3.3.1 Diremos que P(M, H) é um fibrado principal quintico com grupo estrutural

quantico H e base M, se P é uma extensao de Hopf-Galois de M.

Observagao 3.3.2 Mantemos a nomenclatura utilizada na literatura de fibrados principais
quanticos, mesmo que as dlgebras em questdao nao venham de processos de quantizacao ou de-
formacao. Tal problema na nomenclatura, na verdade, surge antes ao considerarmos dlgebras
de Hopf como sendo grupos quanticos, sendo que nem toda dlgebra de Hopf vem de um
processo de deformacao. A alternativa fibrado principal nao-comutativo também ndo € de

todo adequada uma vez que as dlgebras em questdo podem ou ndao serem comutativas.

Seja Q'P = ker i1 o célculo universal de P e seja ¥ : P ® P — P ® H como na secio
anterior. Defina a aplicacio # : Q' P — P®ker € como sendo a restricao de . Explicitamente

temos
#(pdug) =#p @ q—pg21) =pg ¥ @ ¢V —pg @ 1 (3.6)

e aplicando id ® € em ambos os lados temos (id ® €)(#(pdyq)) = 0, donde podemos de fato
restringir o contradominio de ¥ para P®kere. Como M é sub-algebra de P, temos a inclusao
dos célculos universais Q'M C Q' P. Temos assim um P-sub-bimédulo de Q! P gerado por
Qlp

ry .= pPQ'MP (3.7)

e diremos que uma 1-forma a € Q'P é horizontal se a € Fgor. Note que
Thor C ker #, (3-8)
de fato, por (3.6) temos
#(pdubg) = #(pdu (bg)) — #(pbdrg) = pb?¢" ) @ bMgM — pbg® @ ¢ = 0.

Temos que se X ¢é sobrejetora entao # também o é. De fato, dados ), u; ® h; € P ® kere e
ijj ®q; € P ® P tal que X(ijj & Qj> = ZZ u; ® h; entao

% ij@C]j :ijqj:(z’d®e)>‘< ij@(]j :(id®e)<2ui®hi>:().
J J J i

Suponha agora que tenhamos um cédlculo (I'p,d) covariante a direita sobre P dado por
P-sub-bimédulo Np de QP tal que A r(Np) € N, ® H conforme um andlogo da observacao
2.1.20. Como M é sub-algebra de P, podemos restringir o cdlculo I'p para Ty, := Md(M)M.
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Neste caso também temos um P-sub-bimédulo de I'p gerado por I'ps

Thor := PTyyP=TY /(NpNTY ) (3.9)

hor

cujos elementos serao chamados de 1-formas horizontais. Seja também I'y um céalculo bi-
covariante sobre H dado por um ideal a direita Ry de kere que é Adgr invariante con-
forme a secao 2.3. Denote por mp : kere — kere/Rpy a projegdo canodnica. Suponha que
#(Np) C P® Ry de modo que temos uma aplicagao bem definida #py, : I'p — P®kere/Ry
dada por

#np (o)) = (id @ mr ) (#(p))

onde os colchetes indicam a classe de um elemento p € Q'P. Do fato que Fgor C ker#
também temos que I'yo C ker # v, € se X e portanto # sao sobrejetoras entao #y, também

0 é.

Definicao 3.3.3 Sejam Np um P-sub-bimddulo de Q' P definindo um cdlculo covariante d
direita I'p sobre P e Ry um ideal a direita de ker € definindo um cdlculo bicovariante sobre

H. Diremos que P(M,H, Np, Ry) é um fibrado principal quantico diferencidvel se:
1. P(M,H) € um fibrado principal quantico;
2. #(Np) C P® Ry
3. A seqiiéncia de P-mddulos d esquerda

#
0 Thore—>Tp % P@kere/Ry —0 (3.10)

€ exata.

A condigao 1 acima diz que estamos trabalhando com uma extensao de Hopf-Galois. A
definigao original dada em [5] nao fazia essa exigéncia e impunha que x fosse sobrejetora
para fazer sentido falar em exatidao de (3.10). Conforme demonstrado em [22], ambas as
definicoes sao equivalentes no caso do céalculo universal. No caso do calculo nao universal
temos em [23] uma condicao suficiente e necesséria para que um fibrado principal quantico
como em [5] seja uma extensao de Hopf-Galois. Também em [22], foi mostrado que neste
caso a condigdo 2 pode ser substituida por #(Np) = P ® Ry, o que ainda nao se sabia em
[5] conforme a discussdo apés o exemplo 4.11 do mesmo. Faremos as demonstragoes desses
fatos em seguida.

A razdo de escolhermos impor que P seja uma extensdo de Hopf-Galois de M vem da
existéncia da aplicacao de translacao e do teorema 3.2.6, que nos dard uma interpretagao in-
teressante de fibrados associados quanticos. Também utilizaremos a existéncia da aplicacao
de translac¢@o no préximo capitulo. Além disso, os exemplos dados em [5] de fibrados princi-
pais quanticos triviais e homogéneos, que também faremos adiante, sdo construidos primeiro

como sendo fibrados principais quanticos com o calculo universal (e portanto extensoes de
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Hopf-Galois) e depois, sobre certas condi¢oes em Np e Ry, sao construidos fibrados princi-
pais quanticos com cédlculos nao universais.
Antes de comecarmos, note que temos o seguinte diagrama comutativo de P-mddulos &

esquerda com linhas exatas

QLp PopP--p—9

R

0—=PQkere —PQH—P——0

0

donde usando o lema da cobra temos a seguinte seqiiéncia exata

0 ker # ker x 0 coker# —— cokery ——0 . (3.11)

Proposigao 3.3.4 Todo fibrado principal quantico € diferencidvel com os cdlculos univer-
sais. Reciprocamente, se P é um H-co-mddulo dlgebra tal que X € sobrejetora e a seqiiéncia

(3.10) para N, = Ry = 0 € exata, entdo P(M, H) € um fibrado principal quantico.

Demonstragao. Temos o seguinte diagrama comutativo de P-mddulos a esquerda

0—PQ'MP—PQRP—>PyP—=0

N

0 0 PoH—-pPgH—>0

com linhas exatas. Do lema da cobra temos a seqiiéncia exata

0—=PQ'MP ker x ker x 0 cokery — cokery —=0. (3.12)

Suponha P(M, H) fibrado principal quantico, entao y é isomorfismo e kery = 0 =
coker y. Segue de (3.12) e (3.11) que PQ'M P = ker ¥ = ker # e portanto a seqiiéncia (3.10)
é exata. A condicdo 2 da definicdo 3.3.3 é trivial no caso dos célculos universais.

Reciprocamente, usando que Y é sobrejetora, ou seja, coker Yy = 0 e PQ'M P = ker Y pela
exatidao de (3.10) temos de (3.12) que ker x = coker y = 0 donde x é um isomorfismo e P é
uma extensao de Hopf-Galois de M. =

Proposicao 3.3.5 Seja P(M,H, Np, Rgr) um fibrado principal quantico diferencidvel, entao
#(Np) = P® Ry. Reciprocamente, a condigdo 3 da definicio 3.3.3 € satisfeita automatica-

mente se supusermos que #(Np) = P ® Ry no lugar da inclusdo.

Demonstragao. Considere o diagrama comutativo de P-mddulos a esquerda com linhas

exatas
Tp

0 Np QLp I'p 0 (3.13)

i# i# l#NP
1dQm

H

0—=P®Ry——>P®kere—> P®kere/Ry ——0
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onde mp : Q'P — T'p é a projecdo e # é a restricdo de dominio e contra-dominio de #.

Segue do lema da cobra que temos a seqiiéncia exata

0 — ker # ker # ker # n, — coker# — coker# —— coker#y, —0 .
(3.14)
Temos que coker # = 0 pois # ¢ sobrejetora. Seja 7p : ker # — ker #y, a restricao
de mp. Da exatidao de (3.10), de (3.9) e da proposi¢ao anterior temos ker #n, = I'jor =
7p(PQMP) = np(ker #), ou seja, Tp é sobrejetora. Segue desses fatos e da exatiddao de
(3.14) que coker # = 0 donde #(Np) = P ® Ry.
Reciprocamente, se #(Np) = P ® Ry, entdo coker # = 0 e Tp é sobrejetora. Usando
a proposicio anterior, temos ker #y, = 7p(ker#) = mp(PQIMP) = T}, donde segue a
exatidao de (3.10). m

Proposicao 3.3.6 Seja P(M,H, Np, Rgr) um fibrado principal quantico diferencidvel, entao
NpNker# C PQ'MP. Reciprocamente, se Np e Ry definem cdlculos covariantes d direita
sobre P e bicovariante sobre H respectivamente, Y € sobrejetora, #(Np) C P ® Ry, a
seqiiéncia (3.10) é exata e NpNker # C PQ'M P entdo P(M, H) € fibrado quéantico principal.

Demonstracao. A ida é imediata uma vez que mostramos que ker# = PQ'MP na
proposi¢ao 3.3.4. Da hipdtese que (3.10) é exata, continuamos a ter o diagrama (3.13)
e a seqiiéncia exata (3.14). Temos que coker# = 0, e de (3.8) e da exatidao de (3.10)
temos ker #n, = Dpor = mp(PQIMP) C mp(ker #), ou seja Tp como na proposicao ante-
rior é sobrejetora e coker # = 0. Da comutatividade de (3.13), de (3.8) e da hipdtese que
Npnker # C PQ'MP, temos ker # = NpNker# = NpNker #NPQU'MP = NpNPQ'MP.
Como ker #y, = I'por = PI'j P, usando (3.14) temos o seguinte diagrama comutativo com

linhas exatas

0——=NpN POUIMP— pO'MP—— PT'yyP——>0

R

0—— Npn PQIMPC ker # PI'yP——0

donde segue, usando o lema dos cinco, que ker # = PQ'MP. Cafmos assim nas hipéteses

da reciproca da proposigao 3.3.4, e portanto P(M, H) é fibrado quantico principal. m

O que essa ultima proposicao nos diz é que a condicao suficiente e necessaria para que
um fibrado principal quantico no sentido de [5], onde néo é exigido que a extensao seja de
Hopf-Galois, seja um fibrado principal quantico diferencidvel conforme a definicao 3.3.3, é
NpNker# C PQ'MP.

Proposicao 3.3.7 Sejam H uma dlgebra de Hopf e M uma dlgebra. Considere P = M ® H
com co-agao a direita dada por Ap = id®A. Entdo P(M, H) é um fibrado principal quédntico,

o qual chamaremos de trivial.
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Demonstracgao. Defina a aplicagdo ® : H — P por ®(h) = 1®h cuja inversa de convolu¢ao
é dada por @1 : H — P com ® (k) = 1 ® S(h). E claro que Agr o ® = (® ®id) o A, ou
seja, @ é uma aplicacao de fissura e pela proposicao 3.2.2 temos que P(M, H) é um fibrado

principal quantico. =

Em [5], um fibrado principal quantico trivial é definido como sendo uma extensao de
Hopf-Galois fendida. No entanto, conforme [13] temos um exemplo de uma extensao de

Hopf-Galois fendida que provém de um fibrado principal (classico) nao trivial.

Exemplo 3.3.8 Suponha que P é uma dlgebra de Hopf e veja P como P-co-mddulo dlgebra
com a co-acdo reqular Ag = A. Seja Rp um ideal a direita de kere definindo um cdlculo
bi-covariante. Note que se A(p) = p ® 1 entao p = €(p)1 pelo axioma da co-unidade, ou
seja, PP = K. Seque P =K ® P é um fibrado principal quéntico trivial. Neste caso temos
que PRy P=P®P e quex =YX éum isomorfismo com inversa dada por x '(p ® q) =
pS(q)) ® q(2)- Como vimos que # € sobrejetora em P ® kere, temos na verdade que # ¢
o0 isomorfismo entre as duas formas de vermos o cdlculo universal e o P-sub-bimddulo Np
definindo o cdlculo sobre P nada mais é que # (P ® Rp), donde estamos na reciproca da

proposicao 3.3.5 e P(K, P, Rp, Np) € um fibrado principal quantico diferencidvel.

Definicao 3.3.9 Uma conexdao (II,Tyer) (que denotaremos simplesmente por I1) em um
fibrado principal quantico diferencidvel P(M,H, Np, Ry) € a escolha de um P-submddulo a
esquerda I'yer C T'p tal que:

1. T'p = Thor ® Lyer;

2. a proje¢ao I1 : Tp — Dy (morfismo de P-mddulos) € invariante a direita, ou seja,
Agpoll = (Il ®id) o Ag.

Um elemento a € Ty € chamado de 1-forma vertical.

Note que a segunda condicao acima diz que ['ye, continua sendo um H-co-méddulo.

Lembrando-se que do lema 3.2.3, onde tinhamos que (y ®id) o A%M = Agd oy, podemos
usar praticamente a mesma demonstragao para provar que (Y ® id) o Ap = Aéd ox. Temos
que ker € é Adg-invariante, pois €(a(s)) ® S(a())ag) = 1 ®¢€(a) = 0 (ou usando os resultados
do capitulo anterior, lembrar que o célculo universal é bicovariante), donde segue que a
aplicagao # satisfaz a mesma propriedade (# ®id) o A = Aéd o#. Se além disso Np é um
P-sub-bimédulo de Q' P definindo um célculo covariante & direita I'p sobre P e Ry é um
ideal & direita de ker € definindo um céalculo bicovariante sobre H, como Ar(Np) C Np®H e
Adr(Rp) € Ry ® H temos que #x, também é morfismo de co-médulos, (#n, ®id)oAr =
Agd o #Np-

Segue da discussao acima que a existéncia de uma conexao é equivalente a existéncia
de uma cisao on, : P ® kere/Ryg — I'p de #n, na seqiiéncia (3.10) que seja morfismo de

co-médulos. De fato, se existe uma cisao entao a projecao II é dada por II = oy, o #np-
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Reciprocamente, se existe uma conexa@o, entao #n,|r,., ¢ um isomorfismo e oy, é dada
pela inversa (onde observe que inversa de um morfismo de co-médulos T é também um
morfismo de co-médulos bastando aplicar (T~! ®id) & esquerda e T~! & direita na igualdade
(T®id)o Agp=AgroT).

Definicao 3.3.10 A forma de conexdo associada a conexao Il € a aplicacdo linear w : H —
I'p dada por
w(a) =on,(1®@7H(a)) (3.15)

lembrando que a = a — €(a)l.

Proposicao 3.3.11 Sejam P(M, H, Np, Ry) um fibrado principal quantico diferencidvel e

II wma conexdo em P. Entdo a forma de conexdo w: H — I'p satisfaz:
1. w(K® Ry) =0;
2. #np(w(a) =1®@7m(a);
3. Apow = (w®id) o Adg.

Reciprocamente, se w : H — I'p € um aplica¢do linear satisfazendo as trés condigoes

acima, entdo eriste uma unica conexdo I, dada por
M, = o (id® []) o fn, (3.16)

tal que w € sua forma de conexao, onde u € a multiplicagio de P no P-bimddulo T'p e [w] €

a aplicio w induzida no quociente ker €/ Ryy.

Demonstracao. A condicao 1 decorre imediatamente da defini¢ao e condicao 2 vem de o,

ser uma cisao de #x,. Verifiquemos 3:
Ag(w(a)) = Ar(on, (1@ m(a)) = (on, ©id) AR (1@ T(a)) =

= (UNp ®id)(1® WH(G(Q)) & S(a(l))a(g)) — (JNP Rid)(1erg(l)® 6(&)1) =
= (onp @ id)(1 @ mh(ag) @ S(aa))as)) =
= w(ag)) ® S(a@))aE) = (w@id) o Adg(a).

Para a reciproca, suponha que seja dado w satisfazendo de 1 a 3 e defina on, : P ®
kere/Rpy — T'p por
onp(p @ mh(a)) = plwl(Tr(a)) = pw(a) (3.17)

que ¢é claramente um morfismo de P-mdédulos a esquerda. Além disso para p® [a] € P ®

ker e/ Ry, temos pelo item 2 que

#NP(UNP(p ® ﬂ—H(a)» = #Np(pw(a)) = p#NP (w(a» =p® WH(a)7
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ou seja, o, € uma cisao de #y,. Agora, temos que
Ar(on, (p @7 (a))) = Ar(pw(a)) = pQw(am) @ pMS(aq))ag) =

= (onp @ id) (") ® mi(a@) © pVS(aq))ag) = (o, @ id) AR (p © Tp (@)

donde o, define unicamente uma conexao por Il, = oy, o #n, e de (3.17) temos (3.16).
A unicidade segue que (3.15) e (3.17) estabelecem uma relagdo 1-1 entre a conexdo w e a

cisao on,. ®

No caso do célculo universal, temos que por (3.6) a expressao (3.16) pode ser escrita

explicitamente por
M,,(qdp) = gp©w (p(”) : (3.18)

Exemplo 3.3.12 Suponha P extensdo de Hopf-Galois fendida de M e seja ® : H — P
a aplicacio de fissura. Entdo existe uma forma de conexdo natural w : H — QP em
P(M, H,0,0) dada por

w(a) = é_l(a(l))d@(a(@).

De fato vamos mostrar que tal w satisfaz as condicoes de 1 a 3 da proposicdao anterior. A
primeira condi¢ao vem do fato de supormos que ® € unital conforme comentamos apds a

proposi¢ao 3.2.2. Para a sequnda condi¢ao temos por (3.6)
#(w(a)) = #(@ (a))dP(a@))) = B (an)P(a@)” ® D(ap) 1@ €(a) =
=0 (a1))P(am) ®ag) — 1®e(a) =1®a.
Para a dltima condigdo, vamos usar (3.5) e a covariancia do cdlculo universal
Ap(w(a)) = Ar(@ (aq))dP(ag)) = @ (a) Vd(B(ag) ) © (o) Vd(a@) ) =

= (I)fl(a(Q))d(I)(a(g)) & S(a(l))a(4) = (w®id)Adr(a).

A conexdo correspondente € conhecida como conexdo plana.
Mais em geral, se nos é dado uma aplicacdo linear 3 : H — QM tal que 3(1) = 0 entdo

a aplicagao linear wg : H — QP dada por

wola) =Y & Nany)Blae)@(ag) + Y &7 (an))dd(a)

também € uma conexdo no fibrado P(M, H,0,0). De fato, utilizando o que jd demonstramos
no caso anterior, temos que a primeira condicdo seque de 3(1) = 0. Para a sequnda condi¢ao,
note que o primeiro somatdrio estd em PQ'MP = F,({m, = ker #, e portanto #(wg(a)) =

1®a. F para a ultima condi¢cao temos

Agr(wp(a)) =Y Yag)Blag)(aw)@S(an))as+ Y 2 (aw)d®(ag) @S (aa))aw) =
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= (wg ®id)Adg(a).

Note que no caso do fibrado principal quantico trivial P = K ® P do exemplo3.3.8 a
conerdo w € dada por w(a) = S(a()d(a)) para a € P, coincidindo com a equagdo (2.19) e

dando assim uma interpretacdo geométrica para a forma de Maurer-Cartan.

3.3.1 Espacos homogéneos quanticos

Definicao 3.3.13 Sejam P, H dlgebras de Hopf e suponha que exista m : P — H um mor-
fismo de dlgebra de Hopf sobrejetor. A co-acdo regqular a direita de P desce por m para uma
co-ag¢do AR := (id®7m)o A : P — P® H. Neste caso dizemos que M = P ¢ o espaco

homogéneo quantico associado a .

Proposicao 3.3.14 Seja M um espago homogéneo quantico associado a uma sobrejecdo
m: P — H. Ser € tal que kerm C p(kerm|ps ® P) entao P(M,H) é um fibrado principal

quantico.

Demonstragao. Do fato de ¥ do exemplo 3.3.8, o qual denotaremos aqui por Xp, ser
sobrejetora e de 7 ser sobrejetor, temos que Y deste exemplo também o é. Vamos mostrar
que ker # = Fgw e utilizar a proposicao 3.3.4. Ja sabemos que I‘gOT C ker #. Conforme
mencionado no exemplo 3.3.8, dado p € Q' P, podemos escrever p = Y, 5(131 (p* ® u*) com

uF € kerep, p¥ € P e {p*}; linearmente independente. Entdo #p = (id @ m)xp(p) =

Sept @ m(ul).
Supondo p € ker #, como os p* sdo Li. temos 7(u*) = 0 para todo k. De nossa hipétese,
k

podemos escrever uf = >°.mFoF onde mF € kerm|y e vF € P. Para m € M temos
m) @7 (mz)) = m® 1, donde 7(m) = €(m1))m(m(g)) = €(m)1 e assim podemos considerar
mf € kere|ps. Lembrando que no célculo universal temos p ® ¢ = pdg e usando a expressao

de ngl no exemplo anterior temos

p=>_ pF(S(ufy)d(ufy)) =D pFSWly))S(mlyy)d(mlyyhay) =
k i

=Y e(mi)pFS(vh))d(Wlig)) + PP S (vh))S(mky ) d(mii))oliy,
i

U
hor?

U

hor* u

onde o primeiro termos se anula e o segundo estd em I’ ou seja, ker# =T

Proposicao 3.3.15 Seja P(M, H) um fibrado principal qudantico sobre um espago homogéneo
quantico M associado a 7w : P — H. Se existe um morfismo de dlgebras v : H — P tal que
mot =1id, €(t(a)) = €(a) e (id®@ 7)o Adp ot = (¢t ® id) o Adgr entao a aplicagdo linear
w: H — Q'P dada por w(a) = S(u(a)n))d(c(a)e) € wuma forma de conexdo no fibrado
P(M,H,0,0). Chamamos a conexdo correspondente I1 de conexdo candnica do espaco ho-

mogéneo quantico.
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Demonstragao. Verifiquemos as trés condi¢oes de 3.3.11. A primeira é trivial. Para a

segunda temos, usando (3.6)

#(w(a)) = #(S(c(a)q))d(e(a)(2))) = S(e(a)q))(a) @) @ m((a) ) =

= e(u(a)q)) @ m(1(a)z) = 1@ 7((a)) =1 a.

E para a dltima condicao
Ag(w(a)) = S(e(a)2))d(c(a) @) @ 7(S((a)a))ila)q)) =
= S(tla))))d(t(ag))ae) @ S(aqy)as) =
= w(a(g)) & S(a(l))a(g) = (w®id)Adg(a)
onde na segunda igualdade usamos nossa hipétese sobre t. m

Corolario 3.3.16 Suponha que m: P — H seja um morfismo de dlgebras de Hopf sobrejetor
e que vt : H — P seja também morfismo de dlgebras de Hopf e tal que mo 1 = id. Entdo ¢
€ uma aplicacdo de fissura para a co-acdo dada na definicdo de espaco homogéneo quantico.
Além disso a conexdo candnica acima da proposi¢cao anterior coincide com a a conexao plana
do exemplo 3.3.12.

Demonstracao. Como ¢ é morfismo de algebras de Hopf, temos que ¢ é inversivel por

convolugao com inversa dada por ¢ o S. Também vale que

Ag(i(a)) = va)q) @ m(ea)z) = tlam)) @ m((ag)) = (L ®@id)A(a),

ou seja, ¢ € de fato uma aplicacao de fissura. Além disso, nao é dificil ver que ¢ satisfaz as
condicoes da proposicao anterior e como So¢ =10 .S temos a ultima afirmacao do corolario.

Proposigao 3.3.17 Nas condicoes da proposicao 3.3.14 supomos que P possui uma estru-
tura diferencidvel covariante a esquerda em relacdo P dada pelo ideal a direita Rp de ker ep

e que H possui um c.d.p.o. bicovariante dada pelo ideal a direita Ry de kereg. Se
(id@ﬂ')AdR(Rp> CRp®A (3.19)

e Ry = w(Rp) entao P(M,H,Np,Rg) € um fibrado principal qudntico diferencidvel onde
Np = XI_Dl(P ® Rp) com xp dado no exemplo 3.3.8.

Demonstracao. Primeiro vejamos a covariancia a direita do calculo sobre P em relagao a
H, ou seja, Ar(Np) C Np ® H. Da condigao (3.19), temos para g € Rp

1® q2) @ m(S(q))ai) € PO Rp@ H
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donde
Xp (1® qa) @ 7(S(ga))a@) = S(ae) @ a@) © 7(S(qa))q) € Np @ H.
Como Np é P-sub-bimédulo de Q' P temos para p € P que
P1)S(q2)) @ q3) @ T(p2)S(q(1))q(a)) € Np @ H.

Dado p € Np, podemos escrever p = >, Xgl(pk ® ¢*) com p¥ € P e ¢* € Rp para todo k.

Entao
Ar(p) = Ar (Z pks(q/&)) ® QF2)> = Zpl(“l)S(qé)) ® Qégg) ® W(pl(CQ)S(q/(%))Q&))
k k

que como vimos acima estd em Np ® H. Além disso, para p como acima temos

#(p) = # (Z Xp' (0" ® q’“)) = # (Zp’“S(q@)) ® Q?2)> =
k k

=D Sy @ mlafy) = Y _p* ©7(d")
k k

donde segue que #(Np) = #(xp (P ® Rp)) = (id @ 7)(P ® Rp) = P ® Ry onde a tltima
igualdade sai da hip6tese Ry = m(Rp). Usando a proposicao 3.3.5, o resultado segue. m

Exemplo 3.3.18 Seja ¢ € C\{0} e p = —¢'/2. Considere P = O(SLy(2)) do exemplo
1.2.13 e H = C[z7Y/2, 212 do exemplo 1.1.39 (a razio de escolhermos o expoente 1/2 ficard

claro logo adiante). Podemos definir uma co-a¢ao a direita X}; .P>P®H por
—fa b a® /2 bz 12
Apr =
c d c®zV/? de® /2
de forma que P se torna um H -co-médulo dlgebra o direita. Lembrando que temos uma base

de O(SLy(2)) dada por B = {507lmakblcmd” ck,l,m,n € N} \{0}, nao é dificil verifcar que
M=PE ¢4 subdlgebra de P gerada por

1, x1:=ab, x9:=cd, z3:=ad.
A dlgebra M assim achada é uma das esferas quanticas de Podles [36] e serd denotada por

O(S2).

Vamos definir uma aplica¢do T : P—H por

_f[a b 21/2 0
T = )
c d 0 212
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Seja I o ideal de C{a,b,c,d} que define O(SL,(2)). Pode-se, entdo verificar que 7(I) donde
T € um morfismo de dlgebras bem definido. Também como os geradores de H sio atingidos

temos que T € uma aplicacdo sobrejetora. Vejamos que T € um morfismo de dlgebras de
Hopf:

cRQa+d®c c®b+d®d

1/2 1/2 1/2
_(* & z 0 _A z 0 (Ao a b
0 2712 g ,=1/2 0 212 c d

e como ™ e A sao morfimsos de dlgebra temos que (T @ T) o A = A om. Analogamente

O a b - . [a®a+b®c a®@b+DRd
(reT)A =TT =
c

mostramos que eom =¢e¢ ¢ Somr =mo S.

Defina agora H = C[z7', 2] como sub-dlgebra de Hopf de H e seja P = O(504(3))
vista como a sub-dlgebra de Hopf de O(SLy(2)) gerada pelos mondémios quadrdticos como no
exemplo 1.2.15. Como ZE € morfismo de dlgebras seque que podemos restringir o dominio e
o contra-dominio e definir uma co-a¢ao Ar: P — P® H de modo que P é um H-co-mddulo
dlgebra. Como M também é gerada por monémios quadrdticos teremos que PH = M. Além
disso temos que T pode ser restringido para um morfismo de dlgebras de Hopf sobrejetor
m:P— H.

Vamos mostrar que P(M, H) é uma extensao de Hopf-Galois e para isso vamos utilizar a
proposi¢ao 3.3.14 e mostrar que ker m C p(ker |py®@P). Para isso é mais interessante utilizar
uma outra base de O(SL,(2)) dada por B = {a™™c", b™c"d® : m,r,s € N, n € N\{0}}.
Para mostrar que tal conjunto € base basta proceder como mo coroldrio C.1.8 com outro
sistema de redugoes (ver [27]). Com esta base e com o fato de {2 : n € Z} ser base de
H, temos que os elementos de kerm sdo somatorios de produtos que possuem b ou ¢ com

expoente positivo. Agora note que

prid — (x3 — 1)b = b+ pabd — adb = b (3.20)
e
p*(z3 — 1)c = p*(ad — 1)c = pbc?,
T2a = cda = ¢ + pbc?
donde

¢ = x9a — p*(x3 — 1)c. (3.21)

Tomando um somando de um elemento de kerm podemos escrevé-lo como by ou cy onde
y € um mondémio de grau impar. Usando as relagoes (3.20) e (3.21) e observando que
x1,T2,x3 — 1 € kerm|pr vemos que os elementos by e cy estdo em p(kerm|y ® P) donde
kerm C p(ker 7|y @ P). Concluimos assim que O(SOy(3)) € um fibrado principal quéintico
sobre a esfera quantica O(S?) com grupo estrutural quantico C[z™1, 2] = O(U(1)) (este dltimo
denotando a dlgebra de funcgées coordenadas de U(1)). Pode-se também mostrar que essa é

uma extensao de Hopf-Galois que nao € fendida [24].



Capitulo 4

Fibrados associados e resolucao de

referenciais

Este dltimo capitulo estd destinado em estudar alguns conceitos relacionados com fibrados
principais quanticos. Na primeira sec&o, iniciaremos com a definicao de fibrados vetorias
quanticos associados e uma discussao acerca da diferenga entre nossa definicao e a origi-
nal dada em [5]. Em seguida, revisaremos o teorema sobre extensoes de Hopf-Galois do
capitulo anterior e veremos como ele se encaixa no contexto de fibrados associados. Também
definiremos formas tensoriais nesse contexto e estenderemos o teorema mencionado acima,
e por fim, estudaremos conexoes fortes que serdao necessarias no estudo de derivadas covari-
antes na segao seguinte. Na segunda secdo, primeiramente, generalizaremos o conceito de
fibrados de referenciais para resolucao de referenciais e utilizaremos esse nosso objeto para
reescrever alguns objetos basicos da teoria de geometria diferencial em termos de formas
diferencidveis. Finalmente, generalizaremos o conceito de resolucao de referenciais para o

contexto nao-comutativo assim como alguns dos conceitos estudados na sub-se¢ao anterior.

4.1 Fibrados vetoriais quanticos associados

Comecemos definindo fibrado vetorial quantico associado como em [5] com uma modificagao

e ap0s, facamos uma discussao acerca da definicdo comparando com o caso classico.

Definicao 4.1.1 Sejam P(M, H) um fibrado principal quanticos e (V, pr) um H-co-mddulo
a direita. Considere a estrutura de co-mddulo induzida em PR V. O M-mdodulo a esquerda
E = (PeV)H ¢ denominado de fibrado vetorial quintico associado a P sobre M com grupo
estrutural H e fibra V', o qual serd denotado por E = E(M,V, H).

Em [5], (V,pg) é tomado como um H°-co-médulo dlgebra, para que possamos colocar
uma estrutura de algebra em F, no entanto, o analogo algébrico de fibrados vetoriais sao
modulos projetivos finitamente gerados de acordo com o teorema de Serre-Swan e portanto £

como acima deve ser interpretado como as sec¢oes do fibrado e nao a algebra de funcoes em si.

99
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Nao fazemos a exigéncia de que FE seja finitamente gerado projetivo aqui uma vez que nossas
algebras nao representam exatamente a “dlgebra de fungoes de um espaco nao-comutativo”
mas uma possivel “sub-dlgebra densa”.

Vamos considerar o caso cldssico e verificar que interpretar o M-moédulo F da definigao
acima como sendo as secoes de um “fibrado quantico” é de fato mais adequado. Iremos
trabalhar de forma ingénua e informal, ie, iremos supor sem maiores discussoes a igualdade
C(P x G) =C(P)® C(G), o que em geral nao é valido.

Suponha entao (P, M, ) um G-fibrado principal e V um G-espago vetorial de dimensao
finita conforme as definigdes da se¢io 3.1. Fixe {e;}"; uma base de V e {z}" ; uma base
dual para V*, ie, z'(e;) = &;;. Sendo p: G — Aut(V) a representagdo de G em V induzida
pela multiplicacdo e escrevendo os elementos de Aut(V) como matrizes relativas a base
{e;}™,, temos fungdes coordenadas u'j : G — C de forma que u'j(g) é a coordenada (i, j)
da matriz o(g). Como a representacio é continua temos que u’; € C(G). Desta forma a
representacao induz uma aplicacdo p; : V* — C(G)®V* dada por p; (z°) = Ej u';®a?, que
é uma “co-agao a esquerda” no espaco vetorial dual e nao na algebra de fungoes. Podemos,
no entanto, interpretar p; como sendo a restrigao de C'(V) — C(G) ® C(V') procedente de
dualizar a multiplicagao de G em V. Em vista das proposicoes 1.1.58 e 1.1.59 temos uma
“co-agdo a direita” em V dada por pg(e;) = >, ex ® uF;.

Além disso temos um isomorfismo C'(P,V) =2 C(P)®V queleva ¢ € C(P,V)em Y, z'0
¢ ® e;. Definindo (u™1)"j(g) = u’;(g~") temos que (u™1)"; € C(G). Sendo Ag : C(P) —
C(P) ® C(G) a “co-agao” proveniente da multiplicacdo de G em P, temos que, se ¢ €
Cqa(P,V) entdao Agp(z' o ¢) = > 270 ® (u1)!;, de forma que

A% (Zmiqu@ei) :Za:jogb®ek®(u_l)ijuki :inogb@)ei@l.

i i,k i

Por outro lado, pensando e; € C(V*) e abusando da notagao de Sweedler (representaremos
por f© @ 1) uma funcio no produto cartesiano P x G ou V x G que é aplicar f no produto
de G em P ou V, ou seja, (£ @ fM)(p,g) = f(pg)) temos que

1

. (Z veos ) (n.a.9) =Y (@' 0 6) V)" (@) (@' 0 0) Vel ) (9) =

(2

= (0 0) V) 0 )V ()" (@)ef (9) = (o' 0 D) pg)ei(a’y)

onde temos e;(z7g) = (27g)(e;) = 27(ge;). Supondo que Y, 2" 0 ¢ ® e; é invariante a direita

e usando a igualdade acima

2/ (9p(pg)) = 2 (Z(:v’ 0 ¢)(pg)gei> = A} (Z 2 op® 6’1‘) (p,2’,g) =

7



CAPITULO 4. FIBRADOS ASSOCIADOS E RESOLUCAO DE REFERENCIAIS 101

(in 0 $®ei® 1) (n27.9) = (@ 0 9)(peila?) = (a7 0 ) (1),

i

ou seja temos que cada coordenada de go(pg) é igual & coordenada de ¢(p) e portanto

go(pg) = ¢(p), que é o mesmo que dizer que ¢ é equivariante. Concluimos entao que
[(E) = Cq(P,V) = (C(P) & V)“9.
Suponha que (V,p;) seja um H-co-médulo & esquerda. Entao o espago E = {z €

P®V:(Arp®id)(x) = (id® pr)(z)} definido como em [6] é um fibrado vetorial quantico
associado como acima. Para provar este fato, considere a co-a¢ao a direita em V' dada por
pr(v) = v @ S(v=Y) conforme a proposicio 1.1.58. Considere z = 3, p; @ v; € P& V.

Se 2 € E entdo
ZPZ @p  @vi=) pi®v @
i

e portanto

A%(Zpi@@vi):Zng) (0)®Pz Z sz ®p£)5(1(—1)>:
_sz @ ops (n?) = Zp(o)@@w@e( N=> povuol

ou seja x € E. Por outro lado, supondo z € E temos a igualdade do segundo com o ultimo
termo da expressao, ie, Zipz(o) ®fu§ ) (1) = >, pi®v;®1. Aplicando (id ® p ®@1id)(id ®

id® S ®id)(id ® id @ pr,)(id @ T) temos
Zp, @p) @ v = sz ®p(1)5( : 2)) o oo =Y pey ey

e portanto x € E.

Continuando a teoria desenvolvida por Brzezinski, Hajac e Majid em [5], [4] ,[22], definirfamos
uma se¢do cruzada como um morfismo de M-mddulos a esquerda s : E — M (ainda era
exigido que s(1) = 1, mas como nao supomos que V é dlgebra, em nosso caso isso pode
nao fazer sentido e de fato ndo é necessdario) e o teorema 3.2.6 que nos dé o isomorfismo
#E = Eqg(V, P) seria interpretado como o andlogo nio comutativo do teorema 3.1.18. En-
tretanto, conforme observamos acima é interessante pensar nosso F como sendo as secoes
do fibrado quantico de forma que precisamos reinterpretar o isomorfismo #E = Eqy (V, P).

~

Isso faremos motivados pelo isomorfismo no caso classico I'(E*) = T'(E)*.

Defini¢ao 4.1.2 Dados P(M, H) fibrado principal quanticos e (V, pp) H-co-mddulo a dire-
ita, definiremos o fibrado vetorial dual quantico associado a P como sendo o M-mddulo *E

o qual denotaremos por E*.

Suponha que V tenha dimensao finita e H tenha antipoda inversivel de forma que usando
a notagao e o resultado da proposigao 1.1.59, temos uma co-agdo em V dada por pgr(e;) =
> ej ®u/; e em V* dada por ph(z') = > 27 @ STH(ut).
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Proposicao 4.1.3 No contexto acima, € vdlido:
1. E=(P® V)" =Eqy(V*,P);
2. (V* @ P) = Equ(V, P).

Demonstracao. Demonstraremos apenas o item 2., sendo o outro andlogo. Dado a =
S @p € (V@ P) defina ¢, : V. — P por p,(v) = 3. (v)p;i. Da proposigao
1.1.59, temos que a avalia(;éo é um morfismo de co-dlgebras, ou seja, para cada i temos

Eiw)1 = (€)O (v©) (). Assim

Ar (Z&Z ) Y€ Veopt =3 (v0) @V (E) ! =

7

=306 (1) e o) = (9 @id)oae)
donde ¢, € Eqy(V, P).

Dado ¢ € Eqy(V, P), defina a, = Y1 2! @ ¢(e;), entdo

Ap (Z ' ® ¢(€Z)> => (@) p(e)? & (2")Vp(e)V) =
;

l

= Z(ml)(o) ® Lp(el(o)) ® (a:l)(l)el(l) = ij ® pler) @ S (ulj)ur) =
1

l?jik
_ S e 91
l

donde ay, € (V* ® P)H. Note que

P, (v Z @ o(v)

Zx ® pqler) Zx ® & (e)pi = Zf ® pi

donde a +— ¢, é o isomorfismo desejado. m

Usando a proposicio acima e o isomorfismo # E = Eq (V, P) temos que E* = (V*®@ P)H
Podemos, entao, interpretar o fibrado vetorial dual quantico associado a P como um certo
tipo de fibrado vetorial quéanticos associado. De fato poderiamos ter igualmente definido o

fibrado associado quantico como E = (V ® P) e a teoria resultante seria aniloga.

4.1.1 Formas tensoriais

Quando estivermos falando de formas tensoriais no contexto de um calculo nao-universal,

utilizaremos a notagao Q(P) para representar um célculo de ordem superior de forma que
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QY(P) = I'p. Utilizaremos essa notacdo para estar mais de acordo com o caso classico.
Nao confundir com QP (sem os parénteses) que indica o cdlculo diferencial universa. Nesse

contexto (M) denotard a restrigao de Q(P) para M.

Definicao 4.1.4 Uma n-forma horizontal em um fibrado principal quantico diferencidvel
P(M,H,Np,Ry) é um elemento do conjunto Q" (P)per = P(Lpr)P(Lpr)P ... P(Tp)P (0
vezes). O espago de todas as formas horizontais serd denotado por Q(P)per. Dizemos que
a € Q(P) € fortemente horizontal a esquerda (respectivamente a direita) se o € (QU(M))P
(respectivamente o € P(QU(M)) ).

Proposicao 4.1.5 Se o fibrado P(M, H,0,0) tem uma conexdo 11, entio a aplicagdo
h(podpy A+ -+ Adpp) = po(id — IT)(dp1) A~ -+ A (id — IT)(dpy)

onde po,P1,-..,Pn € P € uma projecdo linear de QP em QP tal que Agoh = (h®id)Ag.

Demonstracao. No caso calculo universal temos A = ®p e para provar que h é uma
aplicacao linear bem definida pela expressao acima é suficiente mostrar que ela pode ser
vista como induzida de uma aplicacao h P-balanceada em cada entrada. Tal aplicacao é
definida escrevendo para uma n-upla (qidri, ..., g,dr,) o elemento ¢1dr; ®p - - - ®p ¢, dry, na
forma podp1 A- - - Adpy, usando sucessivamente a regra de Leibniz e passando os escalares em
P pelo produto tensorial, e impondo E(qldrl, ey qndry) = h(pedpr A - - Adpy,). Temos que
h(Q"P) = Q" Py, pois (id — II)(QLP) = P(Q'M)P e é uma projecio uma vez que (id — II)

o é. Para a ultima expressao calculemos
(Aroh)(podp1 A+ -+ Adpn) = Ag (po(id — IT)(dp1) A -+ A (id — IT)(dpr)) =

= p((id—T1)(dp1)) @ A- - - A ((id—T1)(dp,)) @ @p (id—T1)(dp1)) D - - - ((id—TT)(dp,)) V) =
= (id =) (@) A+ A (id = (p @) @ pf . pfD =

= (h® id)Ar(podp1 A -+ Adpp)

onde na segunda igualdade usamos a proposicdo 2.1.18 e o fato do cdlculo universal ser

covariante. Na terceira igualdade, usamos como d e II se comportam com a co-acao. ®

Definicao 4.1.6 Sejam P(M, H, Np, Ry) um fibrado principal quantico diferencidvel, (V, pr)
um H-co-mdédulo a direita e seja ¢ : V — Q(P) uma aplicagao linear. Dizemos que ¢ € uma
forma pseudotensorial em P se Arp = (¢ ®id)pr, ou seja, ¢ é um morfismo de co-mddulos.
A aplicagao ¢ serd chamada de forma tensorial (respectivamente fortemente tensorial & di-
reita ou esquerda) em P se ¢ € pseudotensorial e Vv € V', ¢(v) € horizontal (respectivamente

fortemente horizontal a direita ou esquerda,).

Lema 4.1.7 Seja ¢ : V. — Q(P) uma forma tensorial em um fibrado principal quéintico
diferencidvel P(M,H, Np, Ri) com conexao II. Entao d¢ : V — Q(P) € pseudotensorial.
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Demonstracao. Temos apenas que mostrar que d¢ é morfismo de co-médulos
Apr(dg) = (d®id)Ar¢ = (d®id)(¢ @ id)Ag = (d¢ ® id)A
como desejado. m

Definigao 4.1.8 Seja P(M, H,0,0) um fibrado principal quantico com conezxdo I1. A aplicagdo

D =hod € chamada de derivada covariante exterior em P.

Segue dos lema e proposicao anteriores que D manda formas tensoriais em formas tenso-
riais. Na préxima subsecao, veremos em que condicoes a tensorialidade forte é preservada.

Temos a seguinte generelizacao do teorema 3.2.6.

Teorema 4.1.9 Sejam P(M, H, Np, Ry) um fibrado principal quantico diferencidvel e (V, pg)
um H-co-mddulo & direita. Suponha que (PQY(M))? = Q"(M) e que H tenha antipoda
inversivel, entao formas fortemente tensoriais a direita ¢ : V. — PQ™"(M) estao em corre-

spondéncia biunivoca com homomorfismos de M-mddulos a esquerda s : E — Q"(M).

Demonstragao. Dada ¢ : V — PQ"(M), defina a aplicagao linear s4 : P® V — PQ"(M)
por s4(p®@v) = pp(v) e vejamos que podemos restringir o dominio e contra-dominio e definir
541 £ — Q"(M). Suponha ), p; ® v; € E e calculemos

AR (% (Zpi ®vz'>> ZAR (pid(vi)) ZAR (pi)-Ar(é(vi)) =
= ZAR(M)‘( ¢ ®id)pr(v;) sz ( ) @ pMol) =
= sz¢(vz) ®1= S~¢ (Zpl ®UZ‘> ®1

onde na pentltima igualdade usamos que ), pgo) ® ’UZ(O) ® pl( ! v, =, ®v;®1. Pela
hipétese que (PQ™(M))H = QU(M), temos sy (>, pi @ v;) € Q*(M) e s, estd bem definido.

Por outro lado, dado s € £ — Q"(M) defina ¢, : V. — PQ™(M) por

=S ()7 57 () 0)

onde T é a aplicagdo de translagao. O restante da demonstracao segue de forma andloga a

demonstragao do teorema 3.2.6. m

Como no teorema 3.2.6, se a co-agdo pp provém de uma co-acao a esquerda py como na

proposicao 1.1.58, nao precisariamos supor que H tenha antipoda inversivel.
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4.1.2 Conexoes fortes

Nesta se¢ao, a menos que dito o contrério, trabalharemos com os calculos universais.

Defini¢ao 4.1.10 Uma conexao II num fibrado principal quantico P(M, H) é dita ser forte
a esquerda se (id — I1)(dP) C (Q'M)P.

Utilizaremos a mesma nomenclatura para a forma de conexéo w : H — Q'P. Isto é, no

caso acima diremos que w é uma forma de conexao forte.

Proposicao 4.1.11 Seja w : H — Q'P uma forma de conexdo num fibrado principal

quantico P(M, H), sdo equivalentes:
1. w € uma conexao forte a esquerda;
2. D, preserva tensorialidade forte a esquerda;

3. Para p € P, vale
7230 (AR ®id) <p(0)w (p(l)>> =p2101-pPe1ap® +pOu <p(l)> ®1. (4.1)

Demonstragao. 1. = 2. Tome ¢ : V — (Q"M)P fortemente tensorial a esquerda. J&
sabemos que D,, é pseudotensorial. Além disso, se p =3, dm{ A Admd ApT e (M) P,
entdo Dyp = (=1)" 3" ;dm] A--- Admi, A (id — TT)dp’. Por hipétese para cada j, podemos
escrever (id — II)dp/ =", dm* A p, donde segue que D,p € (Q"T1M)P.

2. = 1. Basta tomar V = P e ¢ = id.

1. = 8. Por um lado, como D, p € (Q'M)P, temos

T23(Ar ®id)(Dyp) = Dup@1=10p@1—po1®1—pOuw <p(1)) ®1,
por outro lado,
T23(AR ® id)(Dyp) = T23(ARr ® id) (1 @p—p1—pQu (p(1)>) =

=1®p®l —p(o) ®1 ®p(1) — 7193(AR ®id) (p(o)w (p(l))) .

Comparando as expressoes, segue o desejado.
3. = 1. Utilizando os cdlculos acima e a hipétese, chegamos a T23(Ar ® id)(Dy,p) =
D,p® 1, ouseja, Dyp € UPN (M ® P)=(Q'M)P. =

Assuma que H tem antipoda inversivel, entao H é &lgebra de Hopf e P (= P como
algebra) é um H°P-co-médulo dlgebra & esquerda com co-acao dada por Ay (p) = S~1 (p(l)) ®
p© como na proposicao 1.1.58. Definimos II,, : QP — QP pela restricio de p ® ¢ —
w (p(_l)) pDgq, que é a versdao & esquerda da férmula para IL,. Definimos entdo D, =

(id — T1,)d para formas em P.
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Proposicao 4.1.12 Sejam w : H — Q'P wma forma de conexio num fibrado principal

quantico P(M, H) sendo H com antipoda inversivel. Sao equivalentes:

1. w € uma conexdo forte a esquerda;

2.
(Ar®@id)ow=1d®R®1®1-1R1®le+ (idR@w) o A, (4.2)
(ld®@AR)ow=101Rid—-1®1® le+ (w®id) o A. (4.3)

Neste caso D, preserva formas fortemente tensoriais & direita.

Demonstracao. Denote w(h) = >, wi(h) ® w/(h) e seja T a aplicacdo de translacao.

Utilizando o fato que Ag é morfismo de algebras, temos

(Ap ® id) (p<0> ( <1>)) Z(AR@;M)( (0) ( ()) ®w~< <1>)> _
_Zp (v <2>> Y & p0u! (p@))(l)@w;' (»®).

Portanto (4.1) é equivalente a

> p0u (5) @ & pu () D o () =

—p2101-p® gp® ®1—Zp (<1>)®1®w;’<p(1)>. (4.4)

1. = 2. Temos que 1. é equivalente a (4.1) que por sua vez é equivalente a (4.4).

Multiplicando (4.4) por um elemento ¢ € P, temos
(0) )
Z " ( 2) ) © pMu, <p<2)) o (p@)) —

=qp®1®1—qAgr(p ®1—qu ( )®1®w((1)). (4.5)

Aplicando (4.5) em T(h) =3, T’(h) ® T7(h), temos
/ 1" " (2) (0) 1/ (1) / 1" (2) (1) " 1/ (2)
ZT JTH0) Ot (THR)@) @ T Ve (THR)P) @ o (TH(R) @) =
_ZT’ h)T)(h @1@1-2? rR(TY(h) ®1—

_ Z T T O (TI W) @ 1ew! (THHD).
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Utilizando que poT = 1le e que T é definida a partir da inversa de pRq — ¢ @ ¢, temos

a igualdade acima é equivalente a

3wk () @byt () Y @w! (he) = dh)lolol-10hol+ Y wih)@low!(h).

)

Aplicando esta igualdade em h(y) de S(h(1)) ® h(z) e multiplicando pelo S(h;)) livre temos

D (he)™ © S(hay)hat (h) ™ @ of (h) =

=1® S(h))e(h@) ®1—1® S(hq ®1+Zw ) ® S(h1)) ® wy (b)),
ou ainda,
(Ap®id)(wh) =12 Sh)®@1—€eh)l®1l® 1+ Zw ) ® S(hay) @ wj(h), (4.6)

que é equivalente a (4.2) ao aplicarmos o isomorfismo 712 o (id ® S~ ® id).

2. = 1. Temos que (4.2) é equivalente a (4.6). Usando (4.6) temos

(Ar®id) (Zp ( (1 )) ® w” (p(2))> _ ZP(O)”; (p(g))(0)®p(1)wi/ (p@))(l)@vw;’ (p@)) _
— 0 g pg (p@)) ©1—p® @ pWe (p@)) 21+ pOu (pu)) o1 (pu)) -

=pelel-p®egpl ®1+Zp <(1>>®1®w;’(p(1>)

que é exatamente (4.4).
2. = 3. Aplicando (id ® id ® p) o T93 0 (id ® id ® ARr) em (4.6) e utilizando o fato de w

ser Adg-equivariante temos
w(h@y) @ S(hayhe =110 S(h) —eh)l®1® 1+
+ Z Wi (b)) @ W (h2) @ ® S(ha))w) (b)) D
Aplicando em h(y) de h(;) @ h(s) e multiplicando pelo Ay livre temos
w(h)) @ hyS(hg)huy =10 1@ hq)S(he) — 1 1@ haye(he)+
+Zw§(h(3)) ® W (h(3) " @ ha)S(h))wf (b)Y

donde
w(h(l)) (9 h(g) =101®1leh) —1®@1h+ (id® Ar)w(h)
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que é exatamante (4.3).

3. = 2. Vamos dar apenas os passos da demonstracao, as contas sendo andlogas ao caso
anterior. Aplique T93(ARr ® id ® id) em (4.3), aplique o resultado em h(yy de h(y @ S(h(a)),
multplique pelo S(h2)) livre e aplique 723 para chegar em (4.6).

Finalmente, para provar que D,, preserva formas fortemente tensoriais & direita, basta
provar que (id — I, )dP C P(Q'M) e utilizar a proposicio andloga a anterior para conexao

forte a direita. Usando (4.3), temos
(id@ Ap)Dop = (id@ Ap) (1@p—po1+w (pV) p0) =

— 10 epV) —pe1el+(dedg) (w (s (pV))p?) =
=12p0 ep! —p1®1+ (id® Ag) (w (S*l <p(2)))) (1ep® gph)) =

= 1<§§>p(0)<§z>p(1>—p®1®1+1®p®1—1®p(0)®p(1)+w(S*1 <p(1)>)p(0)®1 =D,p®1.

Segue que D,p € A'PN(P® M) =P(Q'M). =

4.2 Resolugao de referenciais

4.2.1 Caso classico

Vamos definir agora o conceito de fibrado de referenciais e estudar como podemos generalizar
essa definicao de forma que nao precisaremos falar de coordenadas locais e que possamos
fazer definigoes andlogas no caso nao-comutativo [31]. Também estaremos interessados em
caracterizar o fibrado tangente de uma variedade M como um fibrado associado a um fibrado
principal com base M. Neste contexto com ajuda de alguns isomorfismos poderemos estudar
conceitos que dependem de campos vetoriais do ponto de vista de formas. Nesta subsecao a

dimensao de M estd subentendida como n e esta serd considerada uma variedade compacta.

Definicao 4.2.1 Seja M uma variedade, um referencial linear sobre um pontom € M é um
isomorfismo de espacos vetoriais p : R™ — T,,M. Este pode ser pensado como uma escolha
de base em T,, M.

O fibrado de referenciais terd como fibra sobre m o conjunto de todos os referenciais
lineares sobre m. Sejam F'M o conjunto de todos os referenciais lineares sobre todos os
pontos de M e 7 a aplicacao de FFM em M que associa um referencial sobre m ao préprio
ponto m. Considere o grupo G = GL,, e a multiplicacao de G em F'M dada por R,(p) = pog
para ¢ € GL,. Entdao (FM,M,r) é um GL,-fibrado principal diferencidvel localmente
trivial, com trivialidade local dada através de um sistema de coordenadas locais para M.
Se (U,z1,...,x,) é um sistema de coordenadas entdo podemos considerar uma base fixa
{0/0x;}}_, e considerar um referencial linear como a transformacao linear que leva essa base

fixa na base do referencial.
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Definimos a 1-forma canénica 6 € QL,,,(FM,R") localmente por 0,(Y,) = p~im.(Y})
para Y, € TpFM onde p : R" — T, )M ¢é um referencial linear. Pode-se mostrar que ¢
definido desta forma é diferencidvel. E claro que 6 é horizontal. Vejamos que ela também é

G-equivariante

R;(QP(Y}J)) = Hpg(Rg*(Yp)) = (pg)_lﬂ*(Rg*(an)) = g_lp_lﬁ*(y}?) = 9_1917(}/1))-

Pela proposicao 3.1.24, 0 estd associado a uma transformacao de fibrados entre TM e E =
FM xqr, R" dada pontualmente por 8y, : TpeM — Epn, com O (Xpm) = | ,9()~(p)] onde
peni(m)e )?p ¢ levantamento de X,,,. Temos que O 6 sobrejetora, de fato dado [p,v] € Ey,
considere X,, = p(v) e )?p levantamento de X,,, entao O(Xp) = p‘l(ﬂ*()?p)) =p Y Xn) =
p~Hp(v)) = v, ou seja, O (Xpm) = [p,v]. Como dimT,,M = dim E,, temos que 8y, é um
isomorfismo e portanto 0:TM — E também é um isomorfismo.

Os proximos resultados sdo o ponto de partida para a definicdo de resolucao de referen-

ciais.

Teorema 4.2.2 Um GL,-fibrado principal (P, M, ) é isomorfo ao fibrado de referenciais
FM se e somente se existe 0 € Q. .(P,R") tal que ker § = ker ..

Demonstracgao. Ver [22]. m

Proposicao 4.2.3 Sejam (P, M,7) um G-fibrado principal e 0 : G — Aut(V) uma repre-
sentacdo diferencidvel de G num espago vetorial de dimensao finita V. Para 6 € Q},,, (P, V)
temos que ker§ = kerm, se e somente se o morfismo de fibrados correspondente como na

proposicao 3.1.24 € um isomorfismo.

Demonstracao. (=) Pela defini¢ao de forma tensorial ja temos que ker 7, C ker . Lembre
que o morfismo da proposicao 3.1.24 é dado localmente por 5m : TonM — E,, definido por
O (Xom) = [p,G(f(p)] onde p € 77 1(m) e W*()N(p) = X,,. Tome Y, € T,P tal que 8(Y,) =0
entao 5(@(1@)) = [p,0(Yp)] = 0. Como estamos supondo # um isomorfismo temos que
m(Yp) = 0, ou seja, Y, € kerm,.

(<) E suficiente mostrar que para cada m € M temos que 5m :ToM — E,, é inje-
tora uma vez que dim(7T}, M) = dim(E,,). Suponha entdo que f,,(X,,) = 0 entdo para o
levantamento temos | ,Q(X'p)] = 0. Pela definigao da estrutura vetorial em E,, temos que
[p, Q(Xp)] = [p, 0], mas note que, pelo fato da acao de G ser fiel em P temos que (p,v) ~ (p, w)
se e 86 se v = w. Segue que 9()?;,) = 0 e usando a hipétese que ker § = ker 7, temos que
Xy =7.(X,)=0. m

Segue dos resultaos acima que um GL,-fibrado principal é isomorfo ao fibrado de refer-

1

tens(PyR™) tal que  como na proposicdo ¢ um isomorfismo.

enciais se e s6 se existe 6 € ()
Este é um caso particular em que o grupo estrutural é GL,, no entanto a proposicao 3.1.24
assim como a proposicao anterior é para um grupo G arbitrario. Motivamos por esses fatos,

faremos a seguinte definigao.
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Definicao 4.2.4 Sejam (P, M,7) um G-fibrado principal e o : G — Aut(V) uma repre-
sentagdo diferencidvel num espago vetorial de dimensdo finita V. Diremos que (P,V,G,6) é
uma resolucdo de referenciais sobre M se 0 € Q. .(P,V) ¢é tal que o homorfismo associado

pela proposicdo 3.1.24 € um isomorfismo.

Antes de continuarmos a teoria desenvolvida em [31] e redefinir os conceitos bésicos de
geometria diferencial sobre esse novo ponto de vista, vamos dar um exemplo nao trivial de

resolucao de referenciais.

Exemplo 4.2.5 (Fibracao de Hopf) Neste exemplo, trabalharemos em C mas estamos
pensando tudo como variedades reais. Sejam S = St = {(z0,21) € C*: |z]* + [21|* =1} e
52 = CP" = {[z0: z1] : (20, 21) € C*\{(0,0)}} onde [20 : z1] = {(Xz0,A21) € C* : X € C*}.
Considere a acdo a direita de U(1) = {\ € C : |A\| = 1} em S® dada por ((20,21),\) —
(20, 210\) que estd de fato bem definida uma vez que |z0A|? + |21M|? = (J20]® + |z1|2)|A? = 1.
Seja também 7 : S — S% dada por m(20, 21) = [20 : 21] que € sobrejetora pois dado um ponto

[wo : w1] € S?, basta tomar

Wo w1 3
= , es
b ((\wo\2+ w1[2)172 (Jwol? + |wlr2>1/2>

e temos m(p) = [wo : w1]. Mostremos que (53,82, 7) é um U(1)-fibrado principal localmente
trivial. Considere os sequintes conjuntos abertos de S?, Uy = {[wo : w1] € S% : w1 # 0} e
Us := {[wo : w1] € S? : wy # 0} entdo € claro que {Uy,Ug} é uma cobertura aberta de S? e
¢ suficiente definir trivialidades locais para esses abertos. Defina pg : 11 (Ug) — Us x U(1)

por

ps(wo, w1) = ([wo L), ﬁj&)

e oy YW(Un) — Uy x U(1) por

w
oy (wo,wr) = ([wo twil, Wh)
entao
. . w())\ o . ’wo/\ o
wg(woA, w1 ) = <[w0)\ swr A, |w0)\\> = ([wo ), |w0|> = pg(wo, wi)A

e andlogo para . Condidere as duas parametrizagoes locais Y : C — Uy e g : C — Ug
dadas por Y (¢) = [¢ : 1] evg(¢) = [1 : (] respectivamente. Para cada (29, 21) € C*\{(0,0)},
w0.1) T} 5” — €.
Para isso note que se zo # 0 entao vs := dipg(,, /.,)(1) € uma base de T[ZO:Zl]S2 esez #0

definamos uma transformagao linear de espagos vetoriais complezos p 20021

entdo vy = dn (s, /z,)(1) € base de T[ZO:ZI}SQ. Defina entdo péo 21)(05) = 2% no primeiro

caso e pé\;oﬂ)(v]v) = —22 no segundo e vejamos que essas defini¢oes coincidem quando
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zo # 0 # z1. Note que temos o segquinte diagrama comutativo

UsNUyn —4~ Ugn Uy

o

C\ {0} ——=C\ {0}

onde f(¢) = 1/C e portanto df . .,)(u) = — (23/23) u, donde

22 Z2
Un = d¢N(z0/z1)(1) = d¢S(z1/zo) (df(zg/zl)(l)) == (2(12)> de(zl/zo)(l) == <;> vs.

Substituindo esta igualdade na defini¢cdo de p(io ) temos

o (vn) = p? — Zj vg | = — Z—% 2 =—22=pN (vN)
p(zo,zl) N p(zo,zl) 2,2 S 22 0 1 p(zo,zl) N>

0 0

ou seja, podemos bem definir p(,, .,y para todos os pontos (z0, z1) € C*\{(0,0)}. Defina agora
0 : TS* — C por Y., — P(z0,20) (T (Y(z0,21))) que € claramente uma forma horizontal.

Calculemos para g € U(1),
Rze(}/(zo,zl)) = H(Rg*(}/'(Z0721))) = P(z0g,219)T* (Rg*(Y(zo,zl))) =

= 92p(zo,z1)7r*()/izo,z1)) = 929(}/(207741))'

Portanto, definindo uma representacdo de U(1) por x : U(1) — Aut(C) por x(g) = g2
temos que 0 é uma 1-forma tensorial. Note que 0 restrito a cada espago tangente T(zo,z1)53

¢ sobrejetora uma vez que Ty(y 1) € Py o sdo. Agora, fazendo as substitui¢oes ade-

20,21
quadas dos espacos vetorias complezos por gspagos vetoriais reais e usando arqumentos de
dimensao e a sobrejetividade acima temos que a aplica¢do 0:7S? — §3 Xu(1) R? definida
por X +— [p,0(X,p)] com w(p) =m e m(Xp) = Xy, € um isomorfismo. Concluimos entdo
que (S3,U(1),R%,0) é uma resolucio de referenciais sobre S2.

Utilizando os resultados de topologia algébrica e da teoria que construimos podemos con-
cluir que todo campo vetorial na esfera se anula. Lembre que Cq(P,V) 2 T'(E) onde a se¢ao
s¢ associada a ¢ € Cq(P,V) € dada por sg(m) = [p, ¢(p)] onde p € =1 (m). Portanto, basta
mostrar que qualquer funcdo ¢ € CU(l)(S?’,RQ) se anula em pelo menos um ponto. De fato,
dado p € S a drbita de p, O(p), é uma curva fechada em S cuja imagem por ¢ ¢é uma
circunferéncia centrada na origem. Como S € simplesmente conexo podemos fazer uma
homotopia de O(p) para um ponto. A imagem dessa homotopia por ¢ serd uma homotopia
de uma circuferéncia ao redor da origem para um ponto e portanto deve passar pela origem.

Ou seja, existe um ponto em S cuja imagem por ¢ é a origem, como desejado.

Da definicao de resolucao de referenciais temos um isomorfismo entre o espago dos campos

vetoriais X(M) e o espago Cg(P, V) que pode ser pensando como sendo 0-formas tensoriais
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a valores em V. Neste caso, gragas ao corolario 3.1.25 também temos um isomorfismo entre
QLY(M) o espagos das 1-formas em M e o espaco Cq (P, V*) das 0-formas tensoriais a valores
em V*. Nosso proximo objetivo é usar esses dois isomorfismos para criar outros isomorfismos

entre espacos que dependem apenas de M e outros que dependem de P e V ou P e V*.

Teorema 4.2.6 Seja (P,V,G,0) uma resolugdo de referenciais sobre M. Entdo temos os

segquintes 1somorfismos
QT(M) ®C’(M) X(M) = Qzens(P) V)7

QT(M) ®C(M) QI(M) = Q:ens(P) V*)

Demonstragao. Para o primeiro isomorfismo, considere a aplicagao de Q" (M) @ pr) X(M)
em Q. (P, V) que associa um elemento x =}, B Qo) Y7 € (M) @c(ay X(M) a um
elemento p* € Qf. (P, V) de forma que

tens

P21, Ze) = Bl (s T Zy) 0, (V)
J

onde Z; € T,P e Y7 6 um levantamento de Y7 invariante por G. E claro que p™ é horizontal

definido desta forma. Para ver que é G-equivariante, calculemos

RZ(pz(Zla cenZy)) = ng(Rg*(Zl% ) Rg*(Zr)) =

=D BTy T )by (Re Y ) =
J

=D BT T Z)g T (YY) =
J

= g_lp;(zla sy ZT)

Para achar a inversa, teremos que proceder localmente e depois colar usando particao da
unidade. Fixe p € Q7,,,.(P, V). Considere um conjunto finito de sistemas coordenadas locais
{(U,a}, ...,z }iea onde {U;}1en é uma cobertura aberta de M e uma partigao da unidade
{¥;}1ea de forma que o suporte de cada v; estd contido em um compacto K; C U e para
cada m € M existe [, € A tal que K, ¢ vizinhanga de m. Para um sistema de coordenada
(U, x}, ..., x}) fixo temos que {9/0zi} | é uma base de T,,M para cada m € U;. Denote
por 0 : TM — E o isomorfismo de fibrados induzido por 0 e definamos um elemento de
Q" (M) ®c(amy X(M) dependendo de [ da seguinte forma: param € Uy e X1,..., X, € T, M
o ntimero (8)m (X1, ..., X,) é o coeficiente de 571([1?, pp()?l, ..., X,)]) na base {0/0i}1 |,
onde p € 7 (m) e X, € T,P é um levantamento de Xj. A independéncia de p e do

levantamento vem de p ser tensorial. Para cada [ € A tome um aberto V; O K e tal que
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V; C U, e use o lema de Urysohn (versdo diferencidvel) para construir uma fungao g, € C(M)
que vale 1 em K e zero no complementar de V;. O elemento em questao, entao, serd dado
por k=37 g5 ®c(m) ¥ (0/0x}) onde zero vezes algo néo definido serd entendido como
zero. Finalmente, associaremos a p o elemento ” =), \ Ky.

Vejamos que de fato temos um inverso do outro. Comece de k = j I ®c(M) Y7 e faca

o procedimento acima para p" e provemos que voltamos para . Como ) ;. ¥; = 1, temos

w= S @ by

leN

que

donde ¢ suficiente mostrar que E Iid ®c () YT = /Qf Para cada j considere as funcgoes

f; 7 definidas em U; que ddo os coeficientes de Y7 na base {0/} |. Entao

Zﬁj Rcon viY! =Y > F @ Uif 0/0] =

joi=1

=> Zﬁﬂ D Yy 0/0x) = Z F ot @cn 10/0]

7 =1 7 =1

donde resta-nos mostar que glﬂf = Zj g flij . No complementar de V; temos que essa

igualdade vale pois ambos os lados sao zero. Para m € V; e X1,..., X, € T,, M temos que
~1 ~ ~ .

achar o coeficiente de 6 ([p, p,(X1, ..., X;)]) na base {9/0x;}i_,, mas

Cpn(Xr XD =0 | (p X B0 X000, | | =

> (X, X0)8 (9 0,(Y7) Zﬂf (X1,..., XY}

donde
(B (X X) = 3 (K X ) (m)
J

como desejado. Agora, comecando de p considere k” como definido acima e vamos calcular
para Z1,...,24, € T,P

vi= 3 gm0 (B n() (T2, - W Z)0p () (1 (p)) (9 D})) =

leA i=1

~

=Y a(w(p)ei(7(p))by (Z(ﬁf)ﬁ(p)(mZh e ,W*Zr)(8/3$§)> =

leA i=1 P

= > @ @), (7 (Ip,0y( 21, 2)])

leA b
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donde
[p.v] = |p,0p (5_1 <Z Ui(m(p))lp, pp(Zh---er)]>> =
leA »
“1(0 | S ueonma..z0))) -
leA
= [p,pp(Z1,..., Z)]
e portanto

o (Z1,... Z) =v=p,(Z1,..., 2)

como desejado. Nas contas o simbolo ~ nos parénteses indica o levantamento de tudo que
esta envolvidos por eles.
A demonstracao do outro caso é andloga e nao faremos aqui. Apenas apresentaremos as

relagoes que serao utilizadas ao longos das proximas demontragoes. Temos de um lado

QT<M)®C(M)91<M) - Q;ens(P7V*)

onde ¢; € Cq(P,V*) esta relacionado com «; € QY(M) pelo corolério 3.1.25. Do outro lado

temos

Qgens(vaﬂ - QT(M)®C(M)QI(M)

po— (S8 ®cnn @) (X1, X Y) = (p(X3,..., X0), 0(7))

onde (,) denota a avaliacio de V* em V e a forma de achar os 3, e o; adequados segue
como na demonstragdo do caso anterior. A relagdo importante que teremos é que k €

Q" (M) @c(ar) (M) estard relacionado com p € Qf,,,(P,V*) se e somente se vale
w5 = (p,0) (4.7)

onde 7 denota o pullback em cada fator do produto tensorial Q" (M) ®c(nr) Q' (M). Basi-

camente a equacao acima significa a igualdade definida na aplicacao de volta. m

Dada uma representagao ¢ : G — Aut(V'), temos associada uma representagéo da algebra
de Lie dp : g — End(V) de forma que para A € ge v € V temos Av = d—( )|t 0. Em

particular a representacio no dual g* : G — Aut(V*) que é dada por g¢(v) = ((g~v) para
g€ G, € V*ev eV nos dd uma representacao de g que é tal que A((v) = gC( t49)|=o.

No caso de um G-fibrado principal P temos uma aplicagdo # : g — X(P) tal que
A#h(p) = Lh(pe')|;—o para A € g, h € C(P) e p € P. Podemos também pensar que
um campo vetorial é uma derivacdo em Cg(P,V*). Fazendo essa extrapolacao temos que
A# g, (v) = o) (W)|i=o = §e d(P)(v))li=0 = Fp(e"v)]i=o para ¢ € Ca(P, V)
donde segue que Ap = —A¥¢.
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Suponha ainda dada uma conexao definida por uma 1-forma de conexao w : TP — g,
entao temos uma derivada exterior covariante definida por D = hd onde h é a projecao
horizontal definida pela conexao. Da observacao 3.1.28 temos que a projecao vertical v é
dada por # o w e como a conexao nos dd uma soma direta temos que h = id — # o w.

Usando esse fato e os resultados acima, temos para ¢ € Cq(P,V*) que D¢ = h(d¢) =
d¢ — doé(# ow) = d¢ — # ow(d) = d¢ + w¢.

Proposicao 4.2.7 Seja (P,V,G,0) uma resolugio de referenciais sobre M e w uma 1-forma
de conzdo em P. Defina a derivada covariante V : Q1 (M) — QY (M) Rc(m) QY (M) induzida

da derivada exterior covariante D : Cq(P,V*) — Ql

. :
tens (P, V*) pelos isomorfismos encontra-

dos acima. Entao V é uma deriva¢ao com respeito ¢ multiplica¢do por fungoes de C(M).
Além disso m*Vxa = n*Lxa — <¢>, £X9> onde L = L+ w, ¢ € Cq(P,V*) corresponde a
a € QYM), X € qualquer levantamento de X € X(M), e {,) denota a avaliacio de V* em
V.

Demonstracgao. Lembre que por (3.4) temos 7"« = (¢, 0). Podemos pensar que Va como
uma 1-forma Q' (M) valuada Va : TM — Q'(M) donde podemos definir Vya := Va(X) €
QY(M) para X € TM. Nestes termos temos para Y € TP

T (Vxa)(Y) = (Vxa)(m.Y) = (D, 0Y) = (d g6+ we o, 0V ) = <X(¢>) +wed, 9Y>

portanto 7(Vxa) = (D ¢¢,0) ou simplesmente 7*Va = (D¢, ). Se f € C(M) entao por
definicao f.¢ := (7% f)¢ para ¢ € Cq(P,V*) e como 0 nos d4 um morfismo de C'(M)-mé6dulos
temos que o ~ ¢ implica fa ~ (7*f)¢ onde ~ significa a correspondéncia da proposicao.
Segue que
'V (fa) = (D((7*f)¢),0) = (d(7" f)¢ + (7" f) (D), 0)

e como dr*f = w*df temos que Vfa = df.a + fVa, ou seja, V é uma diferenciacao em
relacdo a multiplicacdo por elementos de C(M).

Finalmente, para a tltima parte, note que <w§¢, 9> = — <<Z>, wX9>, m(Lxa) = Lg(n*a) =
Le ({9,0)) = <LX¢)7 0> + <¢>, LXH>e )Z'(gzﬁ) = Lg¢ onde X é um levantamente de X. Segue
que

™Vxa = <()~((¢) + wg¢,9> = (Lg,0) — ($,w o) =
™ Lxa — <¢, L/Q9> - <¢,w/Q0> =71"Lxa — <¢’£)€9>

e usando os isomorfismos acima segue o desejado. m

Definiremos a derivada covariante de campos vetorias impondo que
a(VxY)=X(aY)) - VxaY) VaecQ'Y(M) (4.8)

para X,Y € X(M).
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Proposicao 4.2.8 Nas condi¢des da proposicao anterior, defina o tensor de tor¢do T como

2

7ens (P, V') pelos isomorfismos acima.

sendo o (1,2)-tensor em M correspondendo a D6 € Q
Entao
VAa=da—aT)

para todo o € QY (M), sendo que tal definicdo é equivalente a nocdo usual de tensor de

torcao.

Demonstracao. Primeiro vejamos o que a equacao do enunciado quer dizer, ie, temos por
definigdo (VA a)(X,Y) := Vxa(Y) — Vya(X) e a(T)(X,Y) = o(T(X,Y)). Se T esta
associado a Df e a € QY (M) estd associado a ¢ € Cg(P,V*) entdo <q§p,D0p()?p,1~/p)> =
m(Ton (X, Yi)) para p € 7 2(m) e X e Y levantamentos de X e Y respectivamente.

Tirando a dependéncia pontual temos 7*(a(T')) = (¢, D). Assim

TV AX,Y) = 1 (Vya(Y) — Vya(X)) = <D£¢,0(}7)> - <D?¢, 9(55)> _

_ <d£qz5+ wg¢,9(17)> - <d¢¢> +w?¢,0()~()> -
_ <X(¢) +w£¢,9(§~/)> . <17(¢) +w?¢,0()~()> = %.

Agora note que

d((9.60) (X.Y) = X ((¢.61))) =V ((6,0(%))) = (¢.6 (1X.7]))

= (X(0),00)) + (. XO)) = (V(6).0(5)) = (. T(0(X))) ~ (9,0 (IX,7]))

(6,d0) (X,¥) = (6. X(0(V))) = (6, Y (0(X))) = (.6 (IX.V]) )
donde
d((9,0)) (X.7) = (X(6),0(Y)) = (V(6),0(X)) + (,d0) (X, V).
Segue que
* = d((6,0)) (X,7) = (6,40) (X,7) = (9,0¢0(V) ) + (6, wgb(X) ) =
= d((6,60) (X,7) - (¢,6) (X,7) = (6, 1 0) (X, 7),
logo

TV Aa=d({s,0) — (¢,d0 + w A 0) = 7"da — (¢, DO) = 7"da — 7™ (a(T))

e finalmente temos que VA o = da — a(T).
Agora, vamos mostrar que esta equacao € equivalente a definicdo usual do tensor de
torcdo, a saber, T(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y]. Aplicando a € Q' (M) arbitrario nesta
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dlima igualdade e usando (4.8) temos
X(a(Y)) = Vxa(Y) = Y(a(X)) + Vya(X) - o([X,Y]) = ao(T(X,Y))
ou reescrevendo
X(a(Y)) = Y(a(X)) —a([X,Y]) = VA (X, Y) = a(T)(X,Y).
Mas da(X,Y) = X(a(Y)) = Y(a(X)) — a([X, Y]) donde segue a equivaléncia descjada. m

Proposigao 4.2.9 Nas condicoes da proposicao anterior, defina o tensor de curvatura de
V para oo € QY(M) arbitrdrio como sendo Ra € (M) @cary (M) correspondente a Q¢
onde Q := Dw € Q2 (P, g) ¢ a curvatura da forma de conezdo e ¢ € Cg(P,V*) corresponde

tens

a «. Entao
R(X,Y)Oé: [VX,Vy]a—V[ij]OA VX,YE}:(M)

e tal equacdo € equivalente o definicdo usual.

Demonstracao. Note que
T (R(X,Y)a)Z = (R(X,Y)a)(r.Z) = (26(X,V),0(2)).

ou seja, R(X,Y)a ~ Qp(X,Y) onde X,Y € X(M), Z € X(P) e X,Y sao levantamentos de
X e Y respectivamente. Também ja vimos que 7*V xa = <DX¢’ 9>, isto é, Vxa~ Dgge

portanto temos que
Vx,Vyla — V[ij]Oé ~ [Dg, D?W — D[)gy](b'

Segue para a primeira parte, é suficiente mostrar que Qqﬁ()?,f/) = [Dge,Dglo — D[&?}gb.

Lembrando que 2 = dw 4+ w A w [34] e fazendo os cdlculos temos por um lado
Q3(X,Y) = (dw+wAw)A(X,Y) = X(we)d = V(we)d — wig g0 +wewpd — wewed

e por outro lado

[De,Delé = Do(Y () +wed) — Do (X(¢) +we) =
= XY (¢) + X(wed) +we(Y(9)) +wewed — YX(¢) — V(wed) — we(X(¢)) —wewed =
= [)?, ?](;5 + )Z'(w?)¢ +wewed — ?(WX)¢ —WeWwed

onde usamos que X (weo) = X (we)o+ w?()? (¢)). Comparando as duas expressoes acima e
usando a relacio para D[g ?]Qf), temos a igualdade desejada ng()?, EN/) =[Deg, D?]gb—D[X ﬂgb.
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Para a equivaléncia com a definigao usual, note que usando a relagao (4.8) diversas vezes
para o € QY (M) e X,Y,Z € X(M) arbitrérios temos

Vx,Vyla(Z) = Vixyja(Z) = Vx(Vya)(Z) = Vy(Vxa)(Z) = Vixyja(Z) =

= X(Vya(Z)) - Vya(VxZ) - Y(Vxa(Z)) + Vxa(VyZ) - Vixya(Z) =
= X(Y(a(2)) - X(a(Vy2)) - Y(a(VxZ)) + a(VyVxZ) — Y(X(a(Z)) + Y (a(Vx Z))+
+X(a(VyZ)) — a(VxVyZ) — [X,Y((2)) + (Vix v Z) =
=—a([Vx,Vy|Z - Vixy|Z)

ou seja, denotando a definicdio de curvatura usual por R temos que
o (R(X,Y)Z) = —R(X,Y)a(Z)
diferindo apenas por um sinal. =

Passemos agora para discussao da métrica Riemanniana. Na verdade, nao estaremos tra-
balhando com uma métrica Riemanniana em si, mas com uma generalizagao dela e veremos

como interpretar a métrica como uma resolucao de referenciais.

Definicao 4.2.10 Seja M uma variedade. Uma métrica Riemmaniana em M € um ele-
mento g € O (M) @c () QH(M) satisfazendo:

1. (X, X) > 0VX € X(M) e g(X,X) =0 se é sé se X =0 (condi¢io de ser positiva
definida);

2. 9(X,Y)=9g(Y,X)VX,Y € X(M) (condi¢ao de simetria).

Note que para cada ponto m € M a métrica Riemanniana da um produto interno g,
em 1,,M e portanto podemos pensar g,, como um isomorfismo entre 7,,M e T;; M dado
por gm(Xm,-). Estendendo essa idéia globalmente temos um homomorfismo de fibrados
g : X(M) — QY(M) e, usando coordenadas locais e particio da unidade pode-se mostrar
que este homomorfismo é na verdade um isomorfismo. A primeira generalizagao de métrica
vem ao trocar a condi¢ao 1. pela condicao que g, seja um isomorfismo entre 1,, M e 15 M
o que resulta também num isomorfismo g : X(M) — QY(M). Neste caso, dizemos que g é
uma métrica semi-Riemanniana ou pseudo-Riemanniana. Quando formos generalizar para
0 caso nao comutativo, em geral, a simetria é algo que nao se espera. Em alguns casos
podemos definir um certo tipo de simetria, mas no caso geral, isto nao é claro. Por isso,

vamos generalizar ainda mais a nogao de métrica.

Definigcao 4.2.11 Seja M uma variedade. Uma métrica generalizada em M € um elemento
g € QYM)@c () (M) de forma que o homorfismo de fibrados g : X(M) — Q'(M) definido

por X — g(X,_) é um isomorfismo.
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Voltando ao caso em que temos uma resolucao de referenciais (P, V, G, ) sobre M, um
elemento g € QY(M) Qc(m) QY(M) pode ser enxergado através dos isomorfismos acima
como um elemento v € Q. (P,V*). O préximo resultado relaciona os conceitos de métrica

generalizada e resolugao de referenciais.

Teorema 4.2.12 Suponha dado uma resolu¢do de referenciais (P,V,G,0) sobre M, entdo
um elemento g € U (M)@c () (M) € uma métrica generalizada se é somente se o elemento
Y € Qbops (P, V*) correspondente € tal que (P,V*,G,~) € outra resolugio de referenciais sobre

M, a qual serd chamada de resolucdo de referenciais dual.

Demonstragao. A resolucio de referenciais nos d4 um isomorfismo Q!(M) = Cq(P,V*),
entdo o isomorfismo g : X(M) — QY (M) é equivalente a um isomorfismo X(M) — Cg (P, V*)
que manda X em 7 onde X ¢é levantamento de X, T™(9(X,2) = (v¢.0) e vep) =
7()~(p). Pela proposi¢ao 3.1.24 este tltimo isomorfismo é equivalente a 6 € QL (P, V*) tal
que (P,V* G,0') é uma resolucao de referenciais e de tal forma que a aplicagao X(M) —

Ce(P,V*) é dada por X — ¢'(X), ou seja, neste caso temos que ¢ =~. m

4.2.2 Caso nao-comutativo

Definigao 4.2.13 Dizemos que (P, H,V,0) é uma resolucio de referenciais de (M, Q' M) se
H € uma dlgebra de Hopf com antipoda inversivel, P(M, H) é um fibrado principal quantico
sobre M, V é um H-co-médulo a direita e 0 : V. — PQ'M ¢é uma 1-forma fortemente

tensorial tal que a aplicacio sy : E — QM do teorema 4.1.9 é um isomorfismo.

A definicdo pode ser reescrita para cdlculos nao universais, mas o restante da secao serd

em termos de calculos universais.

Lema 4.2.14 Seja P(M, H,0,0) um fibrado principal quantico diferencidavel com calculo
universal e V. um H-co-mddulo dlgebra a direita entdo é vdlido o segquinte isomorfismo:

(QAMPR VT =2QIM ey E.

Demonstragao. Note que (QM)P C M ® P. Definiremos as aplicagdes ® : ((Q'M)P ®
VT - QM ey EeV¥ : Q'Meoy E — (G*M)P @ V)H por @3, mi@p @v;) =
= dmi @ pi @ v e W (D, nidm; @p pi @ ui) = >, nidm;p; ® v;. Temos que ver estas
funcoes estao bem definidas, isto é, que as expressoes dadas estdo no contra-dominio. No

primeiro caso temos que Y, m; ® p; @ v; € (QM)P @ V) implica que

1)
Zmz@@pl ()®p§ 2 Zmz®pz®vz®l
7
0 que por sua vez implica que

—dei®Mp§O)® ()®p§1),( —dei®Mpi®Ui®1

i
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donde segue que — ). dm; @ p; @ v; € Q'M @ E usando um andalogo do lema 1.1.55. Da
mesma forma, fazemos o outro caso. Vejamos que um é inverso do outro. Lembrando que

dm=1®m—m®1 temos

(<I) o ‘I’) (Z n;dm; Qpr p; ® Ui) =& <Z nydm;p; ® Ui> =

=& (Zm@mlpl@vl—mrm@pz@vz) =

(2

== dn; @p mapi ® v — d(nim;) @ p; @ v; =

1

= — de ®nm mip; @ v; — dng @y mip; @ v; — nidm; @pp p; @ vy =

)

= Z nidm; @nr pi ® ;.
p

Por outro lado note que podemos escrever um elemento de ((Q2'M)P @ V) da forma

Zi,j m;j @ pij @ v; onde Zj mi;pi; = 0 para cada i. Assim, temos que

(\I/O(I)) Zmij ®pij®vi =V —deij ®Mpij®’l)i =
i3 2

= — Zl@mijpij@)w — M QPij QUi | = Zmij @ pij @ v;
i3 i,J

como desejado. m

Suponha agora que (P, H, V, #) seja uma resolucao de referenciais sobre (M, Q' M), ou seja
temos um isomorfismo sy : E — QM dado por sp(p ® v) = pf(v). Entdo podemos compor
o isomorfismo acima com id ®js s para chegar num isomorfismo com Q'M @ Q'M. O
tltimo por sua vez pode ser visto com subconjunto de M ® Q! M uma vez feita a identificacio
M @y Q' M = Q' M. Agora, pelo fato de M ser o conjunto dos elementos invariantes de P
e usando o lema 1.1.55 vemos que ((2'M)P ® V) C M ® E. Finalmente juntando todos
esses fatos vemos que o isomorfismo (U M)P @ V)7 =2 QM @, Q'M € M ® Q' M é dado
por id ® sg.

Proposigao 4.2.15 Seja (P, H,V,0) uma resolugio de referenciais sobre (M, QM) e suponha
que w : H — QP ¢ uma forma de conexdio forte & esquerda. Considere a derivada
covariante DE © E — Q'M ®); E dada por D, ® id = (id — I1,)d ® id e definamos
Vo : Q'M — Q'M @y Q'M usando o isomorfismo sy, entdo V., obedece uma regra de

derivagcao com respeito a multiplicacao a esquerda por elementos de M andlogo ao caso
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cldssico. Além disso temos a sequinte erpressdo
Vo= 1aid—(id@0)os;" =3 (syp) Ow ((s;;)@)) 0(syt)

onde usamos a nota¢do s(;l => 30_1; ® 39_‘} para uma escolha arbitrdria de representante da
1

imagem de sy .
Demonstragao. Pela definicdo conexao forte temos que (id — I, )dP C (Q2'M)P e usando
o lema acima temos que DZ estd bem definida. Agora, conforme o enunciado e a discussdo
anterior temos que V,, = (id®sg) o (D, ®1id) 05;1. Lembrando que I, (p®q) = pg®w (q(l))

temos utilizando a notagao para 59_1

Vo = (id @ s)((id — T,)d @ id) (sy ® sg0) =

= (id@so) (10558 —sip @1 = (550) " w ((s58) ")) @ s0t) =
= 1@id— sz 0 (s) = (s58) " w ((532) ") 0(s))

como desejado. Sejam p =, m; @n; € WM, f € M e Zj Dj QU = se_l(p), assim usando

a expressao acima temos

Vo(fp) =) 1@ fmi@n; — fp; @ 0(v;) — fpgo)w (pg-l)) 0(v;)

2%
onde usamos que sy, 30_1 e Ap sdo morfismos de M-méddulos a esquerda. Por outro lado

0 1
Vo (p) =D F@mi @i~ fp; @ 0(0;) — " (917 0(0y),
i,J
Voltando a pensar em Q'M ®p QM temos que Y, f@m; @n; ~ > f@ 1@y m; @n; e
dYulefmi@n ~ 3, 1® f®u m; ®n; donde

Volfp) = fVu(p) =A@ f = fR1)@n p=df @um p.

Lembrando que no caso do célculo universal temos ®3; = A segue que V,(fp) = fVy, (p) +

df A p que é a expressao para o caso classico. m

Queremos agora mostrar um resultado analogo a proposicao 4.2.8. No entanto, uma vez
que 0 é uma forma fortemente tensorial a direita e w é uma forma de conexao forte & esquerda,
nao podemos tirar conclusoes sobre D,,0. Para resolver este problema usaremos a proposicao
4.1.12 que nos diz que a derivada convariante no contexto a esquerda D,, = (id —II,,)d (onde

0)

TL, é caracterizado por I, (p ® q) = w (p(_l)) pl q) preserva tensorialidade forte a direita.

Proposicao 4.2.16 Nas condicées da proposicio anterior, o tensor de tor¢io T : Q' M —
QM @3 Q' M definido por T = d—V corresponde & forma fortemente tensorial D0 : V —
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PQ2M & direita pelo teorema 4.1.9. Explicitamente

D,=1%0— Z (0,120 +001+ -0(w®b)op,

onde denotamos 6 =", . ® 07 para uma possivel escolha de representar a imagem de 0, a
aplicacao - multiplica copias adjacentes vindas de w e 8 e pr, € a co-acdo a esquerda associada

a co-agdo a direita de V. como na proposicao 1.1.58.

Demonstracao. Note que a inclusio Q'M C M ® M é tal que Yo ymidng =Y. my @ n,.

Portanto a derivacdo exterior em Q'M é dada por

d<zmi®ni> :dei@)Mdni:Z(l®mi—mi®1)®M 1®n—n;®1) ~

7
Nzl®mi®ni—mi®1®ni+mi®ni®1.
7

Segue que
d(se(p@v)) = 1@ph(v) + > (p8'(v) © 1@ 6"(v)) + pb(v) ® 1
Pela proposicao anterior temos
Va(so(p @ 0)) = 1@ p0(0) = p @ 6(0) —p O (1)) 6(0).

Sendo T : E — Q2M = QM ®,; Q' M dada por T = (d—V)o sy, isto é, a tor¢ao vista com

aplicacao de F, temos

T(peo) =p@o(v) = 3 () @ 1€ 61(0) +po() © 1+ pOw (p1) 6(0).
k

Seja Y : V — PQO2M é a 2-forma associada a T pelo teorema 4.1.9. Usando as propriedades
da aplicagao de translacao po T = lee (id @y Ar)T = (T ®id) o A sai que

(LRw)(idpy AR T=(pRw)(T®id)ocA=(leQw)oc A=1Qw.

=T (s7 () T (T (5 () o) -

=1060(w) Y (0,(0) ® 1®0}(v)) + (1) ® 1 +w (5*1 (uﬂ))) 6(v(©)

k

Assim

onde nos trés primeiros somandos usamos a propriedade po T = 1e, depois que eo S~ =c e
por fim as propriedades de co-a¢ao; no iltimo somando utilizamos a expressao achada acima.

Note que Y possui a expressao dada para D,0 no enunciado. Resta-nos apenas mostrar que
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tal expressao de fato vale. Pensando Q?P C P ® P ® P temos

D,0(v) = hdb(v) _hd<29’ )@ 0% (v >_hd<29’ )6y (v >:

=h (Z Aoy (v)ddy (v ) = (id — T1,)(d8},(v)) (id — TL, ) (A6} (v)) = k.

k

Uma vez que 0(v) € PQ'M C P ® M podemos escolher os §” de forma que 6 (v) € M para
todo k, donde

L (40 (v)) = T (1 @ 0{(0) — Bf(v) @ 1) = —w ($7* (6f(0)V) ) 61()® = 0
para cada k. Assim

k= d6(0) — 3T (1@ B (0) — 0(0) @ 1)(A0}(v)) =

k

o)+ 3 (57 (80))) #h(0) Vl08(0) = .

Como 6 é fortemente tensorial e em particular, equivariante, temos Agr(68(v)) = (6 ® id)pp
ou ainda, como escolhemos 0 (v) € M temos 3, 0}, (v)0 @ 0] (v) ® 0, (v)V = 3,6 (v1?) ®
0/ (v(o)) ® v donde

A =db(v Z( ( ))9/(0)(19;/(1,(0)):

=1060(v) =Y (6,(v) @18 6{(v)) +6(v) ® 1 +w (S—l (u(l))) 0(v(®)

k

onde usamos os fatos mencionados no inicio da demonstracao. m

Exemplo 4.2.17 Seja M uma dlgebra de Hopf. Considere H=K e P =M com Ar: P —
P® H dada por Ag(p) =p®1. Temos que a unidaden : H — P € uma aplicagao de fissura,
de fato ela a identidade em Lin(H, P) uma vez que eg = id no caso em que H é o prdprio
corpo e Ar(n(X)) = Ar(Alp) = 1p @ X = (n ®@id)A(N). Segue que P(M,H) é um fibrado
principal quantico. Considere V- =kere e pp = AR|kere, donde E = M ® kere.

Seja 0 : V — QM dada por 0(v) = S(va)) ® vy que estd bem definida pois v € kere
e S(va))ve) = €(v) = 0. Entdo sy : E — QM dado por s¢(p @ v) = pS(va)) @ vy € um
isomorfismo cuja inversa é dada por # : Q'M — E com #(m ® n) = mn() @ ny. De
fato essa € uma interpretacdo geométrica do isomorfismo entre duas das formas de se ver
o c.d.p.o. universal sobre uma dlgebra de Hopf. Segque que (P,H,V,0) é uma resolugio de
referenciais sobre (M, Q' M).

Uma conexio w : K — QP tem que satisfazer w(l) = 0, ou seja, neste caso temos

apenas a conexao nula. A derivada covariante exterior associada a esta conexdo como na
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proposi¢ao 4.2.15 € dada por
Vu(men)=10men—mngq) @ S(mm) @ ms)

e lembrando que d(m®n) = 1@mn—me1dn+men®1 temos que a tor¢io T = d—V,,

desta conexao vale
Tmen)=men®l-me1len+mnq @ Sng) @ ns).

Exemplo 4.2.18 (Espagos homogéneos quanticos) Sejam P e H dlgebras de Hopf e
w: P — H um morfismo de dlgebras de Hopf sobrejetor. Defina a co-a¢do Ar: P — PR H
por Ap = (id®@ ) o A e seja M = P, Suponha que P(M,H) seja um fibrado principal
quanticos (por exemplo se ker m C p(ker €|py®@P) como na proposi¢ao 3.3.14). Sejar: H — P
uma aplica¢do linear tal que mor = id e (id®@m)oAdrot = (L®id)oAdR, entao pela proposi¢ao
3.3.15, temos uma forma de conexdo dada por w(h) = S(t(h(1)))d(t(h())). Se além disso
satisfaz (1 ® id) o A = A o1, entGo w € uma conexdo forte a esquerda [24].

Seja V- =kere N M e defina pp : V — V ® H por pr(v) = vey ® 7(S(vq))). Queremos
mostrar que pp estd bem definida e é uma co-acdo. Pela proposicao 1.1.58 € suficiente
mostrar que pr, : V — H ®V dada por py(v) = m(v)) ® v(g) estd bem definida e é uma

co-a¢ao, uma vez que wo S = Somx. Calculemos para v eV C P,
(id® ARr)pr(v) = w(v(l)) ® V(o) @ 71’(1)(3)) = (m®id®id)(A ®id)Ar(v) =

W(U(l)) ®ug®l=p,®1

donde pr(v) € H® M pelo lema 1.1.55. Além disso

(id ® €)pr,(v) = T(v(1))e(v2)) = T(v) = €(v))T(v(2)) = €(v)1 =0

onde na peniltima igualdade usamos o fato que v € M. Segue de lema A.2.8 que p(v) €
H ® kere e portanto pr(v) € H®V como desejado. Também tiramos que a co-agdo pr €
bem definida.
Defina 0 : V. — P®P por 0(v) = S(v(1)) @v(a) e note que u(0(v)) = S(v(1))ve) = €(v)l =
Oe
(id ® Ag)(0(v)) = S(va)) ® vz) @ T(v(s)) = S(va)) Bue ®@1=0v)®1

donde podemos restringir o contra-dominio de @ para PQ'M = Q'PNP ® M. Vejamos que

0 ¢é equivariante

Ar(0(v)) = (S(v1)) 1) @v) @T((S(v1)))(2)) = S(v2)) @v(3) @ S(T(v(3))) = (0 @id)pg(v).

Seque que 0 é uma 1-forma fortemente tensorial a direita. Vamos mostrar que sg : E — QM

dada por se(p ® v) = pb(v) = pS(v(1)) ® v(a) € um isomorfismo. De fato vejamos que a
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inversa € a restri¢io det: P®@ P — P® P dada por t(m®n) = mn() ®n(y para QM. Se

> mi @n; € QLM entdo, como anteriormente temos

(1d ®€) (Z m; nl> ZmZ z(1)€ mez =0

(id @ AR)t (Z m; ® n1> Zmz (1) ® Ny2) ® 7r(n,~(3)) = meiu) ® nyz) ® 1

donde t (3, m; @n;) € P@ V. Além disso
Ag (Z miniy ® n; 2)) Zmz(l)n 4y @ T(Mic2)) T (ny(2) ) (S (ny(3))) =

= Z min;(1) ® nyz) ® m( Z mni1) @ Nj(2) &

donde restringindo o dominio e contra-dominio de t temos bem definido t : Q*M — E. Por

um lado temos

tOSg (sz®vz>—t<zpz Uz(l ®Uz ) sz U’L ®Uz sz@”h

e do outro lado

(spot) (Z m; & nz> =S¢ (Z min(1) & nz(2)) Z min (ni2)) ®ny3) = Z m; @ n;

donde seque que (P, H,V,0) é uma resolucdio de referenciais sobre (M, Q1 M).

Para uma resolucdo de referenciais (P, H,V,#) sobre (M,Q'M), suponha agora V de
dimensao finita e considere um elemento g = Zn gn Qur by € Q'M @y Q'M. Queremos
mostrar um resultado andlogo ao ultimo teorema da subsecao anterior a respeito de métrica
generalizada. Primeiramente, vemos o elemento g como uma forma fortemente tensorial a
esquerda v : V* — (Q'M)P aplicando id @y 89_1, depois usando o isomorfismo do lema
4.2.14 e finalmente utilizando um resultado analogo a proposicao 4.1.3. Explicitamente para
f € V* temos

() =D F (sg0(hy) gnsgp ().

Reescrevendo a teoria para o caso dual, temos que a forma ~ pode ser interpretada como
um morfismo de médulos s, : (V* @ P) — Q1M dada por s,(f @ p) = v(f)p.
Temos também que comentar sobre o que se entende por campos vetoriais no contexto

nao-comutativo. Ainda nao existe uma teoria amplamente aceita de campos vetoriais nao
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comutativos. Duas das tentativas sao de pensar como a algebra de Lie das derivagoes de
M (ver por exemplo [15]) e a outra em termos de pares de Cartan [3]. No primeiro caso
perdemos a dualidade entre campos e formas e no segunto a dualidade é preservada, mas
perdemos a regra de Leibniz cldssica para campos, sendo esta modificada para uma relagao
similar.

No caso de pares de Cartan, temos que para c.d.p.o. I sobre M temos que o #I" conjunto
dos morfismo de M-médulos & esquerda de I' em M junto com uma representacao o : #I' —
Lin(M, M) dada por o(X)(m) = X(dm) é um par de Cartan sendo esta udltima férmula
andloga ao caso classico. Nesse contexto poderfamos pensar por exemplo ¥M := #QIM e
se tivermos ainda uma resolucao de referenciais e utilizando os isomorfismos encontrados ao
longo do texto temos (V* ® P)? = Eqy(V,P) = #E = #Q!M. Desta forma podemos ver
s como uma transformagao linear de XM em QM. Seguindo os isomorfismos vemos que s,
é exatamente a aplicagao g : XM — Q'M que dado X € XM nos da g(X) =, gn X (hy).

Temos assim o seguinte resultado.

Proposicao 4.2.19 No contexto acima, s é uma resolucao de referenciais se e somente se

g € uma métrica generalizada, no sentido que gera wm isomorfismo entre XM e QM.

Ainda no contexto que V tem dimensao finita, suponha que P é uma extensao de Hopf-
Galois fendida com aplicagao de fissura ® : H — P. Conforme [22] temos que uma conexao
forte & esquerda w é equivalente a uma aplicacdo linear A : H — QM tal que A(1) = 0.
Explicitamente temos

w=01xAx D+ O xdd

onde * é o produto de convolugao, ou seja,
(@' 5 Ax @+ & xdd)(h) =D @ '(h))A )+ > (h))d@(h).

Neste caso, temos que formas fortemente tensoriais a esquerda o : V- — (Q"M)P estdo em
correspondéncia biunivoca com aplicagoes lineares o : V. — Q"M através de a = o *xg ®
e o = axp ® ! onde *p é a convolucdo com respeito a co-acdo & direita pr de V, isto
é, alv) = o (U(O)) o (v(l)) e andlogo no segundo caso. Similarmente, formas fortemente
tensoriais & direita a : V. — P(Q!'M) estdo em correspondéncia biunivoca com aplicacdes
lineares o : V. — Q"M através de @« = &' %1 0 e 0 = ® %1, a onde *7, é a convolucio com
relagao a co-acao p; como no caso anterior, e onde p;, esta relacionada com pp como na
proposicao 1.1.58.
Além disso temos um isomorfismo © : M@V — E dado por O(m®v) = m® (S_l (v(l)))@)
com inversa dada por ©71(p ® v) = p®~! (v7V) ® v(®. Similarmente para E* temos
0*: V*oM — (V*®@P) dado por O(z@m) = 20 @® (S (l‘(l))) m com inversa (0*) ! (z®
p) =20 @ o1 (S (a:(l))) p.

No caso das formas 0 : V. — P(Q'M) e~ : V* — (Q'M)P sejam e : V — Q'M

e f:V* = Q'M as aplicacdes lineares correspondentes. Temos que a inversibilidade de

(0
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Se : M ®V — QM dada por se(m ® v) = me(v) é equivalente & inversibilidade de sy, de
fato, basta notar que sy = s, o ©~!. Analogamente temos spVQM — Q'M dada por
sf(x ®@m) = f(x)m e a inversibilidade de s, é equivalente & inversibilidade de s;. Ou seja,
podemos pensar numa resolucio de referenciais a partir de uma aplicacdo linear e : V. — QM
tal que s, é um isomorfismo e continuando a discussao sobre métrica, teriamos que g é uma
métrica generalizada se e somente se a aplicacdo f : V* — QM correspondente é tal que s ¥

¢ um isomorfismo.



Consideracoes Finais

Vimos que ao pensarmos extensoes de Hopf-Galois como generalizacao de fibrados principais
para o caso nao-comutativo podemos construir uma teoria muito préxima ao caso classico.
Para uma teoria final, no entanto, sera necessario incluir o formalismo de fibrados principais
quanticos localmente triviais [6]. Em [5], j4 se sentiu a necessidade de considerar trivialidades
locais e nao ficou claro o que exatamente se definia como fibrados localmente triviais nesta
referéncia. Um problema interessante é tentar unir a teoria de fibrados localmente triviais
iniciada em [6] e continuada em [7], [8], [9] e [10] com a teoria apresentada neste trabalho.

No quarto capitulo justificamos que a nocao de fibrado vetorial quantico associado rep-
resenta na verdade o espago das seges, como em [6] e [9], ndo havendo a necessidade de
achar uma estrutura de algebra para E como feito em [5]. Uma pergunta interessante a ser
respondida é em que condigoes de P e V temos que F serd um M-modulo finitamente gerado
projetivo. Na mesma linha podemos tentar estudar fibrados vetoriais quanticos em geral [9]
e responder & mesma pergunta, colocando-os no contexto do teorema de Serre-Swan.

Como mencionado em [22], a definigao abstrata de fibrado de referenciais é algo que ja
poderia ter sido feito ha muito tempo. Sua generalizacao para resolucao de referenciais surgiu
em [31] na tentativa de generalizar a geometria Riemanniana para o caso nao-comutativo. O
exemplo da fibragao de Hopf (nao presente em [31]) mostra que tal teoria pode ser interessante
inclusive no caso cléssico.

O objetivo inicial da dissertacao era estudar a generalizacao da geometria Riemanniana
feita em [31] e [32]. O caso do célculo universal estd bem estruturado, no entanto, é um
caso nao muito interessante uma vez que a co-homologia do cdlculo universal é trivial. J&
o trabalho para o caso célculo ndo-universal desenvolvido em [32] deixa dois pontos funda-
mentais sem demonstracao explicita e cujas técnicas utilizadas para o calculo universal nao
funcionam diretamente. O primeiro deles é o isomorfismo ((I'y;)P ® V)7 = (Ty) ®@u E
que é essencial para a definicdo da derivada covariante. O segundo ponto é a questao da
torgao discutida na proposigao 4.2.16 onde se fez necessario utilizar uma versao a esquerda
da derivada covariante exterior desenvolvida na proposicao 4.1.12. A demonstracao desta
proposicao foi altamente técnica e utilizamos diversas vezes fatos particulares do céalculo
universal. Devido a esses fatores, decidimos limitar um pouco o escopo desta dissertacao.

Outra problema de fundamental importancia é a questao dos exemplos. Em [32], apresen-
tam-se exemplos em que o fibrado principal quantico é uma extensao de Hopf-Galois fendida.

Nesse caso, uma resolucao de referenciais é equivalente a um isomorfismo M Q V = I'ys e

128



podemos definir a derivada covariante em termos apenas da derivagdo em M, sem precisar
falar de fibrados principais quanticos e conexoes fortes. Em particular o caso que M é uma
algebra de Hopf o isomorfismo em questao é dado pela proposicao 2.2.6 e pelo teorema 2.2.11.

A idéia de estudar geometria Riemanniana via fibrados principais quanticos é tentar con-
struir um operador de Dirac e nao exigi-lo na definicao como nas triplas espectrais de Connes
[12]. De qualquer forma, fica em aberto outro problema a ser investigado, a saber, construir
triplas espectrais no sentido de Connes utilizando o formalismo de fibrados quanticos. Desta
forma, poderiamos identificar as geometrias nao-comutativas oriundas do formalismo de gru-

pos quanticos como triplas espectrais, estendendo o trabalho iniciado em [11].
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Apéndice A

Produto Tensorial

A.1 Definicao e construcao do produto tensorial

Este apéndice se destinard a fazer a construcao do produto tensorial e demonstrar diversas
proposigoes a respeito do produto tensorial que sao utilizados freqlientemente ao longo do
texto. Em particular a proposi¢ao que fala do produto tensorial entre fungoes terd grande
importancia no préximo apéndice para justificar a utilizacao da notacao de Sweedler.
Neste apéndice R denotara um anel com unidade, nao necessariamente comutativo e K um
corpo. Lembre-se que um R-bimdédulo é um grupo abeliano M munido de uma multiplicacao
por escalar a esquerda e outra & direita tal que (rm)s = r(ms) e r(mi+mz)s = rmis+rmas
Vr,s € R, Vm, m1,mo € M. Nao necessariamente vale que rm = mr mesmo quando R é
comutativo. Dados dois R-bimédulos M, N entao o produto cartesiano M x N é um R-

bimédulo fazendo r(m,n)s = (rm,ns).

Definicao A.1.1 Sejam M, N R-bimddulos e P grupo abeliano, dizemos que uma aplica¢dao
f:M x N — P é R-balanceada se

1. f(m1+ma,n) = f(mi,n) + f(mz,n)
2. f(m,n1+ng) = f(m,n1) + f(m,n2)

3. f(mr,n) = f(m,rn)

Vr € RVm,mi,mo € M ¥Yn,ni,ne € N.

Vamos definir o produto tensorial a partir da propriedade universal, em seguida mostraremos
que ele é tnico a menos de isomorfismo e por fim faremos a construgao de um produto ten-

sorial mostrando assim sua existéncia.

Definicao A.1.2 Sejam M e N R-bimddulos. Diremos que o par (P, ), onde P € um grupo
abeliano e m : M x N — P € uma aplica¢do R-balanceada, € um produto tensorial entre M
e N se para qualquer aplicagao R-balanceada f: M x N — Q para Q@ grupo abeliano, existe

um unico homomorfismo de grupos f tal que o sequinte diagrama comute:
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M x N (A1)

Vale observar que poderiamos ter definido o produto tensorial num contexto um pouco
mais geral, exigindo apenas que M fosse um R-mddulo a direita, N um R-mddulo & esquerda.
No entanto, em grande parte dos casos estaremos fazendo o produto tensorial sobre um corpo,
mais especificamente C, e nos poucos casos que nao sera sobre C, serd justamente no caso

de bimodulos.

Proposicao A.1.3 Sejam M, N R-bimddulos e (P1, 1), (P2, m2) produtos tensoriais entre

M e N, entao Py e Py sdo isomorfos como grupos.

Demonstracao. Da definicdo de produto tensorial temos que existem homomorfismos de

grupos w1 : P» — P;, T3 : P, — P» tal que o seguinte diagrama é comutativo:

M x N

T T2
T2

Py Py

Entao temos que 7y o T 0 Ty = 71 0 Ty = 7y, mas idp, também satisfaz idp, o T4 = 7y;
portanto da defini¢ao de produto tensorial, trocando f por w1, temos que 7y o T3 = idp,.

Analogamente 73 o 71 = idp, donde segue o resultado. m

Lembre que, dada uma familia de R-bimédulos { M, }icr, a soma direta entre os médulos
denotada por @,.; M; é por definicdo o subconjunto do produto cartesiano [[;.; M; das
seqiiencias quase sempre nulas, ou seja, que a nao ser por uma quantidade finita de elemen-
tos a seqliéncia (m;);e; é nula. A soma direta tem uma estrutura natural de R-bimédulo
definindo as operagoes coordenada a coordenada.

Dado um conjunto X, definimos o R-bimédulo livre gerado por X como sendo (X) =
P, x R- Caso R seja um corpo, diremos que (X) é o espaco vetorial gerado por X, e se R
for comutativo, diremos apenas R-moédulo, uma vez que a multiplicagao a esquerda coincide
com a multiplicacdo & direita. Denotaremos um elemento de (X) por > .., riz; fazendo a
identificacao desta soma com a seqiiéncia que possui o valor r; na coordenada x; somando
r; com r; caso x; = x; para ¢ # j. Com essa identificagao temos uma inclusao natural de X
em (X) e para os elementos de X, vale que rz = xr Vr € R. Aqui, vale notar que esta é uma
soma formal, ou seja, mesmo que X ja possua uma soma e uma multiplicacdo por escalar,
0 somatdrio nao representa as operacoes ja existentes no conjunto X. Além disso, dado um
subconjunto M’ de um R-bimddulo M, podemos considerar o sub-bimédulo gerado por M’
como sendo a interseccao de todos os sub-bimédulos de M que contém M’, tal sub-bimédulo

também serd denotado por (M’).
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Podemos, agora, comecar a construir um produto tensorial e assim mostrar sua existéncia.
Dados M e N R-bimédulos, considere o Z-médulo livre G = (M x N), gerado por M x N
e defina os seguintes subconjuntos de G onde as somas fora dos parénteses sdo as somas

formais conforme descritas acima:
e Dy ={(m1+ma,n)— (mi,n) — (mao,n) | mi,me € M, n€ N};
e Dy ={(m,n1 +na)— (m,n1) — (m,na) | m e M, ni,ng € N};
e D3 ={(mr,n)—(m,rn) |me M, ne N, r € R}.

Defina D = D1UD;UD3 e tome o Z-sub-médulo H = (D),. Denote o Z-médulo quociente
por M ® g N = G/H. Denote por 7 a proje¢ao candnica de (M x N) em M ®r N e por i a
inclusao natural de M x N em (M x N). Podemos entao definir 7 = 7oi : M XN — M®prN.
Antes de mostrarmos que realmente construimos um produto tensorial, note que 7(M x N)
gera M ®@p N. De fato, se p = (31" 4 zi(ms,n;)) + H, entdo p = >, z; ((min;) + H) =
Yoy zim(mg, ng).

Proposicao A.1.4 O par (M ®r N, w) construido acima é um produto tensorial entre M
e N.

Demonstracao. Primeiramente, temos que mostrar que a aplicagao m é R-balanceada.
Mostremos que 7 separa a soma na primeira entrada. Temos que 7w(my + ma,n) = (m1 +
ma,n) + H, mas (m1 +ma,n) — (m1,n) — (mag,n) € Dy C H, portanto (mj + ma,n) + H =
(m1,n) + (mg,n) + H e assim w(my + ma,n) = (m1,n) + (mg,n) + H = ((m1,n) + H) +
((ma,n)+H) = m(m1,n)+m(ma,n). Seguimos o mesmo processo para cada um dos conjuntos
D; para mostrar as propriedades necessarias.

Seja f: M x N — P uma aplicagdo R-balanceada em algum grupo abeliano P. Como
M x N gera G livremente como Z-méddulo existe um unico homomorfismo de grupos f
G — P tal que f ] Mmxn = f. Para descermos para o quociente, temos que mostrar que
f (H ) = 0, mas como f ¢ homomorfismo de Z-médulos, é suficiente mostrar que f ( ) =
0. Para isto, basta utilizar o fato de f ser R-balanceada, por exemplo para D; temos
F((my + ma,m) = (ma,n) = (ma,n)) = f(m1 +ma,n) — f(mi,n) = f(ma,n) = f(m1,n) +
f(ma,n) — f(mi,n) — f(mg,n) =0.

Temos assim um homomorfismo de grupos bem definido f : M ®r N — P tal que
fom = f, ouseja for = fomoi = foz’ = ﬂMxN = f. Resta-nos apenas mostrar a
unicidade f. Suponha que exista outro homomorfismo de grupos g : M ®g N — P tal que
gom = f. Conforme visto, para p € M ®r N, podemos escrever p =Y " | zw(m;,n;), entao

9(p) = Xoimy zi(g o m) (mi, i) = S0y zif (ma,ma) = Yoiy zi(f o m)(mi,ni) = f(p). ™

Mostramos assim a existéncia de um produto tensorial e como este é Unico a menos
de isomorfismo, sempre que mencionarmos produto tensorial estaremos nos referindo a este
que acabamos de construir. Além disto escrevemos m(m,n) = m ®r n e valem as seguintes

propriedades para m,mi,mo € M, n,ni,ny e N,r € Re z € Z:
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L. (m1+m2) ®gn =m1 @rn +ma @r n;
2. m®p (n1 +n2) =mrn; +mg no;
3. mr@rn=mQrrn;

4. 0®rn=m®r0=0;

5. —(m®grn) =(—m) ®gn=m®g (—n);
6. z(m®pgn)=(2m) rn =m g (zn).

As trés primeiras propriedades saem do fato de m ser R-balanceada. Para 4 temos 0 ® g
n=0+0)®rn =00rn+0®rn = 0®rn = 0 e andlogo no outro caso. Para 5,
m@gn+ (—m)@rn = (m—m)@rn =0= (—m)@rn = — (M rn) e andlogo para
o outro caso. E por fim para demonstrar o propriedade 6 basta utilizar as propriedade 1,
2 e 5 e o processo de inducao. Por causas destas propriedade, o elemento p € M ®r N da
discussao acima serd escrito por p = > | zi(m; @rn;) = Y i1 (zim;) @rni = Y iy MEQRN;
para m) = z;m;. Essa tltima maneira de escrever serve para enfatizar que nao precisamos
de coeficientes para escrever um elemento arbitrario de M ® g N. Fica claro também a partir
das propriedade acima que a maneira de escrever p como soma de elementos da forma m®gn
nao é unica e mesmo sem essas propriedades nao haveria razao de acreditar que isso fosse
verdade.

Em principio ndo ha por que M @z N ser um R-bimddulo com operagdes r(> ;1 m; ®r
ni) =y o (rm;) @png e (D7 mi @rni)r = > 1y m; ®p (n;r), porém veremos que esse

serd o caso.

Proposicao A.1.5 No contexto acima, M ®p N € um R-mddulo a esquerda com opera¢do
r(3oi mi @R i) = 300 (rmi) ®R 0.

Demonstracao. A primeira parte da demonstracdo consiste em mostrar que a operacao
acima esta de fato bem definida. Na segunda parte mostraremos que desta forma M ®r N
torna-se um R-mdédulo a esquerda. Para cadar € R, defina a aplicagao v, : M XN — M®&rN
por v.(m,n) = (rm) ®g n. Usando as propriedades do produto tensorial e o fato de M ser
R-bimdédulo, é facil ver que v, é R-balanceada e portanto existe um homomorfismo de grupos
U : M ®r N — M ®g N que é dado por o, (Y1, m; @rng) = Yoy (rm;) @g n,.

Defina a aplicagdo v : R x (M ®r N) — M ®r N por

n n
v(r, Zmi ®RN;) = W(Z mi @ n;).
i=1 i=1

A distributividade da soma do anel vem da propriedade 1 do produto tensorial e a distrib-

utividade da soma de M ®gr N vem do fato de U, ser homomorfismo de grupos. Além disso
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é claro que 1(3°7 ,m; ®r ni) = >y m; ®r n;. Resta-nos apenas mostrar a associativi-
dade do produto e esta é suficiente mostrar nos geradores (rs)(m @z n) = ((rs)m @rn) =

(r(sm)®@gn) =r(sm®@rn) =r(s(mrn)). w

Analogamente podemos definir um produto & direita e claramante (r(m ®g n))s =
r((m ®grn)s), donde M ®r N é de fato um R-bimddulo.

A.2 Resultados com o produto tensorial

Comecemos esta se¢ao com um dos resultados mais fundamentais relacionados ao produto

tensorial, que ¢é a existéncia do produto tensorial de funcgoes.

Proposigao A.2.1 Sejam M, M’ ,N,N' R-bimdédulos e f : M — M’', g : N — N’ homo-
morfismos de R-bimddulos, entdo existe um unico homomorfismo de R-bimddulos f Qpr g :
M @r N — M' @gr N’ tal que nos geradores é dado por (f ®r g)(m @gn) = f(m) @g g(n).

Demonstragao. Construa a aplicagdo (f,g) : M x N — M’ ®@p N’ fazendo (f, g)(a,b) =
fla) ®@g g(b). E claro que (f,g) separa a soma na primeira e na segunda entrada, além
disso (f, g)(mr,n) = f(mr) ®r g(n) = f(m)r @r g(n) = f(m) @rrg(n) = f(m) ®r g(rn) =
(f,9)(m,rn). Segue que (f, g) é R-balanceada e portanto existe um homomorfismo de grupos
f®rg: M®@r N — M ®p N' tal que (f @r g)(m ®@rn) = f(m) ®g g(n).

Resta-nos observar que f®pg é um homomorfismo de R-bimddulos, mas (f®rg)(r(m®g
n)s) = (f ®r g)(rm @rns) = f(rm) ®g g(ns) = rf(m) @r g(n)s = r(f ®@r g)(m Orn)s. W

Agora, vamos mostrar algums isomorfismos basicos de produtos tensorial e em seguida

vamos nos restringir ao caso de produtos tensoriais de espagos vetoriais.

Proposicao A.2.2 Sejam M, N, P R-bimddulos, entdo sao vdlidos 0s sequintes isomorfis-

mos de R-bimddulos:

1. Rg M 2 M ®@r R = M;
2. M®r (N®rP)=(M®rN)®g P e neste caso escreveremos apenas M @r N Qg P;
3 MRr(N®P)= (M ®rN)® (M ®pg P);

4. MRQr N=ZNQrM casomr=rm enr=rmVr € R, Vm € M eVn € N.

Demonstragao. 1. Seja L a multiplicagdo pela esquerda, ou seja, L(r,m) = rm entao
pelas propriedades de médulo temos que L é R-balanceada e portanto existe uma aplicacao
L: Rx M — M tal que L(r g m) = rm. Como R tem unidade, podemos definir
7'M >R ®r M por f_l(m) = 1 ®g m. Claro que fof_l(m) = m, além disso,
L o LSty r @pmi) = L7 (S roms) = 10 (Siy rimi) = Siy (1 @5 rimi) =

> et (ri @R ).
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2. Para cada m € M fixo defina a aplicagdo f,, : N x P — (M ®r N) ®r P por
fm(n,p) = (M ®@p n) g p. E facil ver que f,, separa a soma tanto na primeira quanto na
segunda entrada e f,(nr,p) = (M @rnr) @pp = (M Qrn)r Qrp = (M Qrn) Qrrp =
fm(n,rp), donde f,, é R-balanceada e portando podemos levar para o produto tensorial
fm i N®r P — (M ®g N) ®r P. Agora, defina ¢ : M x (N ®p P) — (M ®r N) ®p P
por p(m,x) = fm(z). Nao é dificil verificar que esta aplicagio é R-balanceada e portanto
temos uma aplicagdo p : M ®r (N ®r P) — (M ®r N) ®r P que nos geradores é dada por
P(m®pk (n®@rp)) = (Mm&rnN) QR p.

Analogamente podemos definir uma aplicacio ¥ : (M ®r N) ®g P — M ®r (N ®r P)
dada por Y((m @ n) ®rp) = Mg (n @ p). Segue que ¥ e P sdo inversas uma da outra e
também é evidente que essas aplicagoes sao homomorfismo de R-bimdédulos.

3. Defina as aplicagdes i : M X N - M @r (N @® P), j: M x (N®P) - M ®r N,
o Mx(N®P)—> MerPety:MxP— M®egr(N®P) pori(m,n) =meg(n®0),
jmn®p)=mgrn, p(mndp) =mgpeY(m,p) =meg (0P p) respectivamente. E
facil mostrar que essas aplicacoes sio R-balanceadas e portanto podemos definir 7, j, @ e 1
homomorfismo de R-bimdédulos nos respectivos produtos tensoriais. Também é facil ver que

107 =1id e 1 op = id donde temos a seguinte seqiiéncia exata que cinde

0—>M®rN —">Mor(N®P)—2>MarP —0
W W
w

Z
Segue de um resultado de algebra que M ®g (N & P) = (M ®gr N) ® (M ®g P) como
R-bimodulos.
4. Basta definir p : M X N - N@rM et : N x M — M ®@g N por o(m,n) =n®@grm
e P(n,m) = m ®gn, entdo p e ¢ sdao R-balanceadas. De fato verifiquemos por exemplo a
propriedade 3 para ¢: p(mr,n) =n@rmr =n®rrm=nr @gm =rn g m = @(m,rn).
Segue que podemos levar as aplicacdes para o produto tensorial e é facil ver que % e 1 serdo

homomorfismo de R-bimddulos inversos um do outro. m

E importante notar que a hipétese no item 4 de que os produtos & esquerda devem
coincidir com os produtos a direita é necessaria para que o isomorfismo valha.
Passemos agora para o caso de espacos vetoriais. Subentende-se que todos os espagos

vetoriais sao sobre um mesmo corpo K e neste caso denotaremos ®g simplesmente por &.

Proposicao A.2.3 Sejam V e W espacos vetoriais com bases {e;}icr, {fj}jes respectiva-

mente, entao B = {e; ® fj}icrjes € uma base para V& W.

Demonstragao. J4 vimos que elementos da forma v ® w geram V ® W, mas para v €
Ve w € W podemos escrever v = 1 Aye, e w = Y 0", fj, donde v @ w =
Doim1 2oy Ainj, (e, ® fj,) e portanto B é um conjundo de geradores para V @ W.
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Temos que mostrar o conjunto B é LI. Suponha que a seguinte soma finita seja nula

n m
Z Z )\il»jk (eil ® ka) =0
I=1 k=1
e nao havendo pares de indices (i, ji) repetidos. Para cada par de indices (i, ji) que aparece
na soma defina o funcional linear ¢;, ; = dz; ® dyj,, onde dz;, é o funcional de V' que na
base é dado por dx;,(e;) = d;,; e dy;, é o funcional de W dado por dy;, (f;) = 0;,,;. Para
cada par de indices (i, jx ), aplicando ©;, 5, em ambos os lados da soma temos \; 5, = 0, ou
seja, BE Ll m

Segue de imediato que dim(V @ W) = dim(V') dim(W).

Corolario A.2.4 Nas condi¢des da proposicao anterior, se v @ w = 0 em V @ W entdo

v=0ouw=0.

Demonstracao. Suponha que w # 0 entao podemos escrever w =y ;- nj. i, com todos
1, nao nulos. Escrevendo também v = Y7L | Aj e;, entdao v@w = YL, D0 Aiynj, (€, @ fj, )
Pela proposigao, temos que A;7n; = 0 para todo par de indices (i1, jx). Como escolhemos

n;, nao nulos, segue que A;, = 0 Vi; e portanto v =0. =

Observacao A.2.5 Note que para um elemento > . v; @ w; € V@ W sempre podemos
supor sem perda de generalidade que {v;}}' , ou {w;}l*, € LI. Facamos para o caso de
{vi}_, e outro é andlogo. Suponha que {v;}!, ndo seja LI, entdo existe um subcon-
junto finito {e;,,...,ei, } da base {e;}icr de V tal que todos os v; podem ser escrito como
v = Z;”zl Aijei;. Seque que podemos escrever Y i v; @ w = y i (Z;nzl )\ijeij> Q@ w; =
doirei; ® (30 Aijwi) donde segue o desejado.

Proposicao A.2.6 Sejam Vi,..., Vo, W espacos vetoriais e f : Vi X ---x V, — W uma
aplicagdo n-linear, entdo existe uma unica aplicacdo linear f: V1 ® ---® V,, — W tal que

fln® - @uvy) = f(ui,...,vp).

Demonstragao. A prova é feita por inducao, onde o caso n = 2 vem da defini¢do do produto
tensorial. Suponha que valha para 2 < i < n — 1, entao para cada v, € V,, fixo a aplicacao
fo, 2 Vi x - x V1 — W dada por f,, (v1,...,00-1) = f(v1,...,0,) é (n — 1)-linear e
portanto podemos passar para o produto tensorial para f, : Vi ®---® V,_1 — W. Defina
entdo a aplicagio f: (Vi ® -+ ® V1) X Viy — W por f(z,vn) = fu,(x). A aplicacio f ¢

bilinear por construcao, donde segue o resultado. m

Proposicao A.2.7 Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita m, entdo vale o sequinte
isomorfismo
V@ V2V V)

n vezes n vezes

onde a linha denota o dual dlgebrico de V.
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Demonstragao. Seja By = {e1,...,e,} uma base de V' e tome B’l = {dx1,...,dz,} a
base dual de V'. Pela proposicao A.2.3 B, = {e;, ® -~ ®@e, }" ; _ye B, ={dz;;, ® - ®
da, }7 ; —y sdo bases de VE™ e (V')®" respectivamente. Tome Bn ={d@i,,.in b0, =1 2
base dual de B,,, entao o isomorfismo desejado é associar dz;, ® --- ® dx;, a dz;, . 4,. W

Devido a esta proposicao iremos identificar propositalmente o elemento fi1 ® --- ® f, €
(V)& com o funcional (f1 ®---® fn) € (V) que é dado por (f1i @@ f) (01 @ - - ®@vy) =
fi(vi) ... fo(vpn) e estd bem definido devido & proposicao A.2.6.

Terminaremos essa secao com um lema que nos serd util quando estivermos falando de

ideals.

Lema A.2.8 Sejam V,W espacos vetoriais e T : V. — W wuma aplicagdo linear, entdo
ker(T@T) =kerT@V +V @kerT.

Demonstragio. E claro que ker T ® V +V @ ker T C ker(T @ T). A outra inclusio
mostraremos por inducao sobre n, onde n é o numeros de termos de algum somatorio
>t v ®@u; com {u; ", LI representando um elemento = € ker(T ® T'), o que é possivel
de acordo com a observacao A.2.5. Para n = 1, temos £ = v ® u. Aplicando T'® T em
x temos T'(v) ® T'(u) = 0 e pelo coroldrio A.2.4 temos T(v) = 0 ou T'(u) = 0, ou seja,
zekerTQV +V @kerT.

Suponha vélido para n — 1, tome = > ; v; ® u; € ker(T' ® T') e suponha que existe
ip tal que T'(v,) # 0 e T(u;,) # 0. Em particular, existe um funcional f € W’ tal que
f(T(usy)) # 0. Para j # iy defina k; = % e u; = uj — kjui,; e para ig defina w;; = u,.
Note que f(T'(w;)) =0 Vj # io e que {u;}}_; continua sendo LI. De fato,

n n
g au; =0 = g o (uj—kjugy)Fo, i, = E U+ E ajk; | + oy | uiy = 0.
J=Lj#i0 J=1,j#i0 J=1,j#i0

Como {u;}i~; é LI segue que a; = 0 Vj # ig e voltando para a igualdade do lado esquerdo
da implicagao temos também que o, = 0.

Podemos entao escrever x = Z?:lvﬁ- ® u;, onde U; = v; para j # ig € U, = Vi, +
> i1 jio Kjvj. Afirmamos que vy, € ker T, de fato se T'(v3,) # 0 entdo existe g € W' tal
que g (T'(vi,)) #0 e

0=(aN(TT)(x) =(9®f) <T®T (sz@)uz)) =
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o que é um absurdo. Desta forma temos

(T&T) zn: T ® U :(T®T)<i”i®ui>_(T®T)(Ui0®uio):0'

J=1,j#io i=1
Pela hipétese de indugao Z;'L:l, o ViQU; € kerT®@V +V @kerT e como v;, € kerT', temos
Uiy @iy € ker TR V. Portanto z = > | 7; ®U; € ker T ®V +V @ker T. Caso nao existisse

ip com T'(vi,) # 0 e T'(u;,) # 0, entdo isso significaria que x ja estava escrito como elemento
dekerT®@V +V @kerT. m

Observacao A.2.9 A demonstracdo é a mesma para duas aplicagoes T; : V; — W;, i = 1,2
onde ker(Ty @ Ty) = ker T1 ® Vo + Vi ® ker T,.



Apéndice B
Notacao de Sweedler

O objetivo deste apéndice é formalizar e justificar a utilizacao da notagao de Sweedler para o
co-produto e co-agao. Tal notagao pode codificar a informagao necessaria de maneira simples
de forma a poder demonstrar resultados relacionados com um esforco significamente menor

em comparacao a utilizar diagramas comutativos ou composicao de fungoes.

B.1 Co-produto

Nesta secao, C denotard uma co-algebra e H uma algebra de Hopf.

Conforme mencionado em 1.1.16 estaremos usando a seguinte notagao para o co-produto:
Ac) = c1) ® c(g) Ve € C. A notagao que normalmente ¢ utilizada nos textos que involvem
co-produto tem um simbolo de somatério na notacao, tendo como possivel interpretacao
dizer que escolhemos uma representacao em somatorio para o elemento A(c) que, conforme
visto no apéndice anterior, nao é necessariamente tnica. Embora devamos pensar desta
forma algumas vezes, esse tipo de interpretacdao pode gerar confusdao ao trabalhar com a
co-associatividade. Assim como dito em 1.1.16 trabalharemos com a seguinte notacao: (A ®
id) o A(c) = (id® A) o A(c) = ¢(1) ® c(2) ® ¢(3). Poder-se-ia entao pensar que ao aplicarmos
o co-produto duas vezes seria possivel escolher uma representagao em somatério para (id ®
A)oA(c) em C ® C ® C que utiliza os mesmos elementos de C' para escrever A(c), em
outras palavras, se A(c) = Y I | ¢; ® ¢}, em geral nao é verdade que existem ¢ € C' tal que
(id@A)oA(c) =31 6@

Fixada a notagao para o co-produto, estaremos interessados em aplicar fungdes em A(c).
Mais especificamente, aplicaremos o produto tensorial de funcoes e utilizaremos a notagao um
tanto evidente: (f ® g)A(c) = f(c)) ® g(cz))- Se estivermos pensando na interpretagao de
que a notagao significa que escolhemos uma possivel representacao em somatério para A(c),
entao esta notacao para fungoes aplicadas significa simplesmente que aplicamos cada fungao
na sua respectiva coordenada do produto tensorial. Esse tipo de interpretagao é justificada
pela proposicao A.2.1 que tem como conseqiiéncia que se x = Z?:l v; Q@ w; = Z?:l v Q@ uy
entio (f ® g)(x) = S0, £ (00) © g (wi) = X1, £ (70) @ g (7).

Temos também, ao aplicarmos o co-produto apds outro, as notacoes ja utilizadas em

139
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1.1.16 (A ®id) o A(c) = c1)(1) @ c(1)2) @ c2) e (id @ A) o Ac) = ¢y @ cay(1) @ ¢(2)(2)- In-
dutivamente criamos notacoes para o co-produto sendo aplicado diversas vezes, por exemplo
(A ®id ®id)(A ®id) o Alc) = cayy) @ c)1)@2) @ c)@2) @ ¢2)- Conforme provaremos
na préxima proposicao a co-associatividade se estende ao aplicarmos o co-produto diversas
vezes, e esse ultimo elemento sera escrito simplesmente por c(1) ® ¢y @ ¢(3) ® ¢(4)-
Precisamos de um pouco mais de notagao antes de mostrarmos o primeiro resultado desta
secao. Denotaremos por A;, a aplicagdo em C®" que aplica o co-produto exatamente na

i-ésima entrada, por exemplo A3 =id ® A ® id.
Proposicao B.1.1 Para C uma co-dlgebra, € vdlido

Nijm oD, n10--00500A 1 =0 n0Aj n10---0Aj,00A;

in,M
para qualquer escolha de indices 1 < i, 51 <k, 1 <k <n.

Demonstragao. Procederemos por inducao sobre n. O caso n = 2 é o axioma da co-
associatividade e note que deste axioma também temos A; s 0 A; 1 = Ajyq 0 0 Aj g
paral <i<n' —1.

Suponha valido para n — 1. Se i, = j, basta substituir cada i, por jp para todo
1 <k <n-—1, 0 que é possivel gragas a hipétese de inducdo. Suponha, entdo, sem perda
de generalidade, i,, < j,. Pela hipétese de inducao podemos trocar i,_1 por i,, isto é,

podemos escrever A; ,o0A; |, 10 = A o Aj, n-10---, e utilizar a observacao

in,N
do pardgrafo anterior para em seguida trocar i, por i, + 1, isto é, A;, , o A; p_10--- =
Ai, 41000, n—10---. Se i, +1 = j,, basta igualar os demais indices como no caso anterior,
senao troque i,_1 por i, +1 e i, + 1 por i, + 2; e assim sucessivamente até igualar os indices

i e j de subindice n. Os demais podem ser igualados pela hipétese de indugdo. m

Gragas a essa proposicdo, iremos denotar A;, , 0 A; | p—10---0Aj,00 A0 1(c) =
c(1) ® @) @ -+ @ Cn) ® Cny1)- Aqui cabe a seguinte observagao, o maior indice na notagao
do co-produto menos um é exatamente a quantidade de vezes que aplicamos o co-produto.
Assim como generalizamos a co-associatividade, podemos fazer o mesmo com a co-unidade.
Para isso, defina €;, de forma andloga a A, ,, a saber, ¢;, aplica € na i-ésima entrada do

produto tensorial C®™.

Proposicao B.1.2 Para C uma co-dlgebra € vdlido
€inn © Dipy_1 10084200841 =Di,_yn20---0084520 01

para qualquer escolha de indices 1 < i, < k, 1 < k < n, ou utilizando a notacdo que estd
sendo definida

Gin,n(c(l) Q& C(n)) = C(1) Q& G(C(- )) K& C(n) = €(1) K& C(n—1)
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para c € C, sendo que um dos produtos tensoriais que acompanham €(c(;,)) deve ser pensado

como o produto por escalar.

Demonstracao. Basta trocar i,_1 por i,, que é possivel pela proposicao anterior, e em
seguida utilizar o axioma de co-unidade para substituir €;, ,0A;, ,—1 por id®*"1. Se i, = n,

trocamos i,_1 por n — 1 e usamos o outro axioma de co-unidade. m

Para exemplificarmos a utilizagdo da proposicao acima, escreveremos (f ® g)A(c) =
(f ®9)(p®id)(id ® € @ id)(A @ id)A(c) por f(cwy) ® g(c)) = fleye(c))) @ g(es)) onde
¢ dé o isomorfismo C' = C' ® K. Como supomos f linear e €(c(2)) ¢ um escalar podemos
continuar a igualdade com f(c(1)) ® g(e(c(2))c(s))-

Para finalizarmos a discussao sobre a notagao de Sweedler para o co-produto, vamos
passar para o caso de dlgebras de Hopf e o axioma da antipoda. De forma analoga ao co-
produto e a co-unidade, definimos 7, ,,, Sin € f;,, com os seguintes detalhes: para o caso
da multiplicacao, temos que p aplica nas i-ésima e (i + 1)-ésimas coordenadas; e para o caso
da unidade 7;,, aplica em H®"~! com uma cépia de K entre a (i — 1)-ésima ¢ a i-ésima

coordenadas.
Proposicao B.1.3 Seja H uma dlgebra de Hopf entdo sdo vdlidas as sequintes identidade
Hin © Sinn © By 110"+ 0 Rip 20 Aiy 1 = Njy 10 €ipin—10 Diyy_5n-20-0Rip 00Ny 1

Hin—1,n°8inn 00, 1 n—10+ 08¢, 200¢; 1 =1 1 5,_19€i, n—19A¢, 5102000, 204 1

para quaisquer escolhas de indices 1 < iy < k, 1 < k < n com i, # n no primeiro caso e

in # 1 no sequndo . Em termos de nossa notagao temos
hy ® -+ ® S(hin) ) hiin41) @ - @ hin) = h) ® - @ (b)) 1 @ - @ hpo

hy® -+ ® hii,—1)S(h,)) ® - @ hpy = hy @ - @ €(h(,—1))1H @+ @ hm_y)

para h € H.

Demonstracao. Basta prosseguir como nas outras proposigoes, trocando i,_; por i, €

utilizando o axioma da antipoda na coordenada apropriada. m

Exemplo B.1.4 A cadeia de apliagdes equivalente
(fRg)A) = (f®9)(pRid)(id® e ®id)(A @ id)A(h) =

=(feg9)(p®id)(id®n®id)(id ® € ® id)(A ® id)A(h) =

= (f®g)(n®id)(id® p®id)(id® S @id @ id)(A @ id ® id)(A ® id)A(h)
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pode ser reescrita, utilizando-se a notagdo, como
F(hay) @ glhe) = f(haye (b)) @ glhe) =

= f(haye (h@) 1m) @ g(ha) = f(hayS(h@))he)) @ 9(hay)

que nao SO ocupa Menos espaco para escrever, como € muito mais simples para se enxergar
quais axiomas podemos utilizar. FEsses tipos de técnicas de contrair e expandir € serdo am-
plamente utilizadas e no caso acima, a sequnda igualdade € tao trivial que nem precisamos

escrever.

Observagao B.1.5 Ha alguns casos, embora poucos, que iremos trabalhar com expressoes do
tipo (A @ id) A(c)+(A®id)(c®d), que em nossa notagdo escreveriamos c(1)@c(2)@c(3)+¢(1)®
¢(2) ® d. Tal expressao sugere utilizar uma das propriedades de produto tensorial e escrever
cy ® ¢2) ® (c3) +d) o que ndo € correto (em geral). Para esse tipo de expressao iremos
colocar um somatorio para diferenciar como se tomou o co-produto, ou seja, escreveremos
(A®id) Alc) + (A®id)(c®d) = Y cq) @c@) @c@)+ 2. ca) @ce) @d.

B.2 Co-acoes

Assim como na segao anterior, queremos formalizar a utilizagdo da notagao de Sweedler para a
co-acio. Fixe V um H-co-médulo & esquerda com co-acéo denotada por A (v) = v(=Y @v(®
Vv € V. Também, como no caso anterior, definimos notacao induzidas, ao aplicarmos a co-
acao ou co-produto diversas vezes. Por exemplo a propriedade 1 de co-acao pode ser reescrita
por v(_l)(l) ®v(_1)(2) @0 = (=D gyO(=1 ®v(0)(0), e neste caso escreveremos simplesmente
(id ® AL)AL(W) = (A ®id)AL(v) = v @ v @ 00 = A2 (v).

Para mostrarmos que a propriedade da co-acao se estende ao aplicarmos a co-agao ou
co-produto varias vezes, vamos proceder de uma maneira mais informal que a secao anterior.
Caso contrario, gastariamos muito tempo definindo notacoes desnecessarias. Suponha que
AY - H -l oV — H® ® V esteja bem definido, isto é, independe da ordem em que
se aplica o co-produto ou co-acao a partir da segunda vez; é claro que o primeiro a ser
aplicado é a co-a¢ao. Entéao é valido que (id*" @ Ap)AT = (A, , ®id)A} parai, =1,...,n
arbitréario, onde A;, , é como definido na secao anterior, de fato, (id®" @ Ap)A} = (id®" ®
ApL)(id®" @ AD)AT = (id®" T @ A ®id) (id®" P @ AL) AT = (A, ® id)AT sendo
que a peniltima igualdade vale utilizando a propriedade 1 da co-acao e a iltima pela secao
anterior. Escreveremos neste caso A% (v) = M @ @0 @0,

O caso de co-mddulo a direita é andlogo e neste caso escreveremos A% (v) = 10 @M @
.- @ v™. Note que se tivéssemos escolhido colocar os indices embaixo, terfamos, até certo
ponto uma consisténcia com a notagao anterior. No entanto, para enfatizar que estamos
trabalhando com co-acdo, decidimos colocar os indices em cima. Além disso, uma certa
confusao poderia ser criada quando pensamos o co-produto como uma co-a¢ao pois teriamos

expressoes do tipo h(O) & h(l) = h(l) & h(2)



Apéndice C

Alguns lemas de algebra

C.1 O lema do diamante em teoria de anéis

Sejam k£ um anel comutativo com unidade, X um conjunto, (X) o semi-grupo livre com
identidade gerado por X e k (X) a dlgebra livre gerada por X.

Seja S um conjunto de pares da forma o = (Wy, f,) com W, € (X) e f, € k(X). Para
cada 0 € S, A,B € (X) definimos o k-endomorfismo de k(X), rasp : k(X) — k(X) de
forma que ra,p fixa todos os elementos de (X) exceto AW,B que é mandado em Af,B.
Chamaremos S de sistema de redugoes e as aplicacoes r 4,5 de reducoes.

Diremos que uma reducao r 4,5 age trivialmente em a € k (X) se o coeficiente de AW, B
em a é zero, ou equivalentemente, r4,p(a) = a. Diremos que a é irredutivel sobre S se todas
as redugoes agem trivialmente em a. O k-submoddulo de todos os elementos irredutiveis de
k (X) serd denotado por k (X)

seré dita final em a se (r,o0---o7r1)(a) € k(X)

- Uma seqiiéncia finita de redugoes r1,...,7, (ri = 74,0,B;)
irr

Um elemento a € k(X) é dito ser de redugao finita se para toda seqiiéncia infinita de
reducgoes r1,72,. .. Ji, € N tal que Vi > iy temos que r; age trivialmente em (r;_j0...0r;)(a).
Se a é de reducao finita entao toda seqiiéncia maximal de redugoes {r;} de forma que r; age
nao trivialmente em (r;_j o...ory)(a) é finita e portanto uma seqiiéncia final em a. Segue
de sua defini¢do que os elementos de reducao finita formam um k-submédulo de k (X).

Diremos que um elemento a € k(X) é de reducao tunica se for de reducao finita e a

imagem sobre todas as seqiiéncias finais em a coincidem. Tal valor comum serd denotado
por rs(a).
Lema C.1.1 No contexto acima sdo vdlidas as afirmacades:

1. O congunto dos elementos de redugao inica forma um k-submddulo de k(X) e rg €

uma aplicagao k-linear deste submddulo em k(X),,. .

2. Suponha que a,b,c € k(X) sdo tais que para todos monémios A, B,C aparecendo com
coeficiente nao nulo em a,b, c respectivamente, o produto ABC € de redugcdo unica
(em particular, pela parte 1., isto implica que abc é de redugao unica). Se ré qualquer

composi¢ao finita de redugoes entao ar(b)c € de redugao unica e rg(ar(b)c) = r(abe).
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Demonstracao. 1. Dados a,b € k (X) de reducao tnica e « € k, sabemos que d = aa+b é
de reducao finita. Seja r uma composicao de redugoes final em d. Como a é de reducao tnica
poremos achar uma composicao finita de reducoes r’ tal que 7'r(a) = rg(a) e analogamente
achamos uma composi¢ao finita de redugoes r” tal que 7'r'r(b) = rg(b). Como r(d) é
irredutivel, temos r(aa + b) = r"r'r(aa + b) = ar”r'r(a) + r"r'r(b) = arg(a) + rs(b). O
resultado segue.

2. Note que por 1. e o modo como 2. foi enunciado, é suficiente provar 2.no caso em que
a, b, c sao mondmios A, B, C e r é uma simples redugao rp,g. Mas neste caso Arp,g(B)C =
rapsEc(ABC) que é a imagem de ABC por uma redugao e portanto é de reducio tnica se

ABC o for, e com mesma forma reduzida. m

Chamaremos uma quintupla (0,7, A, B,C) com o,7 € S, A,B,C € (X)\{1} tal que
W, = AB e W, = BC de ambigiiidade de sobreposicao em S. Diremos que uma tal
ambigiiidade é resolvivel se existem composigoes de redugoes r e r’ tais que r(f,C) = r'(Af;)
que é uma condicao de confluéncia nos resultados das duas formas indicadas de reduzir ABC
(condi¢ao do diamante).

Similarmente, uma quintupla (0,7, A, B,C) com 0,7 € S, 0 # 7, A, B,C € (X) tal que
W, = Be W, = ABC é chamada de ambigiiidade de inclusdo, a qual serd resolvivel se
Af,C e fr podem ser reduzidas para um elemento comum.

Por uma ordem parcial de semi-grupos em (X) entenderemos uma ordem parcial < tal
que B < B’ implica ABC < AB'C para A,B,B',C € (X). Uma tal ordem sera dita
compativel com S se para todo o € S, f, é uma combinacao linear de monoémios menores
estritamente que W .

Denotaremos por Ig o ideal bilateral de k (X) gerado pelos elementos W, — f,. Se < é
uma ordem parcial de semi-grupos em (X) compativel com o sistema de redugdes S e A é um
elemento qualquer de (X), denotaremos por I4 o submdédulo de k (X) gerado por todos os
elementos B(W, — f,)C tal que BW,C < A. Diremos que uma ambigiiidade de sobreposigao
(respectivamente, de inclusao) (o, 7, A, B, C) é resolvivel relativo a < se f,C — Af. € Ixpc

(respectivamente, Af,C' — f; € Iapc).

Teorema C.1.2 (Lema do diamante) Sejam S um sistema de redugoes para a dlgebra
livre k (X)) e < uma ordem parcial de semi-grupos compativel com S e satisfazendo a condi¢ao

das cadeias descendentes. Entdo as sequintes afirmacdes sao equivalentes:
(a) Todas ambigiiidades de S sdo resolviveis.

(a’) Todas ambigiidades de S sao resolviveis relativo a <.

(b) Todos elementos de k (X) sdao de redugdo tinica sob S.

(c) Um conjunto de representantes' em k (X) para os elementos da dlgebra R = k(X) /Is

¢ dado pelo k-submddulo k (X),,,. gerado pelos mondémios irredutiveis de (X).

'Por conjunto de representates, entende-se escolher um tnico elemento a € k (X) para cada elemento
b € R de forma que b = [a].
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Neste caso, a dlgebra R pode ser identificada com o k-submddulo k(X), que se torna

irr

uma dlgebra com multiplica¢ao dada por a-b = rg(ab).

Demonstracgao. Por inducao transfinita e as hipdteses do teorema vemos que todo elemento
de (X) é de redugao finita, uma vez que todo elemento minimal é irredutivel pelo fato da
ordem ser compativel com S, e para um elemento geral, ao aplicarmos uma reducao que
age nao trivialmente, caso exista, caimos na hipdtese de indugao. Segue também que todo
elemnto de k (X) é de reducao finita.

(b) = (a) Segue imediato das definigoes.

(a) = (a’) Note que pela transitividade de < e pelo fato de < ser compativel com S temos
que rpep age nao trivialmente em r(A), para A monémio e r composigao de redugoes com
pelo menos uma agindo nao trivialmente, apenas quando DW,FE < ABC'. Note também que
se rpyp age nao trivialmente num elemento a € k (X) entado rpsp(a) = a+ AD(W, — f,)E
para A € k\{0}. Juntando ambos os fatos temos a implicacao desejada.

(a’) = (b) E suficiente mostrar que todos os mondémios D € (X) sio de reducao tnica
pelo item 1. do lema C.1.1. Novamente, vamos usar inducdo transfinita. Pelo fato dos
elementos minimais serem irredutiveis, eles sao de reducao unica. Suponha vélido para
monomios menores que D. Entao o dominio de rg contém o submédulo gerado por esses
monomios e o nucleo de rg contém Ip. Temos que mostrar que dadas quaisquer duas reducoes
TLoM’ © Trry agindo nado trivialmente em D (cada uma das quais mandam D para uma
combinac@o linear de mondémios menores que D), temos rs(rp (D)) = rs( rronm(D)).
Podemos supor sem perda de generalidade que {(L) < I(L’) onde | denota o comprimento da
palavra. Temos trés casos:

Caso 1: As subpalavras W, e W se sobrepéem em D mas uma nao contém a outra.
Entao D = LABCM onde (o,7,A,B,C) é uma ambigiiidade de sobreposicao em S e
rrom (D)= rpom (D) = L(f,C — Af:)M. Pela hipétese (a’) temos que foC — Afr € Iapc
donde segue que L(f,C — Af:)M € Ipapom = Ip € kerrg e portanto rs(rpenr(D))—
rs(rrenm (D)) = 0 como desejavamos.

Caso 2: Uma das subpalavras W,, W, de D esta contida na outra. Este caso é analogo
ao caso 1 usando ambigiiidades de inclusao.

Caso 8: As subpalavras W, e W, sdo disjuntas em D, ou seja, D = LW, ,NW_.M. Temos
que mostrar que rg(Lf, NW,.M) e rs(LW,N f. M) sao iguais, mas usando a parte 2. do lema
C.1.1, vemos que ambos sao iguais a rg(LfsN fr M).

Antes de mostrarmos que (b) < (c), note que (c¢) nos dd uma cisdo do epimorfismo da
seqliéncia exata curta 0 — Ig — k(X) — R — 0 e com imagem k (X)
decomposicao k (X) = Is @ k (X)

(b) = (c) Neste caso temos uma projegao rg definida em todo k (X') com contra-dominio
k(X)
i = MW, — fs)B para A € k. Segue que kerrg C Ig. Por outro lado, usando 2. do lema
C.1.1, temos para um gerador linear de I's que rg(A(W,— f5)B) = rs(AW,B) —rg(AfsB) =
0. Segue que Ig =kerrg e k(X) =Is® k(X)

irr> OU S€JA, temos a

- De fato essa decomposigao é equivalente ao item (c).

- Note que para cada redugao r = r4,p temos que r(a) = a + i para i € Ig, de fato

wrr”
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(c) = (b) Suponha que a € k (X) possa ser reduzido para b e b’ irredutiveis. Note que
b—a€clgel —aelgdondeb—V e INk(X), =0.
Finalmente, a tltima parte segue de imediato da existéncia da projegao rg : k(X) =

Is®k(X), — k(X)

rr

irr wrr” u

Vejamos um coroldrio que nos interessa e que serve como exemplo de aplicagao deste

teorema.

Corolario C.1.3 Considere a dlgebra O(SLy(2)) achada no exemplo 1.2.13, entio o con-
junto B = {8o ymakble™d™ : k,1,m,n € N} \{0} é uma base para o espago vetorial O(SLgy(2)).

Demonstragao. Defina X = {a,b,c,d}. Podemos colocar as relagdes definidoras de
O(SL4(2)) no sistema de redugoes S = {o1,...,07} com o1 = (ba,qadb); o2 = (ca,qac);
o3 = (da,qbc + 1); 04 = (be,qad — q); 05 = (cb,bc); 06 = (db,gbd) e o7 = (de,qed) de
forma que a dlgebra R do teorema acima coincide com O(SL4(2)). Note que o conjunto B é
exatamente o conjunto dos monoémios irredutiveis sobre S e portanto uma base de C (X),,.,..
Defina uma ordem em X por a < b < ¢ < d e para mondémios A, B € (X) definimos A < B
se I(A) < I(B) ou se I(A) = I(B) usamos a ordem lexicogréafica em X“4). Note que tal
ordem é uma ordem total de semi-grupos compativel com S e satisfazendo a condigao das
cadeias descendentes. Resta-nos mostrar que todas as ambigiliidades sao resoliveis. Temos

as seguintes ambigiiidades:
1—(0’4,0’2,[),0,@); 2—(0’4,057b,c,b); 3_(057017C7b7a);

4_(057047Ca b,C); 5_(0—67017d7b7a); 6— (0670—47d7b70);
7—(07,02,d,¢c,a); 8 — (07,05,d,¢,b).

Vejamos que podemos resolver a segunda ambigiiidade, sendo as outras andlogas. Temos que
mostrar que b*c = rpy.1(beb) e gadb — gb = 11,,5(bch) podem ser reduzidas para um elemento

comum. Note que
2 7Y — 9 '
1ovd (Tbos1(0%¢)) = 16,a(gbad — gb) = q*abd — qb;

Taogl(qadb — qb) = q*abd — qb;

como desejavamos. O fato de B ser base para O(SL,(2)) segue do teorema da constatagao

acima que B é base de C (X) [

irr”

C.2 O lema da cobra e o lema dos cinco

Lema C.2.1 (Lema da cobra) Sejam R uma anel A, B,C, A', B, C" R-mddulos a esquerda

e suponha que tenhamos o sequinte diagrama comutativo de morfismos de R-mddulos a es-
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querda:
N P e p—
Pk
0 A’ 7 B’ ; c’

com linhas exatas. Entao existe um morfismo 6 : ker v — cokera tal que a sequinte seqiiéncia

é exata

r = !

ker v ! ker3 —%> kery —° cokeraﬁcokerﬁicoker’y (C.1)

onde f e g sdo as restricoes de f e g respectivamente e [f'] e [¢'] sGo 0s morfismos induzidos
no quociente. Se além disso f € injetora entdo f também o é e se g € sobrejetora entdo [¢']

também o é.

Demonstragao. Tome ¢ € ker+y, entdo como g é sobrejetora existe b € B tal que g(b) = c.
Temos que 0 = v(g(b)) = ¢'(B(b)), portanto existe um tnico @’ € A’ tal que f'(a’) = B(b).
Defina 0 : kery — coker « por d(c) = a’ + Im « e vejamos que § estd de fato bem definida,
isto é, nao depende da escolha de b. Suponha que b; € B seja tal que g(b;) = c e tome a] tal
que f'(a}) = B(b1). Temos que g(b—b1) = 0, donde existe a € A tal que f(a) = b—b;. Entao
f(d—d))=pb-b)=p8(f(a)) = f'(a(a)) e como f"é injetora temos a’ —a} = a(a) donde
segue que a’ + Ima = af + Ima. Portanto § é um morfimso de R-médulos bem definido.
Resta-nos mostrar a exatidao de (C.1).

E claro que Im f C ker g. Tome b € ker § C ker 3, entdo existe a € A tal que fla)="0be
assim f'(a(a)) = B(f(a)) = B(b) = 0. Como [’ é injetora temos «a(a) = 0, ou seja a € ker
b= f(a) ekerg C Imf.

Que Im g C ker§ vem do fato que se b € ker 5 entao podemos escolher o proprio b para
achar 0(g(b)) e o a’ correspondente é 0 uma vez que G(b) = 0. Suponha ¢ € kerd e sejam
b € B tal que g(b) = ce d € A’ tal que f'(a’) = B(b). Como §(c) = 0 entdo ¢’ € Ima,
ie, existe a € A tal que afa) = d' e assim ((b) = f'(d)) = f'(a(a)) = B(f(a)), ou seja
b— f(a) € ker 5. Como gf =0 temos g(b— f(a)) = g(b) = ¢ donde ¢ € Im g.

Tome d(c) € Im¢ e sejam o’ € A’ e b € B como na contrugao de d. Entao [f]((c)) =
[f'1(d’+Ima) = f'(a')+Im 8 = B(b)+Im 8 = 0, ou seja, Im & C ker[f’]. Por outro lado, dado
a'+Ima € ker[f'] temos f'(a’) = B(b) para algum b € Be~v(g(b)) = ¢'(B(b)) =4 (f'(d')) =0
e pela contrucao de § temos 6(g(b)) = @’ + Ima, donde ker[f'] C Im 4.

E claro que Im[f’] C ker[g/]. Tome b +Im 3 € ker[g/], entdo ¢'(¥') = ~(c) para algum
¢ € C. Como g é sobrejetora existe b € B tal que ¢ = g(b), entao ¢'(8(b)) = v(g(b)) = v(c) =
g V'), ou seja, b’ — B(b) € kerg’ = Im f'. Tome o’ € A’ tal que f'(a’) =V — 3(b), entao
[f'1(" +Tma) = (/) + ImB =V — F(b) + Im 3 = b + Im 3, donde ker[¢’] C Im([f’].

A ultima afirmacao do lema é evidente. m

Lema C.2.2 (Lema dos cinco) Sejam R uma anel A, B,C,D,E, A", B',C", D', E' R-mddulos

a esquerda e suponha que tenhamos o sequinte diagrama comutativo de morfismos de R-
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modulos a esquerda:

A fi B f2 c fa D fa B
o o e s
Al g1 B 92 c’ g3 D ga E

com linhas exatas. Suponha que ¢y e ¢, sejam isomorfimos, ¢, seja epimorfismo e ¢5 seja

monomorfismo. Entao ¢5 € um isomorfismo.

Demonstracgao. Suponha ¢5(c) = 0 para algum ¢ € C, entao temos ¢,(f3(c)) = g3(¢3(c)) =
0. Usando a injetividade de ¢, temos f3(c) = 0 e usando a exatidao da primeira linha, 3b € B
tal que fa(b) = c. Temos que ga(d9(b)) = ¢3(f2(b)) = ¢3(c) = 0 e pela exatidao da linha de
baixo temos que da’ € A’ tal que g1(a’) = ¢,(b). Pela sobrejetividade de ¢, tome a € A tal
que a’ = ¢y(a), e portanto ¢,(b — fi(a)) = g1(a’) — g1(¢;(a)) = 0, donde pela injetividade
de ¢, temos b = f1(a). Voltando para ¢, temos ¢ = fa(b) = fo(f1(a)) = 0 pela exatidao da
primeira linha. Concluimos assim que ¢3 é injetora.

Tome ¢’ € C' e pela sobrejetividade de ¢, tome d € D tal que ¢,(d) = g3(c¢’). Aplicando
g4 nesta igualdade e utilizando a exatidao da linha de baixo temos g4(¢4(d)) = ga(g3(c’)) = 0.
Assim ¢5(fa(d)) = ga(p4(d)) = 0 e pela injetividade de ¢5 temos fy(d) = 0. Agora, usando
a exatidao da linha de cima achamos ¢ € C tal que d = f3(c). Temos que g3(¢s3(c)) =
d4(f3(c)) = g3(c) e pela exatidao da linha de baixo temos que 30" € B’ tal que ¢ — ¢4(c) =
g2(V'). Pela sobrejetividade de ¢, tomamos b € B tal que ¢y(b) = b/, assim ¢3(fa2(b)) =
g2(¢o(b)) = g2(V'), donde ¢’ = ¢3(c+ f2(b)). Concluimos que ¢3 é sobrejetora. m



Apéndice D

Variedades diferenciaveis

D.1 Definigoes basicas

Neste apéndice revisaremos alguns conceitos e resultados relacionados a teoria de variedades
diferencidveis. Para provas dos resultados e mais detalhes ver qualquer livro deste assunto,
por exemplo [28], [33], [34] e [40].

Fixe M um espago topoldgico Hausdorff.

Uma carta local (de dimensdo n) em M é um par (U,v) onde U é um aberto de M e
1 : U — R™ é uma aplicagdo continua tal que U é homeomorfo a sua imagem.

Iremos omitir a dimensdo da carta local, ficando essa subentendida no contexto.

Definicao D.1.1 Diremos que M € uma variedade topoldgica de dimensdo n se para todo

x € M existe uma carta local (U, ) tal que U € vizinhanga aberta de x.

Definigao D.1.2 Seja M uma variedade topolégica de dimensao n. Um atlas diferencidvel
de classe C* para M é um conjunto A = {(U;,;)},c; de cartas locais de forma que {U;};c;
¢é uma cobertura aberta de m e para cada par (i, ) tal que U;NU; # 0, a aplicagdo (UF ozpi_l :
Y, (UiNUj) — ,;(UiNUj) € de classe C*. Tal atlas é dito ser completo se para toda carta local
(U, %) com a propriedade que Vi com UNU; # O a aplicagio ;001 - p(UNU;) — ,(UNT;)
¢ de classe C* implica que (U,1)) € A.

Pode-se provar que todo atlas Ag estd contido em um tnico atlas completo A, a saber,
A = {(U,9) | (U, %) é carta local e 1; o ™! : (U NTU;) — 4,(UNU;) é de classe CF Vi tal
que UNU; # 0}.

Definigao D.1.3 Um variedade diferencidvel de dimensdo n e classe C* é uma par (M, A)
onde M € uma variedade topoldgica paracompacta de dimensdaon e A é um atlas diferencidvel

completo de classe C*. Em particular se k = oo, diremos que a variedade é suave.

Observagao D.1.4 1. Neste trabalho, suporemos sempre que as variedades diferencidveis

sao de classe C™°.

149



APENDICE D. VARIEDADES DIFERENCIAVEIS 150

2. Pelo fato de todo atlas estar contido em um unico atlas completo, para construir uma
variedade a partir de um espaco topoldgico Hausdorff, € suficiente apresentar um atlas

diferencidvel.

3. A exigéncia de paracompacidade para M vem do fato que neste caso podemos garantir
a existéncia de particdo de unidade, a qual € amplamente utilizada para construcao de

estruturas globais em variedades.

Definicao D.1.5 Seja M wuma wvariedade diferencidvel. Uma fungao real continua f :
M — R ¢ dita ser diferencidvel se para qualquer qualquer carta local (U,v), a aplicagdo
fop™t:p(U) — R € (infinitamente) diferencidvel. Denotaremos o espaco das funcées reais

diferencidveis por C(M).

Observagao D.1.6 A notacdo acima € a mesma para fungdes continuas e poderiamos optar
por utilizar C*° (M), no entanto, no caso diferencidvel sempre consideraremos C' (M) como

aplicagoes diferencidveis.

Definicao D.1.7 Sejam M; variedade diferencidvel de dimensdo ny e Mo de dimensao na,
diremos que uma funcdao continua ¢ : My — My € diferencidvel se para qualquer fungao

f: My — R diferencidvel temos que f o p também é diferencidvel.

Para um ponto m € M definimos §(m) como o conjunto de todas as fungdes reais
diferencidveis definidas numa vizinhanga de m. Podemos definir uma soma e um produto
para elementos f, g de §(m) definindo o dominio como sendo a intersec¢ao das vizinhangas e

a imagem é dada por soma ou produto pontuais. Da mesma forma definimos Af para A € R

e feF(m).

Definicao D.1.8 Um wvetor tangente a M no ponto m € uma aplicagao v : §F(m) — R

satisfazendo:
1. v(Af +pg) = Mo(f) + po(g) para f,g € F(m) e A, p € R;

2. 0(fg) = v(f)glm) + f(m)v(g) para f.g € F(m).

Pode-se mostrar que o conjunto dos vetores tangentes num ponto m € M é um espaco
vetorial de dimensdao n = dim M. Tal conjunto é denominado espago tangente de M no
ponto m e é denotado por T, M. Dada uma aplicacao diferencidavel ¢ : M; — My entre
duas variedades podemos definir o diferencial de ¢ no ponto m € M; como a aplicagao linear
de,, : TimM; — T, (m)yM2 por

dey, (v)(g) = v(g 0 )

para v € T,,M e g € §(p(m)). Ao longo do texto também utilizaremos a notacao (¢, )m ou
simplesmente ¢, para dy,,.
Defina o fibrado tangente de M por TM := {J,,cus

estrutura diferencidvel em T'M de forma que a aplicagao 7 : TM — M definida por 7(v) = m

T,,M, entdo podemos definir uma

para v € T),, M seja diferencidvel.
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Definicao D.1.9 Um campo vetorial numa variedade M é uma aplicacao diferencidvel X :

M — TM tal que m o X = idy;. O espaco de todos os campos vetoriais serd denotado por

Podemos definir o produto de uma fungao real diferencidvel f € C'(M) por um campo
vetorial X € X(M) por fX(m) = f(m)X,, onde X,, denota X (m). Pode-se mostrar que
fX € X(M) e que X(M) é um C(M)-médulo. Note também que em cada ponto m € M e
Xm(f) é um ntmero real para f € C(M) e X € X(M) donde podemos pensar X (f) como
uma funcao de M em R. E vélido que X (f) € C(M).

Dados dois campos vetoriais X,Y € X(M), temos que a expressao X (Y (f)) — Y(X(f))
define um novo campo vetorial denotado por [X,Y] e chamado de comutador de X e Y.
Temos que X(M) com esse comutador se torna uma algebra de Lie.

Para cada ponto m € M considere o dual de 7;,M o qual denotaremos por 1, M.
Definimos o fibrado cotangente por 7*M = |J,,c5; Ty M e novamente temos uma estrutura
diferencidvel de forma que a projegao m : T*M — M definida por w({) = m para ( € T} M

seja diferenciavel.

Definicao D.1.10 Uma 1-forma diferencidvel em M ¢ uma aplicagao diferencidvel o : M —

T*M tal que wo o = idy;. Denotaremos o espago de todas 1-formas por Q' (M).

Da mesma forma podemos definir o produto de uma fungao f € C'(M) por uma 1-forma
a € Q'M por fa(m) = f(m)am, donde Q' (M) é um C(M)-médulo. De fato, no contexto
de fibrados do capitulo 3, temos que TM e T*M sao fibrados vetoriais além de que X(M) e
Q!(M) sao nada mais que o espaco das secoes diferencidveis de TM e T*M respectivamente.

Confundindo o espaco tangente de R em qualquer ponto com o préprio R, temos que para
uma fungao f € C(M) em € M o diferencial df,, de f no ponto m é uma aplicagao linear de
TnM em R, ou seja dfy, € 1,5 M e assim temos uma 1-forma df definida por df(m) = d f,.
Em outras palavras temos uma aplicacdo d : C(M) — Q' (M) que associa uma funcao real

diferencidvel a uma 1-forma diferencidavel. Tal aplicacao satisfaz a regra de Leibniz

d(fg) = fdg + gdf

de fato

d(fg)m(v) = v(fg) = f(m)v(g) + g(m)o(f) = (fdg)m(v) + (9df)m(v)

parav € T,, M. Além disso se M for uma variedade compacta nao é dificil ver que a imagem
da aplicagao d gera Q'(M) como C(M)-médulo. Essas duas propriedades serdo o ponto de

partida para a definicao de cédlculo diferencidvel de primeira ordem no capitulo 2.

Definicao D.1.11 Seja V' um espaco vetorial real, diremos que uma aplicacdo multilinear

a:Vx--xV =R (rvezes) é alternada se

(v, .., 0p) = 8g0(0)a(Vg(1), - - - Vo (r))
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para qualquer permutacao o € S,.

Para uma variedade M, denotaremos por A} (M) o espago de todas as aplicagdes alter-
nadas em T,, M. Pode-se verificar que se r > n = dim M entao A}, (M) é o espaco vetorial
nulo. Definiremos a aplicacdo A : A7, (M) x AL, (M) — A" (M) impondo que

1
(5 N 77) (Ula s aUT+q) = TTQ' Z Sgn(U)f(UJ(l), s 7UU(T))77(UO'(T+1)7 s ava(r-i—q))

O'GST«H]

e se definirmos A, (M) = @)'_, AL, (M) onde A% (M) = R temos que (A, (M),A) é uma
algebra graduada. Chamaremos a aplicacao A : A, (M) — A, (M) de produto exterior.
Definimos A" (M) = U, ,cps A (M) e A(M) = U, e Am(M). Novamente podemos mostrar

que esses objetos sao fibrados vetoriais diferencidaveis com base M.

Definicao D.1.12 Uma forma (resp. r-forma) diferencidvel é uma aplicagao diferencidvel
a: M — AM) (resp. a: M — A"(M)) tal que mo a = idps. Os espago das formas (resp.
r-formas) diferencidveis serd denotado por Q(M) (resp. Q" (M) ).

Observagao D.1.13 1. Note que o espaco Q' (M) aqui definido é o mesmo definido an-

teriormente e QV(M) nada mais é que C(M).

2. Temos também que o produto exterior se estende para o espaco das formas fazendo
(A B)m = m A By,

3. Por construgao Q" (M) também pode ser considerado como o espago das aplicagoes
C(M)-r-lineares alternadas sobre X(M).

4. Dada uma aplicacdo diferencidvel ¢ : M1 — Mo entre duas variedades, iremos definir

uma aplicagao p* : Q(Ms) — Q(M,) satisfazendo
<P*04(Zla SRR ZT) = Oé((,D*Zl, SRR QD*ZT)
para o € Q" (Ms), Z1,...,Z, € X(M1). A forma ¢*« € dita ser o pullback de o por .

Teorema D.1.14 Existe uma unica aplica¢ao linear d : Q(M) — Q(M) de grau 1 (ie,
d(Q"(M)) € Q" H(M)) satisfazendo:

1. d>=0;
2. d(lanp)=daAB+ (—-1)"aANdB para c € Q" (M) e B € Q(M);

3. df € o diferencial de f se f € C(M).

A aplicacdo d € chamada de derivacao exterior.
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No caso em que a variedade é compacta pode-se mostrar que o espago das r-formas é
gerado como C'(M)-médulo por elementos da forma dfy A--- Adf, para fi,..., fr € C(M).
Esse fato junto com o teorema sao a motivacao da definicao de calculo superior no capitulo
2.

Proposicao D.1.15 Para uma r-forma o € Q"(M) e campos vetoriais Xi,...,X,41 €
X(M) € vdlida a relagao

r+1
da(X1,.. ., Xep1) = ) (D) X(a(X0, . Xy X))+
=1

+ Y (D)X, XL X, X X X )
1<i<j<r+1

onde o simbolo ~ indica que o termo foi omitido.

Temos em particular no caso r = 1 da proposicao
da(X,Y) = X(a(Y)) = Y(a(X)) — a([X,Y])
para a € Q2(M) e X, Y €€ X(M).

Definicao D.1.16 Seja G um grupo com uma estrutura diferencidvel. Diremos que G é um

grupo de Lie se a multiplicagdo e a inversdo forem aplica¢des diferencidveis.

Em particular temos que para cada g € G a aplicacao L, : G — G dada por Ly(h) = gh

é uma aplicacao diferencidvel.

Definicao D.1.17 Seja G um grupo de Lie. Diremos que uma campo vetorial X € X(G) é
invariante a esquerda se para quaisquer g,h € G temos que Lg(Xp) = Xgn. Denotaremos o

espaco dos campos invariantes 4 esquerda por g.

Pode-se mostrar que o comutador de dois campos vetoriais invariantes a esquerda con-
tinua invariante a esquerda. Segue que g é uma algebra de Lie. Dado um vetor v € T.G
(onde e é a unidade do grupo) temos um campo vetorial invariante a esquerda definido por
Xu(9) = Lg«(v). De fato uma campo X € g é o campo vetorial gerado X, desta forma. Ou
seja, temos um isomorfismo T.G = g. Em particular se tivermos uma aplicacao diferenciavel
¢ : G — M temos que o diferencial em e é uma aplicacao cujo dominio é a algebra de Lie,

d(pe g — Tcp(e)M-

Teorema D.1.18 Sejam G e H grupos de Lie com dlgebra de Lie g e by respectivamente
e suponha G simplesmente conexo. Para um homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — b

existe um dnico homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H tal que dp = .
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Pense R como um grupo de Lie com a soma. Se G é um grupo de Lie e X € g entao
Ad/dr — AX nos dd um homomorfismo da &lgebra de Lie de R com g (onde d/dr é a base
de ToR proveniente da identidade vista como carta local). Como R é simplesmente conexo

temos um tunico homomorfismo expy : R — G tal que

dexpyx <)\(;1r> =X

Finalmente, definiremos a aplicagdo exponencial exp : g — G por exp(X) = expx(1).
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