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RESUMO

Este trabalho apresenta resultados tedricos e praticos para o método de
elementos finitos mistos para problemas elipticos e para problemas pa-
rabdlicos degenerados. Inicialmente apresentamos a formulagao mista
para problemas elipticos de segunda ordem. Feito isso, apresentamos
resultados sobre convergéncia das duas varidveis, primeiramente na
varidavel vetorial e depois na varidvel escalar. Na segunda parte do
trabalho estudamos um estimador de erro para o problema eliptico tra-
tado na primeira parte e o utilizamos para fazer refinamento adaptativo
de malha. Em seguida, passamos a tratar de problemas parabdlicos
degenerados. Para isso, apds fazer a discretizacao do problema, apli-
camos o método de Newton para tratar da nao linearidade. Por fim,
apresentamos alguns detalhes sobre as implementagoes feitas. Durante
o trabalho sao apresentados exemplos numéricos para validagao dos
cédigos e comparagao com os resultados tedricos.

Palavras-chave: Método de elementos finitos mistos. Problemas pa-
rabdlicos. Problemas elipticos. Estimativa de erro a posteriori.






ABSTRACT

This work presents theoretical and practical results for the mixed finite
element method for elliptic and degenerate parabolic problems. First,
we present the mixed formulation to second order elliptic problems.
After that, we introduce some results about convergence on the both
variables, first on the vector and then on the scalar variable. On the
second part of the work, we studied an error estimator to the ellip-
tic problem broached on the first part of the work and use it to do
adaptative mesh refinement. Next, we dealt about degenerate parabo-
lic problems. For this, after the full discretization of the problem, we
apply Newton’s Method to treat the nonlinearity. Finally, we present
some details about the implementation. During the work we present a
serie of numerical examples to validate our codes and to compare with
the theoretical results.

Keywords: Mixed Finite Element Method. Elliptic problems. Para-
bolic problems. A posteriori error estimative.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho dedica-se a estudar o método de elementos finitos
mistos (MEFM) para problemas elipticos de segunda ordem e proble-
mas parabdlicos degenerados.

O método de elementos finitos mistos tem ampla utilizagao em
diversas areas da matemadtica e engenharia, em especial no estudo
de fluidos incompressiveis. A sua vantagem em relagdo aos demais
métodos na resolugao desse tipo de problema é o fato dele envolver o
fluxo diretamente. Seu desenvolvimento tedrico iniciou-se nos anos 70.
Dentre principais precursores desse método podemos citar os trabalhos
de Brezzi [8], Babuska [4] e de Crouzeix e Raviart [13].

O trabalho estd dividido em 3 capitulos. Os dois primeiros tra-
tam sobre o MEFM para problemas elipticos de segunda ordem e o
terceiro sobre o MEFM para problemas parabdlicos degenerados. Apre-
sentamos ainda um apéndice tratando de alguns topicos sobre as im-
plementacoes feitas.

No capitulo 2, baseamo-nos principalmente em [15] para estu-
dar os resultados sobre estimativa de erro a priori e formulagao mista
abstrata de problemas elipticos de segunda ordem.

O capitulo 3 do trabalho trata da mesma classe de problemas do
capitulo 2, porém agora utilizando as técnicas de refinamento adapta-
tivo de malha (conforme). Para isso, estudou-se o estimador de erro
a posteriori apresentado em [5]. Buscou-se reproduzir os resultados
apresentados pelos autores nos exemplos.

No capitulo 4, inicialmente apresentamos a formulagao mista do
problema discreto no tempo e no espago e, em seguida, os principais re-
sultados necessérios para dar base a estimativa de erro a priori. Por fim,
apresentamos uma série de exemplos numéricos para estes problemas
com destaque para a solugao de Barenblatt. Esta parte do trabalho foi
baseada principalmente em [21] e [20]. Utilizamos o método de Newton
para lidar com a nao linearidade do problema.

Por fim, no apéndice procurou-se expor detalhes sobre as imple-
mentacoes e da estrutura de dados utilizada. Com isso, pretendemos
facilitar o entendimento de futuros interessados nesse tépico. Apre-
sentamos também neste apéndice uma breve descrigao de bibliotecas e
cédigos de outros autores aqui utilizados.
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2 MEFM PARA PROBLEMAS ELiPTICOS DE
SEGUNDA ORDEM

Neste capitulo introduzimos a aproximagao pelo método de ele-
mentos finitos mistos (MEFM) para problemas elipticos de segunda
ordem. Inicialmente apresentamos algumas definigoes e resultados pre-
liminares que serao ferramenta para provarmos os resultados sobre es-
timativa de erro. Apds a apresentacao do problema, fazemos a for-
mulacao abstrata e, em seguida, mostramos alguns resultados sobre
estimativa de erro a priori. Por fim, apresentamos alguns casos que
foram implementados e os resultados obtidos.

2.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados e definigoes que
iremos utilizar no decorrer do capitulo. A maior parte desses resultados
sao de conhecimento de qualquer pessoa familiarizada com o tema do
trabalho mas foram colocados aqui para futuras referéncias.

2.1.1 Espacgos de Sobolev

Definicao 2.1 Dado Q C R™ um dominio e dado um nimero inteiro
positivo k, o espago de Sobolev H*(Q) € definido por
H*(Q) ={p € L*(Q): D¢ € L*(Q) V |o| <k},

em que o = (o, ..., ) € um multi-indice com |a] = a1+ -+ a, €
D%, no sentido de distribuicoes, é definido por

[ Drov =0 [ oD vecr@,
Q Q
sendo DY definido como

Hlel
Da"/’ = L w ]
Ox{* ...0xn"
e C3°(Q) o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis em )
com suporte compacto.
Definimos ainda o operador div no sentido de distribuicdes, para
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v € [L2(Q)]", como

/de'mw:—/ﬂv-w, b e CE(Q).

Os espagos H*(2) sdo espacos de Hilbert com respeito & norma
1/2

9l e+ () = Z 1D%3]|72 0

la|<k
Para uma teoria completa desses espagos veja [1].

Observagao 2.1 Para o caso vetorial, utilizaremos letras em negrito
para representar elementos do conjunto. Porém, por motivos visuais,
manteremos a mesma notacdo para a norma em H*()) e a norma de
produto cartesiano em [H*(Q)]", omitindo a poténcia n.

Definicao 2.2 Um espaco que serd utilizado com frequéncia durante o
trabalho é

H(div,Q) = {v e [L*(Q)]" : divv € L*(Q)}
que, munido da norma

10l F (giv.) = 191720 + [[divelZ2(q),

também é um espago de Hilbert.

Definimos ainda, para ¢ € H*(Q) e j € Ntal que 1 < j <k, a
semi-norma
1/2
Vgl=| > ID%f

lol=j

Definigao 2.3 Dado Q@ C R™ um dominio. Dizemos que a fronteira
de Q, 09, é uma fronteira Lipschitz quando existir, para esta, uma
cobertura finita de abertos {U;}1<i<m, tal que, para j = 1,...,m as
sequintes condigcoes sejam satisfeitas:

i) ) NU; € o grifico de uma fungdo Lipschitz;

i) QN U; estd em somente um dos lados desse grdfico.
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Teorema 2.1 (Férmula de Green) Se Q é um dominio com fron-
teira Lipschitz entdo, para v € H(div,Q) e ¢ € HY(Q), vale

/'U-qux—i— div'uqda::/ qn-v ds
Q Q o0

em que n denota o vetor unitdrio normal a 0 exterior a 2.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em qualquer
livro de célculo.
Dado v € [H'(Q)]", denotamos por

Vn =1 - V|0
a componente normal do trago.

Definicao 2.4 Dado s > 0 e s ¢ N escrevamos s = m + A, sendo
0 < A < 1. Entao definimos o espago de Sobolev fraciondrio H*(2)
como o conjunto de todas as u € H™ () tais que

1/2

_ [ ) = uF
[u| s (@) = Z y|5+>‘ xdy < 0.

lee|=

Equipamos H*(2) com a norma

1/
lealzs oy = (el ey + lulreey) -

Teorema 2.2 (Teorema do Trago) Dado ¢ € H*(Q), em que Q C
R"™ € um dominio Lipshitz, entdo existe uma constante C, dependendo
apenas de €2, tal que

ol a172000) < Clloll (-

Em particular,
[¢llL200) < Cll@llm(e)- (2.1)

Além disso, se g € HY/?(00), existe ¢ € H(Q) tal que dplog = g e

9l @) < Cllgllmrrza0)-
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Teorema 2.3 A componente normal do tragco pode ser estendido con-
tinuamente a um funcional linear continuo

w: H(div, Q) — H™Y/2(09),

em que H='/2(0Q) ¢ o dual de HY/?(9Q).

Indicamos [7], [3] e [22] para uma teoria mais detalhada sobre o
trago de fungoes.

Teorema 2.4 Sendo 2 um dominio Lipschitz entao existe uma cons-
tante C dependendo apenas de S tal que, para qualquer f € H?*(S2)

satisfazendo / fdx =0,
Q

Ifllz2) < ClUV fllL2o)-

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [15].
Denotaremos por Py, o espago dos polindmios de grau menor ou

igual a k. Para x € R” e a um multi-indice temos z® = z{* ... z0".

Definicao 2.5 Vamos assumir que ) € um dominio estrelado com res-
peito ao conjunto B C Q) de medida positiva, ou seja, para todo x € ) a
envoltdria convexa fechada de {x}UB € um subconjunto de 2. Dado um
inteiro k > 0 e f € H*Y(Q), definimos a aprozimacdo média de Taylor
de f, Qr,Bf € Pk, como

Qrpf(x \B|/ka Y, T

em que Ty f(y,x) € a expansao de Taylor de [ centrada em y, isto é,

ZDa aj_ )a

|| <k

Lema 2.1 Seja Q) € R™ um dominio estrelado com respeito ao conjunto
de medida positiva B C Q, Q com diametro h. Dado um inteiro k > 0
e f € H*Y(Q), existe uma constante C dependendo de k e n tal que,
para 0 < |B] < k41,

oo
|B|1/2

IDP(f = Qr,p )|z < [ Ay Y (2.2)
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Em particular, quando Q) € convexo,
IDP(f = Q. Hllzy < ORIV f 2y, (2.3)

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [7].

Uma consequéncia importante desse lema é a estimativa de erro
para a projecao L?, P : L?(Q) — Py, k > 0 sobre o espago dos po-
lindmios de grau menor ou igual a k, Py, definida, para cada f € L%(Q),
como

/Q(f—Pf)qclasz7 V q € Pp.

Note que, como Py é subespaco fechado, temos que a projecao
L? existe (ver [17]).

Coroldrio 2.1 Seja Q2 € R™ um dominio como no lema 2.1. Dado um
inteiro k > 0, existe uma constante C dependendo de j e n tal que,
para 0 < j < k+1, se f € H'(Q) entdo

|Q 1/2 )
I = P Al < C gV oo

Veja [15] para maiores detalhes sobre este resultado.

Lema 2.2 Seja Q C R™ um dominio limitado. Dado f € L?(S2), existe
v e HYQ) tal que
divv=jf em, (2.4)

vl ) < Cllfllzz @ (2.5)

com uma constante C' dependendo somente de €.

A demonstragéo desse teorema pode ser encontrada em [15].
2.1.2 Malha de Elementos Finitos

Definicao 2.6 Definimos o n-simplex T como a envoltéria conveza
dos n+1 pontos v; € R", j =1,...,n+1, chamados de vértices de T
Um n-simplex € dito ndo degenerado, se cada pontovj, j=1,...,n+1
nao pertence ao hiperplano gerado pelos demais vértices.

Observagao 2.2 Daqui em diante estaremos considerando apenas n-
simplex nao degenerados.
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Definicao 2.7 Seja 2 C R™ um poliedro aberto conexo. Uma malha ou
triangularizacao de Q0 € um conjunto T, de n-simplex T;, i =1,...,n,
que satisfaz:

[ ] TiCQGQZ OTZ
i=1

o A interseccio T; N1y de dois n-simplex distintos é um m-simplex
com 0 <m < n—1 cujos vértices sao vértices de T; e Tj.

Os nds da malha T, sdo os vértices dos n-simplex T; que a
compoem.

Um dos n-simplex de uma triangularizacao é chamado de ele-
mento da malha.

Fixemos um simplex de referéncia T C R™. Dado um simplex
T C R", existe um mapeamento afim inversivel

F:T—=T
& F(2) = A2+

com A € R"™™ e b e R".

Denotaremos por hp o diametro de T e por pr o didmetro da
maior bola inscrita em T. Durante todo o trabalho assumiremos a
condicao de regularidade para os elementos da malha, isto é, existe

uma, constante o tal que

h

T <o.

PT
Lema 2.3 Para um mapeamento afim F definido como anteriormente,
valem as seguintes estimativas

h h+
1A]l2 < p—? e a7 < 2 (2.6)
T

Para ver a demonstragao desse teorema veja o lema 10.2.2 em
[3].

Para cada ¢ € L2(T), associamos ¢ € L?(T) pela regra ¢(z) =
@(2), em que x = F(I).
Lema 2.4 Dado um simplex T, existe uma constante C' dependendo
de o, n, k eT tal que para todo p € Pr(T),

C
IVPlLaer) < 5 lplleae).
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A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [15].
2.1.3 Coordenadas Baricéntricas

Definicao 2.8 Seja T um tridngulo com vértices vj, j = 1,2 e 3, nu-
merados no sentido anti-hordrio. Definimos as coordenadas baricéntricas
Aj(®), 7 = 1,2 e 3, associadas aos vértices v; como as funcées afins
satisfazendo

)\j(vi)zéij, 1§Z7j§3

Da definigao percebemos que

3
Z Ai(x)v; =z,
i=1 ,
Z )\i(X) =1

Podemos mostrar que, dado x € T,

area(T;) )
Ai(x) = ———=, 1<i<3,
ix) area(T)’ - =
em que T; é o triangulo cujos vértices sao x e os dois vértices de T
diferentes de v;.

2.2 FORMULACAO MISTA

Seja Q um dominio com fronteira poligonal e a = a(z) uma
fungao limitada superiormente e inferiormente por constantes positivas.
Considere o problema: dado f € L?(2), encontrar u € H*(f) tal que

—div(aVu) = f, em
{ u =0, em 0f). (2.7)
Definindo p = —aVu podemos dividir a primeira equacao de
(2.7) em duas, ou seja,
divp = f, em ()
{ p+aVu=0, em ) (2:8)
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em que u € H1(Q) e p € L*(Q)? com div p € L?(Q).

Assim, multiplicando as duas equagdes de (2.8) pelas fungoes
de teste ¢ € L%(Q)) e v € H(div,), respectivamente, e integrando
por partes a segunda, obtemos a forma fraca para o problema (2.8):
encontrar (u,p) € L%(Q) x H(div,Q) tal que

/up-vdaz—/udivvdm =0, VveH(div,Q)
Q

(2.9)
q divp dx :/ fqdz, Y qeL*Q).
Q Q

em que pu = 1/a(x).

Observacgao 2.3 Ao fazer a integracdo por partes para obter a for-
mulagdo fraca do problema precisamos utilizar o teorema 2.1.

2.3 FORMULACAO ABSTRATA

Sejam V' e ) espacos de Hilbert e a(-,-) e b(+, -) formas bilineares
continuas em V x V e V x @) respectivamente, isto €,

la(u, )| < lall[ullv]lv]lv, VuveV
oo, gl < [blllvliviigle, VveVevVgeq.

Considere o problema: dados f € V' e g € Q’, encontrar (u,p) €
V x @ solucao de

a(u,v) + b(v,p) = (f,v), VveV
{ b(u,q) =(g9,9), VqeQ (2.10)

em que (-,-) denota o produto dual.

Vamos encontrar condicoes suficientes sobre as formas a e b para
que tenhamos a existéncia e a unicidade de solucdo de (2.10).

Sejam A: V — V', B:V — Q' operadores continuos e o adjunto
B* : () — V' dados por

(Au, vy v = a(u,v)
(Bv,q)q'xq = b(v,q) = (v, B*q)v xv'.

Dessa forma, podemos reescrever (2.10) como
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(2.11)

Au+ B*p=f, em V'
Bu=g, em Q'

Denotaremos por W = KerB C V e, para g € Q’,

W(g)={veV:Bv=g},

ou seja, W(g) é conjunto de todos os elementos de V' que satistazem a
segunda igualdade de (2.11).

Agora, se (u,p) € V x @ é solugdo de (2.10), podemos mostrar
que u € solugao do problema:

u € W(g) e a(u,v) = (f,v),YveW (2.12)

De fato, se (u,p) € V xQ é solugao de (2.10) entao, pela segunda
equagao de (2.11), u € W(g) e, para todo v € W, temos

(f,v) = a(u,v) + b(v,p) = a(u,v).

Vamos mostrar que, assumindo algumas condicoes, os proble-
mas (2.10) e (2.12) s@o equivalentes. O teorema a seguir é um resul-
tado conhecido de andlise funcional e sera ferramenta importante neste
processo.

Dado um espaco de Hilbert V e S C V, denotamos por S° C V’

o conjunto
SO={LeV':(Lv)=0,VveS}

Teorema 2.5 Sejam Vi e Vo espagos de Hilbert e A : Vi — V3 um
operador linear continuo. Entao

(KerA)® = ITmA~ (2.13)

(KerA*)? = TmA (2.14)

A demonstragéo deste teorema pode ser encontrada em [15].

Lema 2.5 As sequintes propriedades sao equivalentes.

a) Eziste B > 0 tal que

b(v,q)
sup
vev lvllv

> Bllalle VgeQ. (2.15)
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b) B* é um isomorfismo de Q em WO e
1B qllv: = Bllalle Vg€ Q. (2.16)
¢) B é um isomorfismo de W+ em Q' e
1Bollg: = Bllolly ¥ ve W™, (2.17)
Demonstragao: | a) = b) | Se a) vale entao (2.16) ¢ satisfeita pois

b(v, q v, B*q)vxv
Bllallg < sup 22D _ g, B DV
S Tl S Ty

= HB*(]”\/', VQ€Q7
e B* ¢é injetiva pois, dados ¢q1,92 € Q, q1 # ¢2,

1 *
0<llg = @le < 5150 = g)llv

e portanto B*q; # B*qy. Além disso, ImB* é um subespago fechado
de V' pois, supondo uma sequéncia B*g, — w, entdo de (2.16) temos

1B*(gn — gm)llv: > Bllgn — gmll@

e isso implica que a sequéncia {q¢y, } é de Cauchy e, portanto, convergente
para algum ¢ € Q.

Sendo B* continua, segue que w = B*q € ImB*. Logo, por
(2.13), ImB* = W0 e b) vale.

b) = a) | Essa implicagao é imediata uma vez que

X b(v,q
1B*qllv = sup 22D,
vEV ||UHV

b) & ¢) | Note que WY ¢ isometricamente idéntico a (W+)'. De
fato, sendo P+ : V — W+ a projecio ortogonal, para qualquer g €
(W) definimos § € W9 por § = go P+ e entdo temos que a aplicagio
g — § é uma bijecdo isométrica de (W) em W° uma vez que

~ I 1
19l = llg o P=I| = llgl| |1P~[| = normag

e, como g € W0,

(gw) =0V weW =g e (W)
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Logo, vale a equivaléncia. n

Corolario 2.2 Se a forma b satisfaz (2.15) entdo os problemas (2.10)
e (2.12) sao equivalentes, isto €, (2.10) tem wma Unica solugdo se, e
somente se, (2.12) tem uma Unica solugdo.

Demonstragao: Se (u, p) é solugao de (2.10) entao segue de (2.11)
que
Bu=gem Q = ue W(g)

e, VveW,
a(u,v) +b(v,p) = (f,v)

CL(U,U) + (Bv,p) = <f,’U>
a(u,v) = (f,v).

Logo, (u,p) satisfaz (2.12).
Se u é solugao de (2.12) entao

Bu=gem Q e a(u,v) = {f,v),YveW

Temos que mostrar que existe um tnico p € @ tal que B*p =
f — Au. Tsso segue do item b) do lema 2.5 pois f — Au € W0. m

O seguinte lema nos ajudara a mostrar o teorema de existéncia
e unicidade de solugao para o problema (2.10).

Lema 2.6 Se existe a > 0 tal que a(-,-) satisfaz

sup 2 S Gl Vuew. (2.18)
veW HUHV
sup alu, v) >alvlly YveW (2.19)
wew [ullv

entdo, para qualquer g € W', existe w € W tal que
a(w,v) = (g,v) VveW
e além disso,
1
lwllw < —lgllw-. (2.20)

Demonstragao: Considere os operadores

AW -sWeA* W W
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definidos por
(Au, v)wrxw = a(u,v) e (u, A*0)wxwr = au,v).
Assim, podemos reescrever (2.18) e (2.19) como

|Au||w: > oflullw YuweW (2.21)
|A*v||lwr > allvllw VveWw (2.22)

respectivamente. Portanto, de (2.19), temos que KerA* = {0} (A* é
injetiva). Entao, de (2.14), temos

ImA = (KerA*)O =W'.

Usando (2.21) e o mesmo argumento usado para mostrar que
ImB* é fechado em (2.15), mostramos que ImA é fechado em W’.
Logo, ImA = W’ e o resultado vale.

Por fim, (2.20) segue de (2.21). m

Teorema 2.6 Sea(-,-) satisfaz (2.18) e (2.19), e b(-,+) satisfaz (2.15),
entao existe um unico (u,p) € V X Q solug¢do do problema (2.10). Além
disso,

1 1
ol < 2l + 5 (14 22 pgle (2:23)
e
oo < 2 (14 10y gy del (Bl oo 20
Ple < 3 - vit o — | lgller: :

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que a solugao u do problema
(2.12) existe.

Como (2.15) vale, segue do lema 2.5 que existe um vnico uy €
W+ tal que Bug = g e

1
[uollv < EHQHQ’- (2.25)

Entao, a existéncia da solucdo u para (2.12) é equivalente a exis-
tir um w = u — ug € W satisfazendo

a(w,v) = (f,v) —a(up,v) VveW

Mas, pelo lema 2.6, segue que esse w existe e
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1 1 Hall
lwllv < —Allfllve + llalllluollv} < —Allfllv: + == llglla }-
Logo, u = w + ug é solugao de (2.12) e

ullv = ||w+UOHv<Ilelv+IIUOHv

1 llall

< Ul + =5 ||9||Q}+*||9||Q’—
1 1 ||a||

= — ’ 1 ’
Sl + /8< +— ) llglle

Pelo corolério 2.2, segue que existe um tnico p € @ tal que (u, p)
é solucao de (2.10). Por outro lado, do lema 2.5 segue que (2.16) vale e

Iplle < *IIB*pHVf {||f\\v'+||a||\\u||v}<

;( ”“”)||f| 1 (22D o

Portanto, (2.24) vale e a unicidade segue de (2.23) e (2.24).

IN

Assumindo agora que temos V;, C V e @ C @ subsespagos,
a aproximacao (up,pn) € Vi x Qp para a solucdo (u,p) € V x @ do
problema (2.10) é definida por

{ a(up, v) +b(v,pp) = (f,v),  VYwveV, (2.26)

b(un,q) = (9,9), VY qeQy

Nosso objetivo agora é obter uma estimativa de erro para a apro-
ximagdo (up,pp). Para isso, introduzimos o operador By, : Vi, — Q)
definido por

(B, q>Q;1><Qh = b(v,q)
e os subconjuntos de Vj,, Wy, = KerBy, e
Wi(g) ={v € Vi : Byv=gem Q}

em que g é restrita a Qp,.
Para garantir a boa definigao da aproximacao precisamos garan-
tir que exista uma tnica solucao (up,pp) € Vi X Qp, para (2.26). Pelo
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teorema 2.6, isso sera verdade se existir o* > 0 e 8* > 0 tal que

sup alu, v) >aully Y u€ Wy, (2.27)
vew, |[vllv
sup LY S ol Vo e W, (2.28)
uew;, |[ullv
b(v,q .
sup (v.9) > B lglle Vg€ Qn. (2.29)
vevi, [lvllv

Observagao 2.4 Se W, tem dimensao finita entdo (2.28) segue de
(2.27).

Podemos provar agora a estimativa de erro abstrata.

Teorema 2.7 Se as formas a(-,-) e b(,-) satisfazem (2.27), (2.28)
e (2.29) entdo o problema (2.26) tem uma tnica solugao e existe uma
constante C, dependendo apenas de o, 5*, ||la|| € ||b]| tal que a sequinte
erpressao vale:

lu—unllv +llp = pulle < C{ inf [lu—vlly + inf [lp—qlo} (2.30)
veEV, qEQh
e quando KerBy C KerB,
llu —uplly < C{inf ||u—v|v}. (2.31)
veEV

Em particular, se as contantes a* e 5* nao dependem de h entdo
C também ndo depende de h.

Demonstracao: Pelo teorema 2.6 temos a existéncia e a unicidade de
solugao para (2.26).
Agora, dado (v,q) € V}, X Qp,, de (2.10) e (2.26), temos

a(un —v,w) +b(w,pp — q) = a(u —v,w) + b(w,p — q),V w € Vi(2.32)
blup, —v,7) =blu—v,r) VreQn(2.33)

Para (v, q) fixo, os lados direitos de (2.32) e (2.33) definem fun-
cionais lineares em V}, e (Q, continuos
Ll(w) = a’(u - U7w) + b(w,p - Q)
La(r) = blu—wo,r).
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Note que esses funcionais tem norma limitada por

lallllu = ollv + [I6lllp = dqllq e (bl lu = vllv

respectivamente e portanto, do teorema (2.6), temos que para qualquer
(v,q9) € Vi X Qn,

1 H ||
_ T T Lo
lun —ullv < Q*H v + 5 < [ L2l

N

1
< L lalllu vy + bl1lp - allo) +
. ;(1 “”)bnnu ollv
Ipn—plle < 61<1+“')L1||V/ (g') ( ”“”)ann@
1
< B( “”) lalllle = ollv + 18l lp = gllo) +
|a||)
1 b
N ( o (+ 1Bl — vlly-

Somando essas duas expressoes temos

lun —ullv + [lpn — pllg < C{llu —v|lv +[lp — qllo}

e portanto temos a expressdao (2.30) quando usamos a desigualdade
triangular.

Supondo agora que KerByj, C KerB e sabendo que uj, € Wj(g)
é solugao de

a(up,v) = (f,v) YveW,
temos, pela ortogonalidade de Galerkin, que
alu—up,v) =0 YoveW, (2.34)
Agora, para w € Wy(g), up —w € Wy, e de (2.27) e (2.34) temos

a(up —w,v) a(u —w,v)
—_— " = sup ——————
vew,  [vllv vews,  [vllv

lallllu = wly-

o |lup —wlly < sup

IN
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Portanto,
a
o= b < =l + s = iy < (14220 oy
) oy .
= |lu—upllv < [ 1+ inf |lu—w|v.
% weWy(g)

Mas, dado v € V},, do lema 2.5 temos que existe z € W,f‘ tal que

b(z,q)Zb(u—v,q), quQh

Izllv <

Assim, w = z + v € V}, satisfaz
Byw = By(z+v) = Brz+ Byv=Bru+ Byv— Bpv=Bru=g

e portanto pertence a Wj(g). Mas,

b
= wlly < llu = vlly + [zl < (1 n ”Bj') = olly
e portanto,
inf Ju—w|y <1+ (U] inf |lu—v|v.
wEW)(9) - B* ) vevy

Concluimos entao que

le —upllv < (1 + M) inf JJu—w|y <C{inf ||Ju—ov|v}.
a* ) weWy(g) vEV), -

Em aplicagbes, uma maneira de verificar a condigao (2.29) é
através do proximo teorema.

Teorema 2.8 Assumindo (2.15) como vdlido entao a condi¢ao inf-sup
discreta (2.29) vale com uma constante * > 0 independente de h se,
e somente se, existe um operador II;, : V. — V}, tal que

bv—TIw,q) =0 YveV,VqgeQn (2.35)

Moy < vy YveV (2.36)
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com uma constante C > 0 independente de h.

Demonstragao: Se IIj, existe entdo usando (2.15), (2.35) e (2.36)
temos que, para g € Qp,

b(v,q b(v+ pv — v, q
Blale < sup22Y —gup X )
vev [vllv wev [[v]lv
b(I1 b(I1
= sup ( hvaq) SSU. ( hU,q)
vev  lvllv vev [[Hpvllv

e portanto, (2.29) vale com 8* = c
[=] Supondo (2.29) verdadeira entdo de (2.17) temos que, para
qualquer v € V existe um unico v, € Wh tal que

b(vha q) = b(’U, Q) v qc Qh

l[onllv || l[v-

Assim, II,v = vy, define o operador que desejamos. m

2.4 ESTIMATIVA DE ERRO A PRIORI

Apresentamos agora uma anélise sobre o erro da aproximacao
pelo MEFM para o problema (2.7). Durante o trabalho estaremos in-
teressados em elementos triangulares e nos espagos de Raviart-Thomas
associados a eles. Primeiramente, estudamos o problema localmente
e em seguida analisamos o caso global através do operador de inter-
polagao.

Definicao 2.9 Dado T € R™ um simplez, o espaco de Raviart-Thomas
de ordem k > 0 local € definido como

RT(T) = Pe(T)" + xPy(T). (2.37)

Denotaremos por F;, i =1,...,n+1, as faces do simplex T e por n; o
vetor normal exterior.

O lema a seguir nos fornece algumas propriedades dos espagos
de Raviart-Thomas.

Lema 2.7  a) dim [RT(T)] = n(k2”> + <k+z_ 1).
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b) Se ve RT,(T) entio v-n; € Pyp(F;), parai=1,...,n+ 1.
c) Seve RT,(T) e divo=0 entio v e Pr(T)".
Demonstragao:

a) Note que, para todo v € RTy(T'), podemos escrever
vV=w+x Z X" (2.38)
la|=k

com w € Py(T)".

Afirmacgao: dimPy = <n _]L_ k>

De fato, para n = 1, Py = span{z{* : a1 < k}. Logo,

dimPr = k+1 = (kzl)

Supondo a afirmagao vélida para um n, mostremos que ela vale
para n + 1. Nesse caso, temos

n+1
_ - I Qnt1
Py = span{x = 27" x5> ..., 7" : E a; < k}.
i=1

Assim, para
a =0= i a; < k= ntk ossibilidades
n+1 — vt A k 1%

n
k-1
i=1

) possibilidades

- 0
Ont1 =k = Z a; <0= (ng— ) possibilidades.
i=1

Totalizando, temos

zk:(nj-j) _ <n+1]§+1>

=0
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e portanto a afirmacao é valida para n + 1. Logo, a afirmacéo
vale para todo n por indugao.

Afirmacao: O ntmero de multi-indices tal que |a] = k é ( i

De fato, se n = 1 entao temos apenas uma possivel combinagao e
portanto o resultado vale.

Supondo valido para um n, mostremos que a afirmagao é valida
para n + 1.

n
an+1:OZ>Zai:k:>
=1

(k+n—1

i ) possibilidades

. k+n—2
Opnt1 = 1= E a=k—1= < —]:i 1 > possibilidades
i=1

n _ 1
apt1 =k = Z a; =0= (n 0 ) possibilidades.

i=1
Totalizando, temos
k .
=~ Y F

e portanto a afirmacgao vale para n + 1. Logo, a afirmagao vale
para todo n por indugao.-

Tendo essas duas afirmagoes vélidas, segue de (2.38) que a) vale
uma vez que w € Pr(T)" e x Z a,X* é um polinémio de grau

lal=k
k+1.

Note que F; esta sobre um dos hiperplanos da equagao
x-n=s seER.

Denotemos por s o ntimero real tal que x - n; =5 contém Fj.

Assim, se v=w+xp € RT,(T) com w € P}’ e p € Py, temos

vVen, =w-n; +X-n;p=w-n; + sp.

k+n—

)
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Como os dois termos da tdltima igualdade pertencem a P (F;)
temos que v - n; € Py(F;).
¢) Como divv = 0 entao de (2.38) temos

0 = diwv=divw + div xZaaxo‘ =
lal=k

n
. -1
= divw + E E Ao X" + oy E Aot T e

i=1 \|a|=k la|=F

= divw+ (n+ k) Z anx".
lal=k

Logo,

Z anx® = ! divw
T T n+k '

Como o lado esquerdo da igualdade acima tem grau k e o lado
direito tem grau k — 1 temos que a, = 0 para todo « tal que
la| = k.

[

Construiremos agora o operador de interpolagao local
Iy : HY(T)" — RTy
que utilizaremos dentro da andlise de erro.

Lema 2.8 Dado v € HYT)", com T € R™ um simplex, existe um
unico llpv € RT,(T) tal que

/ [rv-n;prds = / v-nppds,V pr € Pr(F;), i=1,...,n+1 (2.39)

esek>1,

/ Mrv-p,_ de = / v-p_de, Y p_q € Pr(T). (2.40)
T T
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Demonstragao: Mostremos primeiramente que o ntimero de condigoes
que definem II7v é igual a dimensao do espago RT(T). Para k =0 o
resultado é imediato.

Considere agora o caso k > 1. Como visto anteriormente,

GimPu(F) = (k +n— 1)

k
k -1
e portanto o nimero de condigdes em (2.39) é (n+ 1) +Z )
Quanto ao nimero de condigoes em (2.40) temos
. k+n—1
dimPy,, = n( b1 )

Pelo lema 2.7, item a), e usando a relagao
k+n\ (k+n-1 n k+n-—1
k N k k—1

Ch,mRTk(T):n(/rwrn)Jr (k—l—n—l) _

temos que

k k
:nKk—i—Z—1>+ (k:—;n;l)] ) (k+:—1) _
:(n+1)(k+z_1) +n(k+Z_1>.

Assim, para mostrarmos a existéncia do operador de interpolacao,
basta que mostremos a sua unicidade.
Seja v € RT(T) tal que

/ v -n;prds =0,V pr € Pr(F;), i=1,...,n+1 (2.41)
FY

k3

/ HTV . pk_ldx = O, N Pr_1 S P]:l_l(T) (242)
T

Nosso objetivo é mostrar que v = 0.

Pelo lema 2.7, item b), e por (2.41) segue que v-n; é um polindmio
de ordem k e é ortogonal a todos os elementos de Pg(F;) e portanto
v-n; =0em F;.
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Agora, usando (2.42) temos

/ (divv)?dx = —/ v - V(divv)dz =0
T T
uma vez que V(divv) € P;_,(T). Logo, divv = 0 e portanto, pelo
lema 2.7, item ¢), temos que v € Py (T)".

Logo, para cada ¢ =1,...,n 4+ 1, v-n; é um polinomio de grau
k em T que se anula em F;. Portanto, sendo A; as coordenadas ba-
ricéntricas associadas a T' temos

Vo, = A\Qp—1

para algum qx_1 € Pr_1(T") (isso é possivel pelo teorema [7]).
Mas, por (2.42), usando pi_1 = gx—1 temos

/ Nigi_ydx =0
T

e portanto qr—1 = 0. Isso implica que v -n; = 0 em T para i =
1,...,n+1.

Em particular, v é ortogonal a n vetores linearmente indepen-
dentes em R™. Com isso, concluimos que v = 0. -

Definigao 2.10 Considere dois dominios Q, Q C R" e um mapea-
mento bijetor suave F : Q- Q. Seja DF a matriz jacobiana de F e
J =det(DF). Assumindo que J € diferente de zero em todos os pontos,
definimos entdo a transformagao de Piola para ¥ € L2(Q)" como

1 DF(&)v(x) (2.43)

em que x = F(Z).

Observagao 2.5 O A no operador diferencial indica que a derivada €
feita com respeito a .

Em particular, quando F é a fungao afim dada por AX+ b temos
J =det(A) e
1
v(x) = mA{f(fc). (2.44)
O lema a seguir nos fornece algumas propriedades da trans-
formacao de Piola. Demontraremos estas propriedades apenas para
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o caso de transformacodes afins. Porém, resultados andlogos valem para

transformagoes em geral.

Lema 2.9 Se ve H(div,T) e ¢ € H(T) entdo
divv ¢ de = | divo b dz, (2.45)
T T
/ v-Vo¢ dr = / v- Vo di, (2.46)
T T
/ 'un(bds:/hi) no ds (2.47)
aT ot

Demonstragao: Pela definicao da transformacao de Piola temos

1 1 .
Du(z) = mAD(@ o F Y (x) = mADﬁ(i)D(F’l)(z) =
1 N
= —ADi(z)A!
P
e, portanto,
divv = tr(Dv) = —tr(ADVA™!) = itr(ﬁfr) = icﬁ;ﬂ?
7] 7] |71
Logo, usando mudanca de varidvel temos (2.45).
Agora, note que como x = F(X) temos
Vo=V(doF )= [(Vd)o F'|- (F1) =
=Vp- AT =47V
e, portanto,
/v.v¢dx=/Av-A*T@¢3 di = | v-V¢di
T T T

Por fim, (2.47) segue de (2.45) e (2.46) pelo teorema de di-

vergéncia. De fato,

/ Von¢ds:/v~(v¢)+¢divvd:v:
oT T

-,

v.(%)+%véd:ﬁ:/

aT

\s

D¢ ds.
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Mostramos agora que a interpolacao de Raviart-Thomas é inva-
riante com relacao a transformacao de Piola.

Lema 2.10 Dado um simplez T € R" e ve H'(T)", vale
;= . (2.48)

Demonstragao: Temos que mostrar que

/lﬁr-ﬁiﬁkdéz/0~ﬁiﬁkd§, Vpr €Pr(Fy),i=1,...,n+1

E; F;
) (2.49)
em que F; = F~Y(F}) e

[Ty b di= [ b di Vo e PR, (250)
T T

Dado p,, € Px(F;) temos

/ V- n;py ds = / v n;py ds (2.51)
F, F,

[3

De fato, isso segue de (2.47) uma vez que C§°(F;) é denso em
L?(F;). Nao podemos aplicar (2.47) diretamente pois a fungio obtida
quando estendemos p; por zero para as outras faces de T' nao estda em
H'/2(9T) e, portanto, nio é a restricao de uma funcio ¢ € H'(T). No
entanto, seja {¢;} uma sequéncia em C5°(F;) tal que q; — pj, em L?(F;)
e, uma vez que a extensao por zero a d1' de g; estd em H 1/2 (0T), existe
¢; € HY(T) tal que ¢;|r, = g;.

Nessas condigdes, aplicando (2.47) obtemos

/ V- 14 d§:/ v - n;q; ds.
F F;

i

Assim, como v - n; € L?(F;), passamos o limite em j — oo e obtemos
(2.51).
Analogamente, temos

/ v - vy d3 :/ v - n;py ds

F; F;

e, portanto, (2.49) segue da condicao (2.39) na definicio de Ilpv.
Resta ainda provar (2.50). Note que para p,_; € Pp_ (1),

utilizando (2.44) e (2.40), temos



47

[rfﬁf.pk_l di = /|J|A’1HTV-|J|A’1f)k_1|J|’1 do =
T T
= / Mpv-|JJA~TA 'p,_, da =
T

= /v-\J|A*TA*1pIH dm:/o-pk,l di.
T T

Aqui utilizamos que |J|A~T A p, _, € Pp_(T). -

Com isso, podemos provar a estimativa de erro 6tima para a
interpolagao de Raviart-Thomas.

Teorema 2.9 Fuxiste uma constante C' dependendo de k, n e o tal que,
para qualquer ve H™(T)" el <m <k+1,

v = Hro|L2¢ry < Chy [V 0| L2 (1) (2.52)

Demonstragao: A estratégia utilizada para demonstrar esse teorema é
mostrar para um elemento de referéncia Te depois usar a transformacao
de Piola e os lemas anteriores para provar o caso geral. Denotaremos
por C' uma constante genérica dependendo de k, n e T.

Para cada face F; de T', sejam {p }1<j<n uma base para Pr(E) e

{Py}1<m<ns uma base para Py, (T)". Entdo, associada a estas bases,
podemos introduzir uma base de RTy(T), {d)é, U }, definida por

B T
parai,r=1,....,.n+1,5,s=1,.... Nem=1,...,M e

/wm.pl:(smla q/Jm'ni:O
T

param,l=1,.... Mei=1,...,n+ 1.

Entao
,9(2) = ii (/F vnip;‘») 4i(2) +,§ </TV - pm) V()

Agora, do teorema do traco (2.1) em T temos
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= H‘A’Hm(ﬁi) pé‘HH(ﬁi) B CAVH‘A’HHl(TA)'

=
:
=
A

Além disso,

/T v~pm\ < 19l g2t ooty < CU¥ Lo

com C dependendo de pz- € Py
Portanto, obtemos

59l ey < Cl¥l gz (2.53)

A partir dessa desigualdade iremos mostrar o resultado desejado
para um elemento 7' qualquer.
Pelo lema 2.10 e fazendo uma mudanga de variaveis temos

A2
/ﬁnTw%m::/ﬁJrﬂAHTwﬂJuigJlﬂf/ﬁnfw%m.
T T I J7

Dessa forma, usando (2.6) e (2.53) obtemos

h? R
/]Lw2quJr1g(/ﬁﬂ%@+/ﬁpﬂ%m> (2.54)
T Py \JT T

Mas, como v = |J|A™'v e DV = |J|A~' DvA, usando novamente
(2.6) temos

. hy
vl < |7]=E v
pT

hph

|Dv| < ||
PT P

|Dv|
e, portanto, de (2.54), por mudanca de varidvel, temos
2 A (M2 h 2
Ml < & (SE My + SEIDVIEsqr )
Pr Pr

Como estamos assumindo a condig¢ao de regularidade,

v z2ery < C (IVllz2er) + hrl DV z2(r) (2.55)
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Por fim, como P(T)™ C RT(T), sabemos que Il;7q = q, para
todo q € Pj(T) e entdo

v —Irv|2r) = [[v —a—r(v — )2 (1) <
< C (v =dl2¢r) + hrlID(v — @)l £2(0)) -

Concluimos a demonstracao usando o lema 2.1. -

Introduziremos agora o espago de elementos finitos de Raviart-
Thomas global. Assumindo que temos uma triangularizagdo {7} de
Q, isto é, 0 = U T e a intersecao de dois elmentos de T, é ou vazia,

TETh
ou um vértice, ou uma aresta comum ou uma face e h é o tamanho da
malha definido por
h = max hT.
TETh

Assumiremos ainda que a triangularizagao é regular.

Definigao 2.11 Associado a triangularizac¢ao Ty introduzimos o espaco
global

RTk('Th) = {'U S H(d’LU,Q) : ’UlT € RTk(T),V T e 771} (256)
Uma ferramenta importante para a anélise de erro é o operador

H(div, Q) n [[ H'(T)" — RTW(T5)
TeThH

definido por
HhV|T =Ilpv, VTET,.

Note que esse operador estd bem definido. De fato, por defini¢ao
temos IIrv € RT,(T). Resta mostrar que IIyv € H(div, ). Sabendo
que uma func¢ao pertence a H(div, 1) se, e somente se, tem componente
normal continua na interface entre os elementos, basta provar que as
componentes normais de Il v possuem esta propriedade. Seja F; uma
face compartilhada pelos elementos 11,7 € T;,. Como v € HY(T)",
VT € Tp, pelo lema 2.8 temos

/ I, v n;prds = / IIr,v - n;prds = / v - n;prds,V pr € Pip(F),

t=1,...,n+ 1. Assim,
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/ (HT1V’n1' 7HT2V. ni)pkds = Oaka € ’Pk(Fz)v i = 1,...,77,+ 1.
F;

Pelo lema 2.7, IIp, v -n; —p,v-n; € Py(F;). Logo, Iy, v-n; =
II7,v - n; na interface F;, o que prova a continuidade da componente
normal.

O espago de elementos finitos que utilizaremos para aproximar a
varidvel escalar u é o espago dos polinémios de grau k por partes (néo
necessariamente continuos), ou seja,

Plise(T) = {q € L*(Q) : q|l7 € Pr(T), VT € Tp}.

Vale destacar que, como nenhuma derivada da varidvel escalar
aparece na forma fraca, nao precisamos exigir continuidade no espago
para essa variavel.

O lema a seguir nos fornece duas propriedades fundamentais para
a andlise do erro global.

Lema 2.11 O operador 11, satisfaz

/ div(v—1Ilv)qg dz =0 (2.57)
Q
para todo v € H(div, Q) N H HY(T)™ e para todo q € Psc. Além
TeTh
disso, ‘
div(RTy) = Pise. (2.58)

Demonstragao: Integrando por partes o lado esquerdo de (2.57) e
usando a defini¢io de II7v (lema 2.8) segue que, para todo v € H(T)"
e qualquer g € Pr(T),

/div(v—Hhv)q dx = —/(V—Hhv)~Vq d;v—f—/ (v—IIpv)-ngds =0
T T T

e portanto a expressao (2.57) vale.

Mostremos agora o segundo resultado. Primeiramente, note que
div(RTy) C P uma vez que, para v € RTy(Ty), temos v € H (div, 2)
e v|r € RTy(T) e portanto, divv € L*(Q) e div(v|r) € Pr(T).

Por outro lado, do lema 2.2, sabemos que div : H'(Q)" — L?(Q)
é uma funcio sobrejetiva. Portanto, dado w € Pfis¢ C L%(Q), existe
v € HY(Q)" tal que divv = w. Entdo, por (2.57), temos que, para todo
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g€ fplglisc’

0= /Tdiv(v —Iyv)q dox = /T(w — div(Il,v))q dz.

E como w — div(Il,v) € PF¢ temos que w — div(Il,v) = 0, ou ainda,
div(Ilv) = w.
Concluimos assim que (2.58) vale. -
A projegio L2, Py, : L*(Q) — Pdisc, definida, para cada f €
L?(Q), como

/(f—th)q dz =0, VqePlse
Q

permite que escrevamos (2.57) e (2.58) na forma do diagrama comuta-
tivo

H(div,@)n ] HY(T)" - L2(Q) (2.59)
TETh
Hh,l Ph,
RTk div Pgisc

De fato, se v € H(div,Q2)N H HY(T)" entao IT,v € RTy, como visto
TeTh

anteriormente, e div(Il,v) € PE¢ por (2.58). Por outro lado, v €

H(div, Q) e portanto divv € L?(£2). Isso implica que Py, (divv) € Pise,

Agora, da definicio da projecio L? e de (2.57) temos que

/ [P (divv) — div(Ilpv)]g de =0, Vq¢€ Pg’isc.
Q

Assim, Py (divv) = div(Il,v) em P{is¢ e, portanto, o diagrama comuta.

Nosso préximo passo € obter uma estimativa de erro para a apro-
ximacao de elementos finitos mistos para o problema (2.7), isto é, en-
contrar (up,p),) € PL*¢ x RT}, tal que

/,uph-vdx—/uhdivvdx =0, VveRI
Q

O (2:60)
q divp,, dx = / fq dz,¥Y q € Pl
Q Q

Lema 2.12 Se p e p;, sao solugdes de (2.9) e (2.60) respectivamente
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entao

P — pullzz) < (1+ llall Lo llpll e @) P — Tnpl 220

Demonstragao: Subtraindo (2.60) de (2.9) temos

/ w(p —py) - vde — / (u—wup)divv de =0, VveRT, (2.61)
Q Q

/ q div(p — py) dx =0,V q € P (2.62)
Q
Usando (2.57), (2.59) e (2.62), obtemos
/ q div(Il,p — p,,) dz =0,V q € Plisc
Q

e, uma vez que temos (2.58), podemos tomar ¢ = div(Ilyp — py,) €
concluir que
div(Ilyp —py,) =0

Portanto, tomando v = IIyp — p;, em (2.61) obtemos
/Qu(p = py) - (Ihp — py) dz = 0.
e entao,
TP — ppll720) < HaHLOO(Q)/QM(HhP —py) - (Ip —py,) doe =
~lallz=ey { [ nlp 1) @ep - p) ot
+ /Qu(p —py) - (Ihp — py) dx} =

~ lal~(o) [ #(llsp~p)- (Isp ~ py) do <
Q
< lal| Lo () |1l Lo (@) 1 TTaP — Pl 2 () TP — Pall2(0)-

= |[Unp — Prllz) < llallLe@llpllze @) 1Ihp — Pll2(0)-

Assim, pela desigualdade triangular, concluimos que
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P —pPullzzy < P —npllz2) + IHap — Pull2@) <
<

(1 + llall oo @)l Lo @) P — Ta Pl 22 (0)- -

Assim, temos a estimativa de erro étima para a aproximacao da
variavel vetorial p.

Teorema 2.10 Se a solu¢ao p do problema (2.8) pertence a H™ ()",
1 <m < k+1, entdo existe uma constante C, dependendo de ||a|| 1 (),
il o ), K, noe o, tal que

P = Prllrz) < CR™ IV Pl 12(0). (2.63)
Demonstragao: O resultado segue do lema 2.12 e do teorema 2.9. @

Passamos agora a mostrar os resultados que estabelecerao uma
estimativa de erro para a varidvel escalar u. Para isso, vamos utilizar
a desigualdade,

||V7HhVHL2(Q) < Ch”V”Hl(Q), Vve Hl(Q), (264)
que é uma consequéncia do caso m = 1 do teorema 2.9. Ou ainda,
[Ip v L2y < CllvIiE (@) (2.65)

Lema 2.13 Se (u,p) e (un, py) sao solugoes de (2.9) e (2.60) respec-
tivamente, entdo existe uma constante C que depende de ||a| (),
1l Loe (), k€ o tal que

|u —unllL2() < C{llu = Prullr2Q) + |p — apll 20 } (2.66)

Demonstracao: Para todo ¢ € ’P,‘jisc, o lema 2.2 garante que existe
w € HY(Q) tal que divw = q e

Wz @) < Cllgllrz)-
Por outro lado, se wj, = Il w entdo, por (2.65),
[Wallrz) = [Mawllr20) < Cllwllm (o) < Cllallrz)- (2.67)

Agora, de (2.61) e da definigio de Pp, temos que

/ (Pru — up)divv dx = / wp—py) vde, YveRT,
Q Q
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uma vez que divv € Pgisc.
Tomando v € RT} de modo que divv = Pru — up, €
[Vllzz) < CllPru — unllr2(a),
obtemos
[Prhu = unllfe) = /Qu(p —py)-vdr <

il Lo IP = Prll2@lIVIiz2 () <
Cllp = Pullzz@) | Pru — un|l L2 (o)

IA A

e portanto, usando também o lema 2.12 e a desigualdade triangular
obtemos

lu —unllr2) < llu— Prullrz@) + [P — unllL2@@) <
< lu — Prullz2) + Cllp — Prll2) <
< C{llu — Prullz2@) + Ip — Urpllz2 ()} =

Como consequéncia temos a segunte estimativa de erro para a
aproximagao da varidvel escalar wu.

Teorema 2.11 Se a solugdo (u, p) do problema (2.8) pertence a H™(§2) X
H™(Q)", 1 <m < k+1, entdo existe uma constante C' tal que

= unllzz@) < R IV Pl + IV ullzz@}. (268)

Demonstracgao: O resultado segue do teorema 2.10, do lema 2.13 e
da estimativa de erro para a projecdo L? dada no corolario 2.1. -

Caso () seja um poligono convexo ou um dominio suave e o coe-
ficiente a(x) for suficientemente suave, temos a estimativa a priori

ullz2) < Cllfllz2 @) (2.69)

e também obtemos uma estimativa de erro de alta ordem para
| Phu — upl|12(0) usando o argumento de dualidade.

Lema 2.14 Sea € WH(Q) e a desigualdade (2.69) vale, existe uma
constante C, dependendo de ||allyw1.(q), [|pllz (), K n, co e o tal que

| Pru— un| 2 < Ch{llp — pullL2) + lldiv(p — pp)ll L2} (2.70)
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Observacao 2.6 A defini¢do do espaco W1>°(Q) pode ser encontrada

em [1].

Demonstragao: Considere o problema dual

div(aVo) = Pyu — up, em ()
¢ =0, em 02

Inicialmente, temos que
|| Pru — uh||2L2(Q) = /(Phu — up)div(aVe) du.
Q
Considerando que IIj,(aV¢)) € RT}, temos do lema 2.11 que

/(Phu — up)div(aVe) dx = /(Phu — up)div(Ily, (aVe)) de.
Q o

Somando e subtraindo u no termo Ppu — uy e usando a definigao
da projecao ortogonal obtemos

/Q(Phu — up)div(Il,(aVe)) dx = / (v — up)div(Ily (aVe)) dz.

Q

Agora, de (2.61), podemos escrever
/ (u —up)div(llR(aVe)) dz =
Q
— [ b~ p) - (0(a¥9) ~a¥9) do + [ (b= py)- Vo da.
Q Q

Integrando por partes o segundo termo do lado direito da ex-
pressao anterior e usando (2.62) obtemos

/ 1(p — pp) - (I, (aV6) — aV) da + / (- D) Vo di =
Q Q

- / 1P — pp) - (04 (aV6) — aVe) da — /S div(p =)0~ Pig)

Q

Por fim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (2.64) e o
corolario 2.1 concluimos que

([ Pru — Uh||%2(ﬂ) < Chllp — Ph||L2(Q)H¢||H2(Q) +
+Chl|div(p — pp)ll L2 () |9l 21 (0)-
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em que utilizamos o fato de que a € W1 (Q).
O resultado segue usando (2.69) para a fungao ¢, ou seja,

[Pht — unl|720) < Chlp — ppll2) | Pru — unll L2 () +

+Ch|div(p — pp)ll L2 | Pre — un |l £2(0)- -

Teorema 2.12 Se a € W1(Q), a desigualdade (2.69) vale, p €
HMY(OQ)™ e f € HFY(Q) entdo erxiste uma constante C, dependendo
de |lallw. ), ll1llze(@); & n, co e o tal que

1Pau = un 2 () < CRM2{IV* )l 2y + IV fllre g} (2.71)

Demonstragao: Da segunda equacao de (2.60) temos que

/ (divp), — f)q dz =0, V¥ qe P,
Q
ou seja, divp,, = Py f. Entao,

div(p—py) =f — Puf

e portanto o resultado segue do teorema 2.10, do lema 2.14 e da esti-

mativa de erro para a projeciao L? dada pelo coroldrio 2.1.
[ |

2.5 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo apresentamos alguns exemplos que foram imple-
mentados. Mais detalhes sobre as implementacao estao descritos no
apéndice A.

Seja ) um dominio com fronteira de Lipschitz no plano, com
vetor unitario normal exterior v na fronteira poligonal I' = I'p U 'y
(I'y € a fronteira de Neumann e I'p = I'\I'yy é a fronteira de Dirichlet
fechada). Considere o problema: encontrar u € H*(Q) tal que

—Au = f, em )
ulpo =up, emI'p (2.72)
Vu-n=g, emIDy

em que f € L?(Q), g€ L*(Ty) e up € HL(Q) N C(Q).
Definindo p = Vu podemos dividir a primeira equagao de (2.72)
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em duas, ou seja,

{ divp+ f=0, emQ (2.73)

p = Vu, em {2
em que u € H'(Q) e p € H(div, ).
Para a formulagao do problema iremos precisar dos seguintes
espagos de funcoes:

Hy n(div, Q) :=={q € H(div,Q) / ¢-n=0em I'y},
Hy n(div, Q) :={q € H(div,Q) / ¢-n=gem 'y},

Entdo, para o problema (2.73), temos a seguinte formulagao
fraca: dado f € L*(Q), g € L*(T'y) e up € HY(Q) N C(Q), encon-
trar p € Hy n(div,Q) e u € L*(Q) tais que

/p-qu—i—/udiqux:/ upq-nds, ¥V q € Hy n(div, ), (2.74)
Q Q I'p

/ v divp dx = —/ vf dx, Ve L*(9). (2.75)
Q Q

A existéncia e unicidade de solugao (u, p) para o sistema (2.74)-
(2.75) e sua equivaléncia com o problema (2.73) pode ser encontrada
em [9].

Durante o processo de discretizagao do fluxo p consideraremos
o espago de Raviart-Thomas de ordem O,

RTy(T)={qe L*(T) /¥VT € T,3acR* b c Ryx T,
q(x) =a+bxeVE € &, gy -ng =0},

em que 7 é uma triangularizagdo regular, £ é o conjunto de arestas
interiores e [q]; = q|r, — ¢q|r_ denota o salto de ¢ sobre a aresta
E =T, NT_ compartilhada pelos elementos vizinhos T e T_ em 7.

Com a aproximacao constante por partes sobre &y gp de g,
gnle = [pg ds/|E| para cada E € £y de comprimento |E|, temos
os espacos discretos

Mhag = {qh € RTO(T) / q, € H(dZ’U,Q) / qp N = gp em FN};
M;, = Mh70 = RT()(T) N HO,N(dZ.'U7 Q),
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O problema discreto é: encontrar (up, p,) € P x My, 4 tal que
/ P, - qpdr +/ uyp, div q;, do = / up qy, - v ds,V qn € Mp0{2.76)
Q Q I'p

/ vy, div py, dz = 7/ onf de, Y vy € PE2.77)
Q Q

Sendo {¢;}, j = 1,...,N, uma base-aresta de RTy(7) com
Mo = span{tn,...,¥n} C RTo(T). Com respeito a essa base te-

N
mos as componentes T,y = (z1,...,2n) de p, = Za:mﬂk € Myg4 e
k=1
denotamos por x, = (TnN41,...,ZN+L) as componente de u € Pg“c
relativas a base {x;}, isto é, up|7, = x4 paral =1,..., L e para uma

enumeragdo T = {T1,...,Tp} dos L = card(T) elementos. Entdo, da
formulagao fraca discreta escrevemos o seguinte sistema linear, cujas

incégnitas sao (z1,...,2np) € (TN41,-- -, ENEL)s
M L
Zxk/wj.z/;kdx + ZzN+l/ div ; dx:/ up ;- v ds
k=1 79 =1 T I'p
N
- > ol / b; - Pmda, (2.78)
m=M+1 Q
M
Zxk/ div ¢y, do = ‘/fda:
k=1 Ti T,
N
- Y ok, / div by, dx (2.79)
m=M-+1 T

paraj=1,....,. M, l=1,....L e Zpr4m :=gnlg,,, m=M+1,...,N
correspondem a fronteira de Neumann.

Apresentamos a seguir 4 exemplos. Resolvemos cada um deles
usando uma malha inicial com 2 triangulos e 4 nds como na figura
abaixo. O refinamento é feito usando o método da bissegao, isto é, em
cada elemento conectam-se os pontos médios das trés arestas. Dessa
forma, como pode ser visto nos dois refinamentos abaixo, cada elemento
divide-se em quatro novos elementos.



Figura 1: Malha inicial e refinamento 1.

Figura 2: Malha malha com 2 refinamentos.

3
2 18 6
26 16 30 11
16
10 32 14
24 8 19 3
L
8
4 20 7 23
28 13 31 9
14
12 29 15
21 5] 17
¢, 10 13 2
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A partir dessa malha inicial, fizemos 6 refinamentos uniformes

na malha, resolvendo os problemas em cada um desses refinamentos.

Denotamos por

eu(nref) = ”u - UIL||L2(Q)

ep(nref) = ||p — Pullz2()
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os erros na norma L2, para cada nivel de refinamento nref e,

v In (0.5) ’ b In (0.5) ’

as taxas de convergéncia de u e p, respectivamente.
O motivo de utilizamos estas expressoes para calcular as taxas

de convergéncia é que, dados hy e he os didmetros de duas malhas 7y,
e Tr,, entdo temos estimativas para os erros na forma
len Iz < ChT{IIVPlL2() + IVull 20y}
llensllzz) < Ch{[IVPllL2(o) + IVullLe (o)}

Agora, se hy = 2hq, ou seja, Tp, é um refinamento uniforme de 7,,

obtemos

len lz2@) _  h{ _ 1
lensllzz@) — (2h1)>  2¢

o in (”'H) ~ o In(0.5).
”ethLZ(Q)

Observacgao 2.7 Para fazer o cdlculo do erro na norma L?(Q) utili-
zamos quadratura gaussiana com 7 pontos.

Nos dois exemplos a seguir consideramos o problema:

{ “Au = f, em = [0,1] x [0,1] (2.80)

u =0, em 0f)

Exemplo 2.1 Seja
f(z,y) = —2(2* +9%) (z* — 2> +262%y* — 2122y — 212y + 162y +y* — ).

A solugao exata para este problema € dada pela funcgdo
u(z,y) = (2 +y*)%zy(1 — 2)(1 - y).
Neste caso, obtivemos os sequintes resultados:
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nref €u Qy ep ap
0 0.017544 0 0.12427 0
1 0.011117 | 0.65812 | 0.081418 | 0.61005
2 0.0071232 | 0.64223 | 0.062231 | 0.38771
3 0.0036015 | 0.98393 | 0.036103 | 0.78551
4 0.0017801 1.0166 | 0.018795 | 0.94179
5 0.00088613 | 1.0064 | 0.0094951 | 0.98509
6 0.00044253 | 1.0018 | 0.0047599 | 0.99625

Tabela 1: Erros na norma L? e taxa de convergéncia no exemplo 2.1.

Como tanto u quanto p pertencem a Hl(Q) temos que a con-
vergéncia deve ser da ordem de h, ou seja, « = 1. FEssa taxa € confir-
mada para ambas as varidveis como pode ser visto na tabela.

Abaizo os grdficos da solugcao exata, da solu¢ao aproximada e do
erro absoluto. Para melhor visualizac¢ao utilizou-se nref = 5.

uh

0.042
0.04

0.038
0.036
0.034
0.032
0.03

0.028
0.026
0.024
0.022
0.02

0.018
0.016
0.014
0.012
0.01

0.008
0.006
0.004
0.002

Figura 3: Solugao aproximada do exemplo 2.1.
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Figura 4: Solugao exata do exemplo 2.1.

-0.0025

-0.0035

-0.0045
-0.005
-0.0055
-0.006

Figura 5:

Erro absoluto de v no exemplo 2.1.




erro_px

0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005
0

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03

Figura 6: Erro absoluto de p, no exemplo 2.1.

erro_py

0.055
0.05
0.045
0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005
0
-0.005
-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03

Figura 7: Erro absoluto de p, no exemplo 2.1.
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Exemplo 2.2 Seja

fz,y) = —2(925 — 92° — 132%y® + 1921y + 1023y — 1623y — 132%y* +
+102%y° + 192y* — 162y° 4 955 — 9y°)/9(2? + 42)3/5.

A solugdo exata para este problema € dada por
u(@,y) = (2° +y*) " Pay(1 - 2)(1 —y).

Neste caso, obtivemos os sequintes resultados:

nref €u Qy ep ap
0 0.040408 0 0.25651 0
1 0.029609 | 0.44862 | 0.2354 | 0.12393
2 0.019664 | 0.5905 | 0.18774 | 0.32633
3 0.010506 | 0.90435 | 0.13263 | 0.50134
4 0.0053411 | 0.97597 | 0.088836 | 0.5782
5 0.0026837 | 0.99293 | 0.057997 | 0.61516
6 0.001344 | 0.99765 | 0.037341 | 0.63524

Tabela 2: Erros na norma L? e taxa de convergéncia no exemplo 2.2.

Diferente do primeiro exemplo, temos u € H(2) mas p ¢
HY(Q). Isso pode ser percebido na tabela acima uma vez que a tara
de convergéncia para up, foi da ordem de h mas a tara de convergéncia
de p;, nao chegou a isso.

Abaizo os grificos da solugcao exata, da solug¢ao aproximada e do
erro absoluto.
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Figura 9: Solucao exata do exemplo 2.2.
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Figura 11: Erro absoluto de p, no exemplo 2.2.
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erro_py
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Figura 12: Erro absoluto de p, no exemplo 2.2.

Consideramos agora o problema:

-V (DVu)4+u=f, emQ
u=1up, em I'p (2.81)
Vu-n=g, em 'y

com D uma funcao satisfazendo as seguintes condigoes:
e D(z,y) > k> 0,Y(x,y) € Q, k constante,
o D(z,y) € Wi*(Q),

Observagao 2.8 Note que a equacao acima nao estd no formato do
problema para o qual estudamos as estimativas de erro, porém essas
estimativas ainda continuam valendo.

Definindo p = DVu podemos dividir a primeira equagao de
(2.81) em duas da seguinte forma:

divp—u=—f, em )
{ p— DVu =0, em {2 (2.82)

em que u € H(Q) e p € L*(Q)? com divp € L?().
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Assim, temos a formulagio fraca do problema (2.82): dados f €
L*(Q), g € L*(Tn), up € HY(Q)NC(Q) e D satisfazendo as condigoes
citadas anteriormente, encontrar p € Hy y(div,$2) e u € L?() tais que

/p-qdm+/uVD-qda:+/uDdiqux:
Q Q Q
:/ upDq-nds,¥ q € Hy n(div,2), (2.83)
I'p
/vdivp dx—/uv dx:—/vf dx, Vove L*(Q). (2.84)
Q Q Q

O problema discreto é: encontrar (uy, py,) € P x My, 4 tal que

/ Py - qhdas—i—/ up,VD - q; dx +/ upD divq,, dox =
Q Q Q

:/‘WD%«Ma Y a, € Mo, (2.85)
I'p

/ vy, divpy, dr — / upvy dr = —/ vpf dx, Vo, € 796”50. (2.86)
Q Q Q

L

Note que, sendo uj, = Z$N+1XN+I7 com {xnyj}, j=1,...,L
1=1
base de Pdi*¢, temos que

/ URX N+m dx:xN+m/ dz = zNtm|Tml, vm e {1,...,L¥2.87)
Q T,

m

Entao, da formulagao fraca discreta, escrevemos o seguinte sis-
tema linear, cuja as incégnitas sdo x, = (21,...,TMm) €
Xu = (xN+17 s 7xN+L)7

M L
ka/wj~¢kdx+Z$N+l D div 9; dx +
k=1 Q =1 7

L
2@
=1

VD - dx:/ up D ;v ds

Tl FD
N

- > gh|Em/91/)j'¢md$, (2.88)

m=M+1
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M
ka div ¢y dz — xn|Th| = — f dx
k=1 Ty T
N
- > onle. / div iy, dz (2.89)
m=M+1 T
para j = 1,....M, 1l =1,...,L e (xpr41,---,2n) = (gnlE,,,m =
M+1,...,N).
Dessa forma, temos um sistema linear da forma:
B C+F x | | £
ERrIAEE 20

em que a matriz B decorre do primeiro termo lado esquerdo de (2.88),
C (e CT) decorre do segundo termo do lado esquerdo de (2.88), F
corresponde ao terceiro termo do lado esquerdo de (2.88) e D;; = —|Tj]|
sei=j e Dj; =0sei##j. Além disso, f, e f, sdo, respectivamente, o
lado direito de (2.88) e de (2.89).

Para os dois ultimos exemplos, considere o seguinte problemas:

{ —V - (DVu) +u=f, em & =0, 7] x [0, ] (2.91)

u =0, em 0f)

com solugdo exata u(x,y) = sen(x)sen(y).
Nessa condigoes temos u e p pertencentes a H'(f2) e portanto a
taxa de convergéncia esperada deve ser da ordem de h.

Exemplo 2.3 Tomando D(z,y) =5 temos f(x,y) = 11sin(z)sin(y).
Neste caso, confirmamos a taxa de convergéncia esperada pelos
resultados apresentados na tabela abaizo.
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nref ey Qy ep ap
0 1.0582 0 4.5184 0
1 0.76613 | 0.46596 | 4.9124 | -0.12059
2 0.40414 | 0.92272 | 2.5084 | 0.96964
3 0.20473 | 0.98113 | 1.258 0.99559
4 0.1027 | 0.99533 | 0.62944 | 0.99905
5 0.05139 | 0.99883 | 0.31477 | 0.99977
6 0.0257 | 0.99971 | 0.15739 | 0.99994

Tabela 3: Erros na norma L? e taxa de convergéncia no exemplo 2.3.

Abaizo os grificos da solu¢do exata, da solugcdo aproximada e do
erro absoluto.

25

0.5

Figura 13: Solugao aproximada do exemplo 2.3.



Figura 14: Solucao exata do exemplo 2.3.

erro_u

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03
-0.035
-0.04

Figura 15: Erro absoluto de u no exemplo 2.3.
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Figura 16: Erro absoluto de p, no exemplo 2.3.

Figura 17: Erro absoluto de p, no exemplo 2.3.



Exemplo 2.4 Tomando D(z,y) = 2*> + y? + 1 temos

f(z,y) = 3sin(x)sin(y) + 2z2sin(zx)sin(y) + 2y sin(z)sin(y) —
—2xcos(z)sin(y) — 2ycos(y)sin(x).

Neste caso, obtivemos os sequintes resultados:

nref €y Qy €p ay
0 1.0725 0 9.6244 0
1 0.78519 | 0.44989 | 8.259 | 0.22073
2 0.40625 | 0.95065 | 4.9893 | 0.72712
3 0.20499 | 0.98681 | 2.5994 | 0.94069
4 0.10273 | 0.99671 | 1.3129 | 0.98539
5 | 0.051394 | 0.99918 | 0.65812 | 0.99635
6 | 0.025701 | 0.99979 | 0.32927 | 0.99909

Tabela 4: Erros na norma L? e taxa de convergéncia no exemplo 2.4.

Abaizo os grdficos da solugcao exata, da solucao aproximada e do

erro absoluto.

Figura 18: Solucao aproximada do exemplo 2.4.
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Figura 19: Solucao exata do exemplo 2.4.

erro_u

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02
-0.025
-0.03
-0.035
-0.04

Figura 20: Erro absoluto de u no exemplo 2.4.




Figura 21: Erro absoluto de p, no exemplo 2.4.

Figura 22: Erro absoluto de p, no exemplo 2.4.
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7

3 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI PARA
PROBLEMAS ELIPTICOS DE SEGUNDA ORDEM

Dedicamos este capitulo a fazer um estudo e uma anélise de um
método de estimativa a posteriori e de um refinamento adaptativo para
problemas elipticos de segunda ordem. Além disto, vamos comparar os
resultados obtidos a partir deste estimador com o que se encontrou com
refinamentos uniformes.

O estudo de estimativa de erro a posteriori para os métodos
de elementos finitos iniciou-se por volta da década de 70. Uma esti-
mativa a posteriori caracteriza-se por expressar o erro em termos da
aproximagao. Geralmente, essa estimativa é dada localmente, ou seja,
tem-se uma estimativa para o erro da aproximagao em cada um dos
elementos da malha. Maiores detalhes sobre esse tipo de estimativa
podem ser encontrados em [2] e [25].

O processo de refinamento adaptativo baseado em estimativas a
posteriori tem por objetivo identificar e tratar regioes do dominio do
problema onde o erro da aproximagao encontrada nao é suficientemente
boa, sem a necessidade de refinar a malha em locais onde ela ja é
satisfatoria. Dessa forma, é possivel obter o mesmo erro de aproximacgao
de um refinamento uniforme com menor custo computacional.

O estimador utilizado neste trabalho foi o descrito em [5]. Mai-
ores detalhes sobre a implementecao do refinamento adaptativo esta
descrito no apéndice A.

3.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja ) um dominio com fronteira de Lipschitz no plano, com
vetor unitario normal exterior v na fronteira poligonal I' = I'p U 'y
(I'y € a fronteira de Neumann e I'p = I'\I'yy é a fronteira de Dirichlet
fechada). Dados f € L*(Q), g € L*(T'y) e up € HY(Q) N C(Q),
queremos encontrar u € H*(Q2) tal que

—Au = f, em 2
u|aQ:UD, em FD (31)
Vu-n=g, emlIy

Definindo p = Vu podemos dividir a primeira equagao de (3.1)
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em duas, ou seja,

(3.2)

divp+ f=0, em(
p = Vu, em {2

em que u € H'(Q) e p € H(div, ).
Como visto, o problema discreto é: encontrar (uy, p;,) € PI¢ x
My, 4 tal que

/ Py, - qpdx —1—/ up, div qp, do = / up qp -nds,V q, € My, (3.3)
Q Q I'p
/ vy, div py, dz = —/ vpf dx, Y oup € Lp.(3.4)
Q

Q

A formulagao fraca discreta, utilizando um sistema linear com incégnitas

(x1,...,2n) € (EN41, .-, EN+L), como feito na segdo 2.5, é:
M L
ka/wj-z/)kdx + ZxN-H div v dx:/ up ¥;-nds
k=1 Q =1 T I'p
N
=Y e, [ 4 (3.5)
m=M+1 Q
M
Zxk/ divypde = — [ fdo
k=1 T Ty
N
- > ole, / div Ypda (3.6)
m=M+1 T
paraj=1,...,Mel=1,...,L,emque (xpr41,...,2Nn) = (9nlE,,,m =

M+1,...,N).
3.2 ESTIMATIVA DE ERRO A POSTERIORI

Sejam Q C R?, d = 1,2, 3 domfnio com fronteira de Lipschitz I =
0f) afim por partes e 7 uma triangularizacao de (2, ou seja, U T=0Q.

TET
Denotaremos por N o conjunto de todos os vértices da triangularizacao

e £ o conjunto de todas as arestas de 7. Separamos £ em dois conjuntos
disjuntos: & ={E € E:ECT}eéq={FE €& :E ¢TI} Ainda
faremos duas distingdes no conjunto &r: &r, e &r, para as fronteiras
com condi¢ao de Dirichlet e com condi¢cao de Neumann, repectivamente.
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Por fim, para cada z € N/, denotaremos por &, ={E €€ :z€ ENN}
e o patch w, = int (U’Tz>, T.={T €T :zeTNN}. Para cada

aresta I/ denotamos por vg o vetor normal unitario exterior.
Considere o problema

—Au = f, em )
U‘@Q =up, em FD (3.7)
Vu-n=g, emIy.

Seja SH(T) o conjunto das fungdes afins continuas por partes
que satisfazem a condi¢do de Dirichlet. Suponha que p, € [L?(Q)]?
satisfaz:

/ py, - Vupder = / fopdz ¥ vy, € SH(T) (3.8)
Q Q

Nosso objetivo nessa segao ¢é estimar o erro ||p — py||z2(0). Fa-
remos isso através do erro de uma aproximacao suave q, € S'(7)¢
para p;, que construiremos utilizando o método de suavizacao de pri-
meira ordem de fluxos introduzido em [10] e [11]. Seja p;, solucdo de

(3.5)-(3.6). Definimos entao o indicador de erro

= i - . 3.9
M qhefg}l(lﬂd IPr — anllL2(e) (3.9)

Aplicando a desigualdade triangular temos

<|lp— 4+ min — .
v <[P = Prllree) qhesl(T)de allz> @

O segundo termo do lado direito da desigualdade anterior é de
alta ordem (h.o.t). De fato, para um p suficientemente suave, esse
termo converge em O(h?) enquanto ||p — py, || r2(q) ¢ da ordem de O(h)
(ver [10]). Ou seja,

v < [|p = Ppllzz(a) + hoot.

Essa propriedade é conhecida como eficiéncia do estimador.
Além disso, é possivel mostrar que o estimador 7y, também sa-
tisfaz a propriedade de confianga (ver [10]), ou seja, nys satisfaz

P —Prllz2) < Ceongnv + h.o.t.

Ao invés de utilizar o estimador 7y, utilizaremos 14 definido
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como

v <na =Py — ApyllL2(0)
de forma que A : L?(Q)? — S1(T)? satisfaz Ap,, = q, em (3.9) e que
trata de forma adequada as condicgoes de fronteira (esse tratamento

ficard mais claro a seguir).
Para cada vértice z € N, seja

Az:{aERd:VEEEZDEN,g(z):qu e
VEe€E, ﬂ5D7VEuD(z) = (a)E}
um subespaco afim de R%. A condi¢io Vrup(z) = (a)g quer dizer

que a derivada direcional de up na direcdo de E, Vgup(z), é igual a
projecao de a sobre E.

Observacao 3.1 Note que as condi¢coes de Dirichlet e Neumann sobre
o gradiente p = Vu sao garantidas se, para cada vértice da fronteira
z € N, tivermos p(z) € A,.

Definimos também os seguintes espagos:

Pk(T) = {’Uh e L™ :VTGT,’Uh|T EPk(T)},
SHT) = P(T)NC(N) =span{ep, : 2 € N},
Py, = P(T)={pn € L®()*:V T € T,pplr € P(T)} C P (T)",

Qn = {gneSY T :Vze NUT,q(2) € A.}.

As fungoes ¢, z € N denotam uma base nodal para S*(7), ou seja,
¢, € SY(T) satisfaz

Z(x) =1, sexr =z
{ zz(m) =0, sexeN\{z}. (3.10)

Dessa forma, podemos descrever w,, definido anteriormente, como
wy, ={x € Q:p,(x)>0}.

Assim, definimos o operador A : P, — Qp como

Apy, = Z A (Pplw.)e- (3.11)
zeN

com A, definido por A, : 7w, 0 M, : Pi(T)% — R% O operador M, :
P (T)? — R? é responsével pelo processo de suavizacio e é definido



81

pela integral média de py,

1
P = M (pn) =][ prde = w |/ prde

em que |w.| denota a 4rea de w,. J& o operador 7, : R? — R denota
a projecao ortogonal sobre A, .

Indicamos [5] e o exemplo 4.1 de [11] para maiores detalhes sobre
como tratar da implementacao do estimador.

Sobre essas condigoes, o teorema a seguir garante a confianga dos
estimadores 71ys € 4 sobre o um termo de alta ordem que depende da
suavidade de f, up e g.

Teorema 3.1 Suponha que Iy seja conexo e que I'p pertence a apenas
uma componente coneza de O e seja f|lr € HY(T), ¥V T € T. Entdo
existem constantes Cefic € Ceons tais que

Cegicna — h.ot <|[p—ppllr2) < Ceongna + hoo.t. (3.12)

A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [11].
3.3 RESULTADOS NUMERICOS

Considere o seguinte problema:

—Au = f, em {2
u=ul|p, em I'p (3.13)
Vu-n =g, em ['y.

em que = (—1,1)2\[0,1] x [-1,0].
Denotamos por
eu(nref) = |lu— un z2(0)
ep(nref) = [Ip — Pullz2 ()

os erros do potencial u e do fluxo p na norma L2, respectivamente,
para cada nivel de refinamento nref e,

() ()

Qg =
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em que N(nref) é o nimero de incégnitas do problema nesse nivel.
Além disso, denotamos por n o valor calculado pelo estimador
em (3.11).

Observacao 3.2 Para fazer o cdlculo do erro na norma L*(Q) utili-
zamos quadratura gaussiana com 7 pontos.

Exemplo 3.1 Sejam up =0 em I'p = {0} x [-1,0] N[0,1] x {0} e

g(r, ) = 2/3r /3 (=sin(p/3), cos(¢/3)) - n

dada em coordenadas polares (r,) em 'y = 0Q\I'p. Além disso, seja
flx,y) =0. A solugdo exata para este problema é dada por

u(r, ©) = r*3sin(2¢/3).

Primeiramente, resolvemos este problema em uma sequéncia de
malhas refinadas uniformemente com o método da bissecao, usando a
malha inicial como na figura 81. A tabela a sequir apresenta os erros do
potencial e do fluxo além do indicador de erro de fluzo n. Como pode
ser observado, o indicador superestima o valor do erro do fluxo, porém

o indice de eficiéncia ioy; = / aparenta convergir para 1.5 quando o
e

diametro da malha diminui. Como o objetivo do indicador é estimar
o0 erro, esperava-se que o indice de eficiéncia convergisse para 1. Além
disso, a taza de convergéncia do erro e do indicador de erro também
sao muito prozimas, o que indica a eficiéncia do indicador considerado.

ref €u Qy ep ap n lefic ay N

0 | 0.4036 0 0.4437 0 0.6379 | 1.4377 0 1478
1 | 0.1835 | 0.5399 | 0.2848 | 0.3037 | 0.4705 | 1.6524 | 0.2084 | 1478
2 | 0.0873 | 0.5224 | 0.1846 | 0.3051 | 0.2947 | 1.5972 | 0.3291 | 1503
3 | 0.0423 | 0.5159 | 0.1188 | 0.3137 | 0.1862 | 1.5669 | 0.3274 | 1662
4 | 0.0207 | 0.5116 | 0.0759 | 0.3209 | 0.1177 | 1.5500 | 0.3287 | 3966
5 | 0.0102 | 0.5082 | 0.0483 | 0.3256 | 0.0744 | 1.5402 | 0.3302 | 15342

Tabela 5: Erros L?, taxas de convergéncia, erro a posteriori e indice de
eficiéncia para o exemplo 1.

Abaizo apresentamos os grdficos da solug¢ao aproximada e do es-
timador de erro. Para melhor visualizacao utilizou-se nref = 3.
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Figura 23: Solugédo aproximada do exemplo 3.1.

Figura 24: Estimador do exemplo 3.1.

As figuras abaizo mostram o estimador e o erro na norma L>
nos refinamentos adaptativos 1, 4, 8, 12, 16 e 19.
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N erroL2T

Figura 25: Estimador e erro na norma L? no refinamento 1.

n; erroL2T

Figura 26: Estimador e erro na norma L? no refinamento 4.
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n; erroL2T

4

Figura 27: Estimador e erro na norma L? no refinamento 8.

nr erroL2T

Figura 28: Estimador e erro na norma L? no refinamento 12.
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N; erroL2T

Figura 29: Estimador e erro na norma L? no refinamento 16.

N, err0L2T

Figura 30: Estimador e erro na norma L? no refinamento 19.
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A sequir apresentamos as malhas respectivas as figuras 25 a 30.

Malha no refinamento 1

Figura 31: Malha no refinamento 1.

Malha no refinamento 4

Figura 32: Malha no refinamento 4.
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Malha no refinamento 8

Figura 33: Malha no refinamento 8.

Malha no refinamento 12

Figura 34: Malha no refinamento 12.



Malha no refinamento 16

Figura 35: Malha no refinamento 16.

Malha no refinamento 19

Figura 36: Malha no refinamento 19.
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Comparando as figuras 24 e 36 podemos perceber que o método é
eficiente na identificacao dos locais com maior erro.

O grifico abaizo mostra uma comparagdo entre o erro e o esti-
mador ao utilizarmos refinamento uniforme e refinamento adaptativo.

10

10

Ermoen

* - erro (ref. adaptativo)

+ - n (ref. adaptativo)
——&— erro (ref. uniforme)
——n (ref. uniforme)

2 1 1 1

10 10 10° 10* 10
Numero de incégnitas

10

Figura 37: Erro e estimador usando refinamento uniforme e adaptativo
para o exemplo 3.1.

Como mostra a figura acima, o indicador de erro praticamente
coincide com o erro de fluxo, confimando assim a eficiéncia observada
na tabela 5. Além disso, o erro decresce mais rapido para malhas adap-
tativas do que para malhas uniformes, o que reduz significativamente
o esforgo computacional necessario para resolver o problema com uma
tolerancia de erro predefinida.

O critério de refinamento utilizado foi: marcar os elementos T €
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T tais que

1 y
_ < .
5 maxna(T") < 7a(T)

O método de refinamento utilizado foi a bisecc@o, descrito em
[12].
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4 MEFM PARA PROBLEMAS PARABOLICOS
DEGENERADOS

Nesse capitulo estudamos o método de elementos finitos mistos
para equacgoes parabdlicas degeneradas. Daremos uma atengao especial
para a equagao

out'™ 4+ Au = f,

para alguma constante m, conhecida como equagao de meios porosos.
Esse problema pode ser subdividido em duas categorias: a equacao de
difusao rapida, quando m > 1, e a equagao de difusao lenta, quando
m < 1.

Esse interesse decorre das diversas aplicagoes que essa equacao
possui, dentre elas, em problemas de fluidos como a descri¢ao de escoa-
mento de gas por um meio poroso, a recuperac¢ao secundaria de petrdleo
em engenharia de reservatério e infiltracao de liquidos em rochas, em
problemas de transferéncia de calor como radiacao de calor em plas-
mas. Em [24] podem ser encontrada a teoria matemadtica de equagoes
de meios porosos e diversas aplicagoes.

4.1 FORMULACAO MISTA

Considere a equagao de Richards na forma mista

{8tb(u)—|—V~p—f, em J x ) (4.1)
p+ (Vu+k(b(u)l) =0, em JxQ '
com J = (0, 7] o intervalo no tempo, € R? (d = 1,2 ou 3) é o dominio
com fronteira suave T'.

Neste capitulo iremos estudar a equacdo (4.1) com a condigdo
inicial v = ug em ¢t = 0. Além disso, vamos considerar I" fronteira
de Dirihlet homogénea na fronteira 9. Por fim, vamos assumir que
k(-) = 0. Logo, o problema que vamos considerar é:

Ob(u)+V-p=f, emJxQ

p+ Vu=0, em J x Q)
uloq =0, em 00 (4.2)
u = ug, em t = 0.

Assumiremos as seguintes condic¢oes sobre a fungao b:
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(C1) © C R? ¢ aberto, limitado e tem fronteira Lipschitz continua.

(C2) b(-) € C%*, nao decrescente e Holder continua, ou seja, existem
a € (0,1 e Cp > 0 tal que

|b(u1) — b(UQ)‘ < Cb|’LL1 — U2|a A Uy, Uy € R.

(C3) A condigio inicial satisfaz ug € L?(9).

Observagao 4.1 Note que, caso b anule-se para determinados valores,
o problema deixa de ser parabdlico e passa a ser eliptico. Para evitar
isso, definimos b.(u) = b(u) + eu, para alguma perturbacdo pequena
€ >0, e utilizaremos b. ao invés de b.

Definigao 4.1 Paral < p < 0o, definimos o espago de Hilbert L?(0,T; X)
como o conjunto das fungoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis e

tais que
T
/ lu()|% dt < co.
0

Denotando por (-, -) o produto interno em L?(2), uma formulagao
fraca conforme para o problema (4.2) é: encontrar u € L?(0,T; Hi (Q))
tal que b(u) € H1(0,T; H=1(Q2)), u(0) = ug € L*(Q) e

T
/0 (@ib(u(t)), (1)) + (Vu(t), Vo(t))dt = 0, ¥ ¢ € L*(0,T; Hi(Q).

Resultados sobre existéncia, unicidade e limitagao essencial para
a solugdo fraca desse problema podem ser encontrados em [18]. Em
particular, em [18] sdo provadas as seguinte condigdes de regularidade:

b(u) € L>=(0,T; LY(Q)),
p € L>=(0,T; L' ().

Podemos definir o problema variacional misto, com integracao no
tempo, para (4 2): encontrar (u, p) € L2(0,T; L(Q))x L?(0, T; L?(2)9)
tal que fo s)ds € L*(Q) e

(b(u(t)) — b(ug), w) + (V - / s)ds,w) =0 (4.3)
</O p(s)ds, v) —</0 w(s)ds, ¥ - v) = 0 (4.4)
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para todo t € (0,T], w € L*(Q) e v € H(div, ), com u(0) = ug €
L2(Q).

A proposicao a seguir garante a equivaléncia entre a formulacao
fraca conforme e a formulagao mista apresentada acima.

Proposigao 4.1 A fungao u € solugao do problema conforme se, e
somente se, (u, p) € solugdo do problema variacional misto. Além disso,
nesse caso temos u € L*(0,T; H} (£2)).

Demonstragao: A demonstragao desse resultado pode ser encontrada
em [20].

4.2 PROBLEMA DISCRETO

Seja 7 = T/N o passo no tempo dado, para algum N > 1.
Entao temos t, = n7 (n =1,...,N) e seja T, uma triangularizacao do
dominio . Denotamos por h o diametro da malha.

Inicialmente, discretizamos a primeira equagao de (4.2) no tempo
fazendo: N o
Dyb(u) ~ 2 =00

T

Substituindo essa expressao na equacao, multiplicamos as duas
equacoes pelas fungoes de teste w € L?(Q) e v € H(div, Q) e integramos
sobre o dominio. Por fim, integramos por partes a segunda equagao.

Assim, obtemos o problema discreto no tempo: dado «"~ !, en-

contrar (u™,p") € L?(Q) x H(div, ) tal que

{ (b(u") — b(u"1), w) + (V- " w) = (7, w)
(", V) + T{u", V- v) = 0

para todo w € L?(Q) e v € H(div,Q). Ou ainda,

(b(u"), w) +7(V - p",w) = (b(u""t), w) + (", w)
{ (p",v) + 71",V .pv> =0 (4.5)

em que f(x) = f(tn,X).

0

Observagao 4.2 Para iniciar a sequéncia utilizamos u° = ugy dado.

Agora, sendo Pg¢ C L3(Q) e RTy(2) C H(div,Q) (definidos
no capitulo anterior) espacos de dimensao finita, temos a formulacao
mista discreta para o problema (4.2): dado uZ_l, encontrar (uy,py) €
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Pdise x RTH(Q) tal que

<b(’u’2)7 ’U)h) + T<v : pﬁv ’LUh> = <b(uz_1)7 w> + <fn’ U}> (4 6)
Py, va) + (Vup,vy) =0 '
para todo wy, € P§*° e v, € RT(9).

Observagao 4.3 Para o passo inicial, tomamos u) € P de forma
a satisfazer a condigio b(u)) = Pyb(ug) em todo T € Ty,.

4.3 ESTIMATIVA DE ERRO A PRIORI

Veremos agora uma estimativa de erro a priori para o problema
que estamos tratando. As demonstragoes foram omitidas, porém indi-
camos [20] para maiores detalhes.

O lema a seguir é uma estimativa de erro para o problema misto
discreto no tempo (4.5). Assumimos que o passo no tempo é suficien-
temente pequeno.

Lema 4.1 Assumindo vdlidas (C1)—(C3), para qualquer K =1,...,N
temos a estimativa

Kty
> /t (b(u(t)) —b(u"), u(t) —u™)dt +
2

+ <CT.

L2(Q)

K tn
(p(t) — p")dt
nz_:l/t“ p(t)—p

Corolario 4.1 Assumindo que db(u) € L*(0,T; L*(Q)) e V/'(:) > C >
0 a estimativa do lema 4.1 torna-se étima:

K 1,
Z/t (b(u(t)) — b(u™), u(t) —u™)dt +

+ < Cr2,

L2(Q)

/ " (p(t) - p)dt

tnfl

K
n=1

para K =1,...,N.
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Lema 4.2 Assumindo (C1)—(C3), para qualqguer K = 1,..., N temos

2 K ‘ 2
mal| <ol / (p(t) — p)it|  +
L2(Q) n=17tn-1 L2(Q)
tn
+C Z — b(u™), u(t) — u™)dt
tn 1

Segue dos lemas 4.1 e 4.2 o seguinte teorema.

Teorema 4.1 Assumindo vdlidas as condigées (C1) — (C3), sejam
(u,p) e (U, p") solugdes dos problemas (4.2) e (4.5), respectivamente,
comn=1,...,N. Para qualquer K € {1,..., N} temos

Z/  b(um), ut) — umydt +

tn

™)dt

+
L2 (Q)

tnl

tn
) dt < CT.

L2 ()

tnl

Passamos agora aos resultados preliminares necessarios para a
estimativa de erro para o problema discreto. Para isso, seja 7; uma
triangularizacao regular de  C R%, em que h é o didmetro da malha.

Os dois lemas a seguir apresentam uma estimativa de erro entre
a solugao do problema discreto no tempo e o problema discreto.

Lema 4.3 Supondo vdlidas as condigées (C1) — (C3) e sendo (u™, p™)
e (uy, pp) solugées de (4.5) e (4.6), respectivamente, comn =1,..., N
entao temos

K

1+1
> {btar) — b =) + o) s b+
n=1
K 2
+7 (Y (Mup™ — pf) <
n=1 L2(Q)

K
<0 {llp" — g P+ |Pu” — w4 )
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Lema 4.4 Nas condigoes do lema 4.3, para qualquer K = 1,...,N
temos

2

K K
T Z(Phu” —up) <C {Z(b(u") —bup),u"™ —up)+
n=1 L2(Q) n=1
K 2 K
+7 || (p™ — pf) + " = Wp™|?
n=1 L2(Q) n=1

Dos lemas 4.3 e 4.4 obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Assumindo vdlidas as condigoes (C1) — (C3), sejam
(u™, p") € L*(Q) x H(div,Q) e (up,pl) € Pds¢ x RTH(Q) solugoes
dos problemas (4.5) e (4.6), respectivamente, em que n = 1,...,N.
Para qualquer K =1,..., N temos

] 1
nz::l {<b(un) —b(up),u”™ —up) + ||b(u") — b(“h)” +1 (Q)} N

2 2

<

K
Z I, p" — py)
n=1 L2(Q)

K
Z Ppu™ —uy)

L2<Q>

< O3 {1 - Tp P 4 1P - 1

Assumiremos ainda uma ultima condiggo:

N _2(1*01)

(C4) p" € HY(Q)? paran = 1,...,NGZTHP”H%11(Q) <Cr l+a

n=1

A partir dos teoremas 4.1 e 4.2 e das estimativas para as projecoes,
(2.64) e (2.1), obtemos a estimativa de erro para o problema misto dis-
creto.

Teorema 4.3 Assumindo vdlidas as condig¢oes (C1)—(C4), para qual-
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quer K =1,..., N, temos

K tn )
> / ) by e+ |3 [ o —apa|
n=1"7tn—1 n=1"tn—1 L2(Q)
. 2
n 2(1—a)
— pp)dt <C (T + A7~ T ) . (4.7
o L2(9)
Por fim, no caso de difusao lenta, a estimativa pode ser melho-
rada.
Corolério 4.2 Assumindo que 9;b(u) € L?(0,T;L*(Q)), b/(-) > C >
0 e supondo vdlidas as condigées (C1) — (C4), para qualquer K =
1,...,N, temos
K tn L1 2
> / o) — b1, e+ Z / L
i1t Lre L2(@)
2
9 2 _2(1-a)
— p)dt < O(T + R ) (4.8)
L2(Q)

14+«

Nesse caso, supondo 7 =h 2  temos que

21— a)
24+ h*r lta = plte g p?pet = 2p0tt

Portanto, a ordem de convergéncia serd de h®t!.
4.4 METODO DE NEWTON

As seguintes condicoes sao assumidas de forma a permitir o de-
senvolvimento que faremos a seguir.

e b(-) € C! ¢ Lipschitz continua e nao decrescente.
e b(up) é essencialmente limitada e ug € L?(Q)
o [V/(x) =V (y)| <|r—y|* Vz,y €R, em que o € (0, 1].

O termo b(u}) na formulagao (4.6) é nao linear. Por esse motivo,
vamos aplicar o método de Newton para linearizar o problema. Para
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isso, utilizamos a aproximacgao

blup™) — buy™ ™)

n,g o ni—1
up, up,

b (up' ) &

Uma descrigao mais detalhada do método de Newton pode ser
encontrada em [6]. ‘

Assim, fixadon € {1,...,N}ei > 0, e assumindo uy ', u}"* "' €
Pdise dados, escrevemos o problema usando o método de Newton como:
encontrar (uy"".py") € Pgis¢ x RTy(T) tal que

O (up ™ Dupt wn) + 7V -yt wn) = (f7, w)+
HO(up ) wn) — (b ™), wa) + O (T T ws) (4.9)
Py vh) — (up", V- vy) =0

para todo wy, € P§*° e v, € RTy(T).

Observagao 4.4 Para cada passo no tempo utilizamos uZ’O = uZ_l.

Seja {x;}1<j<m base para Pc, em que y; é a funcio carac-
teristica de T e {¢j}1<j<r base de RT,(T) definida no capitulo 2.
Escrevemos entdo u,” e p;’" em termos dessas bases

M L
n,g __ n,i,_ n,g __ n,a,
Uy = Q5 X Py —§ ﬁj wj
i=1 i=1

Logo, para wp = Xm, m=1,..., M,

<b/(uz$i71)uz’i;Xm> :/bl(uz7i71)uz’ixm do =
Q

M
7/ n,i—1 n,i _
:/ b (up ) ;x| dr =
T

j=1

= ot / O (up' ™) da (4.10)
T,

m

(V- P, xom) = /Q VPl dr =

L
:/ V-pp" dx:Zﬁ;L’i/ divy; da (4.11)
T, =1 T
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e, parav, =Y, l=1,...,L,

M
(up*,V -4y) = /QUZ’ZV Sy dx = Za;“/T divyyy dx (4.13)
=1 :

J

4.5 RESULTADOS NUMERICOS

Para os casos tratados nos exemplos numéricos consideramos o
problema:
Ay (ut™) + Au = f, em (0,T] x Q (4.14)
em que m > 1 é dado, Q =[0,L] x [0,L] e T é o tempo final. Note que,
tomando o = 1/m a condico (C3) é satisfeita.

Nos 3 exemplos mostrados aqui utilizamos m = 2 e L = 1. Sendo
assim,

1 1
b(u) = ut/™ = ul/? = ¥ (u) = §u_§

e portanto, a expressao (4.10) fica no seguinte formato:

O ) =it [ do =
T’VYL
= ap! [TV (uy " Dlz,, (4.15)
uma vez que b’(uZ’i*l)|Tm é constante em cada Ty,.
Portanto, a forma matricial de (4.9) em cada iteragdo do método

de Newton é
B C g1 [0
o o lla]=1r ]

em que as matrizes B e C sdo como em (2.90), D é uma matriz diagonal
com componentes da forma de (4.15) e

= (7 ) = B ) 8 )

O erro da aproximagao é calculado pela expressao (4.7).
Como critério de parada para o método de Newton utilizou-se
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uma tolerancia de 10712,

Dessa forma, a taxa de convergéncia esperada é de 1.5 e o fator
de reducao esperado é de V8 & 2.8284.

Nos dois exemplos a seguir, os passos no tempo foram escolhido
de forma que fosse possivel comparar os resultados obtidos com os
resultados apresentados em [20].

Exemplo 4.1 Considere a funcdo:

1 2 42 =N
ultay) = — 1o W DT
(t+1)™ Adm? (t+1)™ |,

conhecida como solug¢do de Barenblatt para o problema (4.14) com f =
0 e condigdes de fronteira definidas por ulsq. O grdfico da solugdo de
Barenblatt € mostrado na figura abaixo.

0.8

i

i

o

0.“\‘ A\
)

0.6

10

10 -10

Figura 38: Grafico da solucao de Barenblatt.
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Para este caso, com T = 2, obtivemos os sequintes resultados:

T h Erro Taxa de conv. | Fator de Red.
0.333 0.17678 | 3.67486e-003 0 0
0.181818 0.08839 | 1.18005e-003 1.6388 3.1141
0.10526316 | 0.04419 | 3.89498e-004 1.5992 3.0297
0.0625 0.02210 | 1.47378e-004 1.4021 2.6428

Tabela 6: Resultados do exemplo 4.1.

Como € possivel ver na tabela acima, o método converge com
taxas proximas as taxras teoricas. Porém, uma confirmacgdo mais pre-
cisa nao foi possivel pois a solucao do problema € pouco regular. De
fato, como a solugdo de Barenblatt possui suporte compacto parat > 0,
propriedade esta conhecida como propagacao de velocidade finita, ela
tende a comporta-se de forma suave mo interior do suporte mas de
forma ingrime préxima a interface do suporte.

No exemplo abaixo, trabalhamos com um problema em que a
solugao é mais suave.

Exemplo 4.2 Considere agora a fun¢ao

u(t,z,y) = e tay(l —z)(1 —y). (4.17)

como solugao do problema (4.14). O lado direito do problema é

20 (x—1) 2y -1 ay(-1) -1

et ef 9t /2yE@=1) (r=1)
et

flt,z,y) =

e as condi¢des de Dirichlet e inicial sdo dadas por ulpq e u(0,z,y),
respectivamente. Para este caso, obtivemos os sequintes resultados:

T h Erro Taxa de conv. | Fator de Red.
0.333 0.17678 | 5.65724e-004 0 0
0.181818 0.08839 | 1.73213e-004 1.7075 3.2661
0.10526316 | 0.04419 | 5.32718e-005 1.7011 3.2515
0.0625 0.02210 | 1.81292e-005 1.5551 2.9384

Tabela 7: Resultados do exemplo 4.2.
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Como € possivel ver na tabela, neste caso as taxas de convergéncia
sao bem mais proximas das taxas teoricas, dentro das malhas compu-
tacionais acessiveis.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho é o estudo do método de elementos
finitos mistos tanto do ponto de vista de resultados teéricos, mostrando
resultados sobre convergéncia nas duas varidveis, como do ponto de
vista computacional, desenvolvendo e analisando implementacoes para
esse tipo de método.

O estimador utilizado nao se mostrou muito capaz de identificar
apenas as areas que precisavam ser realmente refinadas quando utiliza-
mos condicoes de Dirichlet na fronteira do dominio. Apesar disso, como
mostrado no trabalho, obteve-se um bom desempenho com condicoes
de Neumann.

Dentre os muitos caminhos que podemos seguir a partir do tra-
balho apresentado e dos resultados obtidos, um que chama a atencao é
estudar outros estimadores de erro e analisar os resultados obtidos. Ou-
tra linha a ser seguida é a adaptacgao na varidvel temporal baseada no
namero de iteragoes para o método de Newton. Por fim, outro fator que
pode ser estudado sdo as diversas formas de lidar com a degeneracao
no problema do capitulo 4.
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APENDICE A - Implementacdes






109

O objetivo deste apéndice é descrever detalhes do processo de im-
plementacao dos cédigos feitos para o trabalho. Relatamos aqui alguns
detalhes sobre geracao de malha, estrutura de dados e bibliotecas.

Todas as implementagoes foram feitas utilizando o MATLAB.
Os gréficos foram feitos utilizando o préprio MATLAB e o software
Tecplot 360.

A.1 PACOTE iFEM

A biblioteca iFEM tem por objetivo fornecer um conjunto de fer-
ramentas robustas e eficientes para implementagao de problemas utili-
zando métodos de refinamento de malha adaptativos. Maiores detalhes
sobre esse pacote podem ser encontrados no seu manual [12].

O ambiente comegou a ser desenvolvido por Long Chen e seus
colegas na Universidade de Pequim em 2006 tendo sido concluido em
2008. Suas rotinas foram escritas utilizando Matlab.

Uma caracteristica muito marcante nesse pacote é a atencao
dada para a alocacao dos dados através de matrizes esparsas.

Utilizamos os recursos desta biblioteca quando realizamos os re-
finamentos uniformes (nos capitulos 2 e 4) e adaptativos (no capitulo

Devido a diferenga na estrutura dos dados sobre as condigoes
de fronteira, criamos uma rotina de conversao desses dados do for-
mato padrao para o formato do iFEM e outra para fazer a conversao
contraria.

No caso de refinamentos uniformes, apés a conversao dos dados
utilizamos a fungao uniformbisect.m para realizar o refinamento da
malha.

No caso de refinamentos adaptativos, tendo a estimativa de erro,
calculada pela fungao Aposteriori.m, utilizamos a fungdo mark.m para
marcar os elementos a serem refinados. Em seguida, convertemos as
informacoes sobre a fronteira de Dirichlet e Neumann para o formato
do iFEM e utilizamos a funcao bisect.m que retorna a nova lista de
nos, elementos e condigoes de fronteira. Por fim, convertemos os dados
para o formato original.

A estrututra basica dos dados é composta por 3 matrizes:

e node: Matriz de dimensao N X 2, onde IN é o nimero de nés da
malha, contendo as coordenadas x e y dos nés da malha.

e clem: Matriz de dimensao NT X 3, onde NT é nimero de ele-
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mentos da malha, contendo a lista dos elementos. Em cada linha
os 3 nuimeros indicam a linha da matriz node que armazena as
coordenadas do vértice do elemento.

e bdEdge: Matriz de dimensao INT X 3 contendo as informagoes
sobre as condigoes de contorno. Existem 3 possiveis valores: 0, 1
e 2; sendo que 0 denota que a aresta oposta ao né correspondende
em elem é uma aresta interior, 1 denota uma aresta na fronteira
de Dirichlet e 2 denota aresta na fronteira de Neumann.

A.2 IMPLEMENTACAO DE BAHRIAWATI - CARSTENSEN

Os c6digos apresentados na referéncia [5] foram o ponto de par-
tida para as implementacoes feitas durante o trabalho.

Antes de mais nada, os dados sobre a malha para o problema
sao adquiridos a partir de quatro arquivos:

e node.dat: Contém a lista de nds da malha.

e elem.dat: Contém a lista de elementos da malha. Essa lista é
feita baseada no indice de cada né em node.dat.

e dirichlet.dat: Lista de arestas correspondentes as condicoes de
Dirichlet.

e neumann.dat: Lista de arestas correspondentes as condigoes de
Neumann.

Além das matrizes com os dados desses quatro arquivos, trés
outras estruturas de dados sao contruidas (através da fungao edge.m)
para auxiliar na resolucao do problema.

e nodesZelement: Matriz esparsa quadrada de dimensao IN definida
como:

i, se (k,1) sdo nds do elemento T;
nodes2element(k,l) = { ‘g)’ Cas(o ,co)ntrério P
y .

Note que, para dois elementos vizinhos T e T_ com indices
j+ e j— compartilhando os vértices node(k) e node(l), temos
nodes2element(k,l) = j; e nodes2element(l, k) = j_.

e nodesZedge: Matriz esparsa simétrica de dimensao IN definida
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Ccomao:

J, se a aresta E,; conecta os nés k e l;
nodes2edge(k, 1) = { 0’ caso contréri(J) ,
, .

e edgeZelement: Matriz com 4 colunas e nimero de linhas igual ao
nimero de arestas da malha. As duas primeiras colunas da linha
J contém os indices dos nds que compoem a aresta j. A terceira
e quarta coluna sao definidas como:

[m,n], sea aresta E; pertence
aos elementos m e n;
edge2element(j,[3,4]) = ¢ [m,0], se a aresta E; pertence
ao elemento m e esta na
fronteira do dominio.

Note que a partir da matriz edge2element podemos rapida-
mente obter as arestas pertencentes ao interior do dominio usando
o comando find(edge2element(:,4)) e as arestas da fronteira
do dominio com o comando find(edge2element (:,4)==0).

Definimos agora as func¢ées de base-aresta local e global.

Definigao A.1 Sejam Eq, Eo e Ej3 arestas do triangulo T opostas aos
vértices Py, P2 e P3, respectivamente, e seja ng; o vetor unitdrio nor-
mal a E; escolhido com uma orienta¢do global fiza. Seja n; denotando
o vetor unitdrio normal exterior a T em Ej;. Definimos

E.
YE;(x) = 0'3|2|131|| (x— Pj), paraj=1,2,3 exeT.

em que 0 = mj-ng; ¢igual a1l caso ng; aponte para fora do elemento
e —1 caso contrdrio. O valor |E;| denota o comprimento de E; e |T|
denota a drea de T.

Definicao A.2 Dada uma aresta E € £, ou existem dois elementos
Ty eT_ de T de modo que E = 9T N 9T_ ou existe um tnico
elemento T+ € T de modo que E C 9T. Entdo, se T4+ € a envoltoria
conveza de E e do vértice Py oposto a E em Ty, definimos

|E|
+——(xz— P T
’IPE(:B) — 2|T:|:|(w :|:)7 para r € 14,

0 caso contdrio.
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O lema a seguir apresenta algumas propriedades sobre as fungoes
de base ¥ necessarias tanto para os resultados tedricos quanto para
as implementacoes.

Lema A.1 Valem

a)
1 sobre E,
Ve np = { 0, caso contdrio.

b) vE € H(div, Q).
c) {Yg : E € E} forma uma base para RTo(T).

d)
| E|

div e = T [TL]
0 caso contdrio.

em T4,

Demonstragao: A demonstracao desse lema pode ser encontrada em

[5].
Para cada elemento T' com arestas Ey, E2 e E3 denotamos por
1/",7' = ija Jj=1,2,3.

Definicao A.3 Definimos as matrizes locais Bt, Ct por

(BT)jk = / "Pj <Y dx, j,k=1,2,3,
T

Cr = diag (/ divyn dw,/ divs d:c,/ divg dw)
T T T

Lema A.2 Sendo Py, Py e P3 vértices de um elemento, sejam

2 01 010
EEEEE o mormon-n
M = e N = P2—P1 0 PZ_P3
010201 P P P_p 0
1010 2 0 3 a3 2
01 01 0 2
entao 1
Br = ——CENTMNCr

~ 48|T|
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Demonstragao: A demonstracao desse lema pode ser encontrada em

[5].

A partir deste lema e do lema A.1 temos formas eficientes de
calcular as matrizes B e C.

Quanto ao lado direito dos problemas, utilizamos sempre quadra-
tura numérica com um ponto para aproximar as integrais. Por exemplo,
no termo correspondente a funcao f temos

f(m)dwzlﬂlf(z'ﬂ)s l=1,...,L
T

em que 2z, é o baricentro de Tj.
A.3 LISTA DE ARQUIVOS

Dedicamos esta segao do trabalho para descrever os principais
arquivos (scripts e fungoes) utilizados. O intuito disso é fornecer uma
referéncia que possibilite o entendimento do processo de resolugao dos
problemas bem como sirva de base a futuros interessados em utilizar
os codigos. Uma parte desses cddigos foram copiados das bibliotecas
descritas em [5] e em [12] e os demais foram implementados por nés.

A.3.1 Rotinas do capitulo 1

Os scripts e fungoes utilizadas na implementagao dos problemas
do capitulo 2 foram:

e createQutputFile.m - Responséavel por calcular as coordenadas
baricéntricas, calcular as médias nos nés e gerar o arquivo de
saida Malha.plt com os dados para os graficos.

e eBMFem.m - Constréi a matriz e o lado direito do sistema e o
resolve.

e edge.m - Gera as matrizes auxiliares que relacionam os nds, os
elementos e as arestas.

e errNormL2.m - Responsével por calcular o erro na norma L? da
solucao aproximada.

e f.m - Lado direito do problema.
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e funErro.m - Fungdo que avalia a erro da aproximagao up € pp,
em um ponto dado.

e Globals2D.m- Declara um conjunto de varidveis globais necessarias
para o cédigo.

e main.m- Arquivo principal, responsével por coordenar a resolucao
do problema e a geragao de resultados.

e meshGen2D.m - Carrega os dados do problema e realiza os refi-
namentos necessdrios (durante o refinamento é necessério fazer a
conversao entre as diferentes estruturas de dados para a condigao
de Dirichlet).

e phiE.m - Funcdo de base-aresta (ndo é mais utilizada nessa versao
do cddigo).

e ShowDisplacement.m - Plota a solucao aproximada wug,.
e ShowFlux.m - Plota a solugao aproximada py,.

e showResult.m - Responsavel por coordenar os graficos gerados
no Matlab chamando as fungoes de plot.

e solExata.m - Fungao com a solugao exata do problema.

e StartUp2D.m - Calcula os dados para a quadratura de Gauss
(pontos, pesos, transformagao afim e jacobiano).

e u_D.m - Condicao de fronteira de Dirichlet.
A.3.2 Rotinas do capitulo 2
Os scripts e fungoes utilizadas na implementagao dos problemas

do capitulo 4 foram:

e buildMatrix.m - Constroi as matrizes B e C que formam a ma-
triz global.

e createQutputFile.m - Responsdavel por calcular as coordenadas
baricéntricas, calcular as médias nos nés e gerar o arquivo de
saida Malha.plt com os dados para os graficos.

e edge.m - Gera as matrizes auxiliares que relacionam os nés, os
elementos e as arestas.
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e errNormL2.m - Responsével por calcular o erro na norma L? da
solucao aproximada.

e erroRaduPopKanbner.m - Calcula o erro da aproximagao utili-
zando a expressao (4.7).

e f.m - Lado direito do problema.

e fluxEB.m - Retorna uma matriz de tamanho 3NT X 2 com as
coordenadas « e y de p;, em cada vértice de cada um dos 3
vértices de cada elemento.

e funb.m - Calcula o valor da funcéo b ou da sua derivada.

e funErro.m - Fungao que avalia a erro da aproximacao up € py,
em um ponto dado.

e Globals2D.m- Declara um conjunto de variaveis globais necessarias
para o cédigo.

e main.m- Arquivo principal, responsével por coordenar a resolucao
do problema e a geracao de resultados.

e meshGen2D.m - Carrega os dados do problema e realiza os refi-
namentos necessdrios (durante o refinamento é necessério fazer a
conversao entre as diferentes estruturas de dados para a condigao
de Dirichlet).

e ShowDisplacement.m - Plota a solucao aproximada up,.
e solExata.m - Funcao com a solugao exata do problema.

e StartUp2D.m - Calcula os dados para a quadratura de Gauss
(pontos, pesos, transformagao afim e jacobiano).

e u_D.m - Condicao de fronteira de Dirichlet.

e u0.m - Condicao inicial do problema.
A.3.3 Rotinas do capitulo 3

Os scripts e fungoes utilizadas na implementacao dos problemas
do capitulo 3 foram:

e Aposteriori.m - Calculo da estimativa de erro a posteriori.
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e bisect.m - Responsavel por fazer o refinamento dos elementos
marcados.

e createOutputFile.m - Responsavel por calcular as coordenadas
baricéntricas, calcular as médias nos nds e gerar o arquivo de
saida Malha.plt com os dados para os graficos.

e eBMFem.m - Constréi a matriz e o lado direito do sistema e o
resolve.

e edge.m - Gera as matrizes auxiliares que relacionam os nds, os
elementos e as arestas.

e errNormL2.m - Responsével por calcular o erro na norma L? da
solucao aproximada.

e errNormL2T.m - Calcula o erro na norma L2 sobre cada elemento.
e f.m - Lado direito do problema.

e funErro.m - Fungdo que avalia a erro da aproximagao up, € pp,
em um ponto dado.

e g.m - Condi¢ao de Neumann.

e Globals2D.m- Declara um conjunto de varidveis globais necessarias
para o cddigo.

e main.m - Arquivo principal para o caso uniforme, responsavel por
coordenar a resolugao do problema e a geracao de resultados.

e mainAdap.m- Arquivo principal para o caso adaptativo, responsavel
por coordenar a resolucao do problema e a geracao de resultados.

e makeAdap.m - Gerencia o processo de adaptagao de malha, ou
seja, chama a funcao que marca os elementos e a funcao que
refina a malha, bem como converte os dados necessarios entre as
estruturas de dados.

e mark.m- Responsével por marcar os elementos da malha que serao
refinados.

e meshGen2D.m - Carrega os dados do problema e realiza os refi-
namentos necessdrios (durante o refinamento é necessério fazer a
conversao entre as diferentes estruturas de dados para a condicao
de Dirichlet).
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showAposteriori.m - Plota vetores p;, e q; em cada vértice da
malha.

showCompEtaVsL2.m - Plota o estimador, o erro na norma L? e
o indice ¢ = nr/||p — PpllL2(1) Para cada elemento.

showDisplacement.m - Plota a solucao aproximada ug,.
showExactFlux.m - Plota o fluxo exato.
ShowFlux.m - Plota a solucao aproximada py,.

showResult.m - Chama showDisplacement.m e showFlux.m e
plota a malha.

showSmoothFlux.m - Plota q,.
solExata.m - Funcao com a solugao exata do problema.

StartUp2D.m - Calcula os dados para a quadratura de Gauss
(pontos, pesos, transformagao afim e jacobiano).

u_D.m - Condi¢ao de fronteira de Dirichlet.
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