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Resumo

Nesta dissertacao tratamos do estudo da estabilidade de solucoes
estacionérias das equacgoes de Navier -Stokes, através dos métodos li-
near e nao-linear. Com relagao ao método linear, estudamos resultados
fundamentais devidos & Sattinger, que justificam o uso desse método
e estabelecem condicoes suficientes para a ocorréncia de instabilidade.
Em complemento, através do método nio-linear (método da energia),
obtemos condicOes suficientes para a ocorréncia de estabilidade, e conse-
quentemente obtemos critérios universais de estabilidade. Analisamos
também algumas das conexoes que existem entre esses dois métodos e

aplicamos estas teorias ao escoamento de Couette.



Abstract

In this work, we study the stability of steady motions of the Navier-
Stokes equations, through the linear and nonlinear methods. In the
linear method, we study Sattinger’s classical result to justify the use
of this method and to provide suffi cient conditions for instability. In
addition, through the nonlinear theory (energy method), we studied
sufficient conditions for stability. Finally, we have also analyzed some
of the connections that exist between these two methods and apply

these theories to the Couette flow.
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Notacoes

Usamos as seguintes notacgoes neste trabalho:
C . B = CijBZ‘j;
Bau= Biju]‘;

v.Bu= ’UiBij'LLj;

Vu = %;
8l‘j
. = Ou;
divu = 2 0z,

Au = (Aug, Aug, Aug);

Re (.) = parte real;

Im(.) = parte imaginéria;

Nuc(T) = ntcleo de um operador T



Im(T) = imagem de um operador T
D(T) = dominio um operador T

Q) = conjunto aberto e limitado de R";
00 = fronteira de ;

R = ntmero de Reynolds;

VYV ={ueD(Q)", divu =0};

. vL2 )r

_ @,

|U|L2(Q)n = |’U|%_I = / Vi Uy dlL’;
Q

lgn = lolly = [ 00 9% gy,
H‘%(Q)n n v Q 8$j 8:1:j ’
Au = P,(—Au) = —Au — Vp, para algum p € H*(Q), sendo que

u € VN H(Q)"

P, = projecio de L?(Q)" sobre H;

Lu=P [*—Au+UVu+UVU] u€VNH Q)"



L* = adjunto de L;

M, = subespaco de H gerado pelas autofungdes de L com parte real

menor ou igual do que n;
M, = complemento ortogonal de M, em H.
P,, = projecao ortogonal de H sobre I,,;

E), = projecdo ortogonal de H sobre o espaco invariante de A gerado

pelas primeiras k + 1 autofuncoes;
Fy=1— Ey;

E(t) = ;/Quz(x,t) dzx;;



Introducao

O escoamento de um fluido Newtoniano com densidade de massa e
viscosidade constantes ocupando uma regido Q2 C R3 ou R? & modelado

matematicamente pelas equagoes de Navier-Stokes:

P (g: + U.VU) = —Vp+ pAv em Q x (0, 00),

(1)
V-v=0em Q x (0,00).

sendo que v(z,t) representa o campo de velocidade, p(z,t) o campo
escalar de pressao, p o coeficiente de viscosidade e p a densidade de
massa.

O sistema (1) & obtido através do principio de conservagao de massa
e do principio de conservacio de quantidade de momentum. A este
modelo é necessario agregar informagdes do escoamento quando ¢t =0 e

do comportamento do escoamento na fronteira da regido considerada.

Em muitos casos é conveniente trabalhar com o sistema (1) em sua

forma adimensionalizada

@—Fv.Vv:—Vp—l—ﬁ Av em Q x (0, 00),

ot (2)
V-v=0em Q x (0,00),



pois permite o estudo simultdneo de uma classe de escoamentos. No
sistema (2) v(z,t) representa o campo de velocidades do escoamento,
p(z,t) o campo escalar de pressio e v = % o coeficiente de viscosidade

cinemaética, todos adimensionais.

Esta forma adimensionalizada é obtida fazendo a seguinte mudanca

de varidveis no sistema:

L z v

{t,l‘,i}} — {tVaE7V )

sendo V uma velocidade caracteristica do fluido e L um comprimento

representativo para ).

Denotamos a constante positiva adimensional (£1) que surge em (2)
por R e a chamamos de numero de Reynolds. Além disso, denominamos
uma solucao (v, p) de (1) ou (2) por escoamento/campo bdsico e no caso
de (v, p) ser independente do tempo, dizemos que o escoamento/campo

béasico é estaciondrio.

Um fato muito curioso ocorre quando dispomos de uma solugio das
equacoes Navier-Stokes. Algumas vezes ela representa o escoamento
observado na natureza e outras vezes, devido as perturbacoes que todo
escoamento estd sujeito, nao representa. Assim, torna-se necessirio
um estudo a fim de descobrir quando a solucdo obtida realmente re-
presenta o escoamento real ou quando trata-se apenas de uma solugao

matematica das equacoes.

Para alcancarmos este objetivo, analisaremos o efeito de uma per-
turbacao inicial imposta aos campos de velocidade e pressao de uma
solugdo estacionaria(escoamento basico estacionario). Diremos que o
escoamento é estavel se os campos de perturbacao de velocidade e

pressdo, permanecem "pequenos" em qualquer instante de tempo desde



que a perturbacao inicial seja suficientemente 'pequena’. Em caso con-
trario, diremos que o campo basico é instavel. Quando as perturbacoes
desaparecem com o passar do tempo, diremos que o escoamento basico
é (assintoticamente) estével.

Desta maneira, o estudo da estabilidade de solugoes é muito rele-
vante, pois solugoes nao estaveis, mesmo sendo solucoes do sistema
de equacoes, podem nao representar o escoamento modelado pelas
equagOes. Além disso, a instabilidade do escoamento pode estar as-
sociada & perda de unicidade de solugbes (bifurcacdo), ou a transicao a
um comportamento cadtico bastante complexo denominado turbulén-
cia.

Osbourne Reynolds, fisico e engenheiro hidraulico irlandés (1883),
foi uma das primeiras pessoas a estudar a respeito da estabilidade
hidrodindmica. Seus experimentos ainda hoje sao muito usados, pois
representam muito bem a transicao de um fluido estével para um ins-
tavel. Nesse sentido Reynolds observou que a passagem da estabili-
dade para a instabilidade ocorria de acordo com o niimero de Reynolds,
R = UL/v, dependente de uma velocidade média dimensional, U, de
uma, propriedade do fluido denominada de viscosidade cinematica, v,
e de um comprimento (dimensional) L representativo da regido (€2)
ocupada pelo fluido.

Ainda em sua época foram formuladas varias maneiras de analisar a
estabilidade do escoamento de fluidos. Uma das primeiras abordagens
é a denominada Teoria Linear. Na década seguinte, com o mesmo
objetivo, o proprio Reynolds (1895) e Orr (1907) desenvolveram um
outro método, denominado Método da Energia. Ambos os métodos
serao abordados com detalhes na dissertagao.

Esta dissertagfo esta organizada da seguinte forma:



No primeiro capitulo reunimos os resultados basicos de calculo varia-
cional e anélise funcional utilizados. Além disso, apresentamos algumas
propriedades basicas dos espagos utilizados nos capitulos seguintes, e
propriedades de um problema de autovalor auxiliar.

No capitulo 2 abordamos a teoria linear. Trabalhamos com um dos
pilares desta teoria: Um teorema importante de Sattinger, que valida
0 uso da teoria linear. Mostramos também que para perturbagoes sufi-
cientemente pequenas e sob algumas outras restricoes, a instabilidade
linear implica em instabilidade.

No capitulo 3 tratamos a respeito de um método nao-linear para
analisar a ocorréncia de estabilidade: o método da energia. Este método
traz condicOes suficientes para a ocorréncia de estabilidade, indepen-
dendo do tamanho inicial da perturbacao.

No capitulo 4 apresentamos algumas das relacoes existentes entre
as teorias linear e nao-linear.

No capitulo 5 consideramos aplicacoes ao escoamento de Couette:
O escoamento entre dois cilindros infinitos, concéntricos e em rotagao.
Este capitulo foi baseado na monografia([10]) de Giovanni Paolo Galdi.

Ressaltamos que nesta dissertacdo nao abordaremos questoes de
existéncia/unicidade para o campo bésico do escoamento e para o campo
de perturbacgoes. No caso em que o dominio é limitado, consideramos
que o campo bésico (U, P) existe nos espagos V x L}, _(2)(ver segoes
1.6 e 1.7 para as defini¢bes destes espagos) e satisfazem, no caso n = 3

com f em L?(f2), a seguinte equagdo variacional:

(1/R)((u, v)) + blu, wv) = (f,v), Vv € V,

%

sendo b(u, v, w) = g / wi(Dvj)w; de, ((w,v)) = g (grad u;, grad u;).
— Jo
i,



Este resultado de existéncia esta provado em ([39], pg. 164). Além
disso, na pégina 167 da mesma referéncia, esta provado que se n = 2,3
e (1/R)? > c(n)||f|v' entdo o problema tem uma tnica solu¢io. Nesta

desigualdade ¢(n) é uma constante (dependente da dimensdo n) tal que
b(w, v, w)| < C(”)H“”Hé(ﬂ)”UHHé(Sz)HUHH(%(Q)mL"(Q)'

No caso nao-limitado, na mesma referéncia temos o resultado de
existéncia em outro espago (ver [39], pg. 168).

Com relac¢do ao problema de evolucio, supondo que f € L?(0,T; V')
e que ug € H, a solucio (fraca) u existe em L2(0,7;V)NL>®(0,T; H),
u fracamente continua de [0,7] em H e com du/dt € L*(0,T;V') para
o0 caso em que ) é um aberto limitado (caso ndo limitado em [39], pg.
290) com fronteira Lipschitz ([39], pg. 282). Para n = 2, a unicidade
de solugoes é garantida (Teorema 3.2, [39], pg. 294). A unicidade no
caso tridimensional tem forte relagdo com resultados de regularidade.
Supondo que os dados do problema sao suficientemente "pequenos" (ou
que R é muito pequeno), é possivel provar tais resultados de regulari-

dade ([39], pg. 299).

Se Q é um aberto limitado com fronteira de classe C? com n = 2
oun=3e f =0 prova-se que u € L>®(T* 00; V) e u decai a zero, em
V, quando t tende para infinito ([39], pg. 318). T* =0sen =2. O
decaimento é exponencial no caso bidimensional e polinomial (t~1/4)

no caso tridimensional.

Concluimos essa breve menc¢ido dos resultados béasicos referentes
a questbes de existéncia/unicidade de solugbes para as equagbes de
Navier-Stokes observando que o problema de estabilidade que consi-

deraremos no trabalho faz sentido para solugoes fracas em vista da



existéncia de solucoes globais. No caso tridimensional, a existéncia de
solugdes globais mais regulares (u em C([0,00); V)N L?(0, 00; H(2)))
tem sido obtida ao custo de hip6teses bastante restritivas sobre os da-
dos do problema (f e up bem "pequenos"), € suave e tal que vale

desigualdade de Poincaré, D(A) contido em H?(Q;R3) (ver [38]).



Capitulo 1

Nocoes Basicas

Este capitulo esta dividido em trés secoes. Na primeira se¢do vamos
enunciar os resultados de Equacdes Diferenciais Ordinarias, Calculo
Variacional e Analise Funcional considerados como pré- requisitos. Na,
segunda se¢ao, vamos apresentar os espacos V e H, que sao os espagos
onde trabalharemos no decorrer da dissertacdo e na terceira secao es-
tudamos um problema de autovalor auxiliar que serd importante para

o desenvolvimento do capitulo 2.

1.1 Resultados Auxiliares

1.1.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Definicao 1.1.1 ([40], pg. 137) Seja A wma matriz quadrada, entio
1
At . _ '
M im Y LA
n=0

10



Proposicao 1.1.2 ([40], pg. 143, 144) Todos os elementos da Ma-

A

triz et sdo da forma

S~ e p(t)cos(Bit) + q(t)sen(Bit)],

k=1

sendo que, ap+iB sao as raizes da equagao caracteristica det(A—\I) =
0, pr. e qr sGo polindmios com coeficientes reais e grau menor ou igual
a mg — 1, sendo que my, € a ordem da multiplicidade da raiz oy, + Pk

comk=12 .. s.

Proposicao 1.1.3 ([3], pg. 80) Sejam A1, s, ..., A\ 0s autovalores
distintos de uma matriz A, sendo que \; tem multiplicidade finita n; e
ny +ne + -+ nx =n. Seja p, tal que

p> _max  (Re(\),

§=1,2,3, ...,

entdo existe wma constante K > 0, tal que

|eAt| < Keft, 0 <t < oo,

sendo |e Lt = Z Z (e 11)1.
7

Proposicao 1.1.4 (Desigualdade de Gronwall; [31], pg. 13)
Sejam f, g funcgées continuas, nio negativas sobre [a,b] e c(x) continua

e nao-decrescente. Se

fl@) <c(x)+ /I f(s)g(s)ds,Vx € [a,b],

entao

fz) < c(z)els 9945 o € [a,b].

11



Proposicao 1.1.5 (Desigualdade de Bihari; [40], pg. 45) Sejam
z,k : [a,b] — RT, w : RTY — RT funcées continuas com w nio-

decrescente sobre R1. Se
t
z(t) <m —|—/ k(s)w(z(s)) ds,Vt € [a,b],

entao

x@)g<b—1(Ltk@)¢ﬁ,Vte[mbL

sendo que, ® : Rt — R € definida por

d
y@:/ 95 Gicr*)

m W(s)
1.1.2 Resultados de Calculo Variacional
Defini¢ao 1.1.6 Sejam X espago de Banach e FF : X — R. A

derivada de F' em x, na direcao de y, é definida por

F(a)y — tim PO+ ) = F(@),

e—0 €

e a diferenciabilidade ( no sentido de Frechet) de F' em x é dada por
F(z+y) = F(x) + F'(x)y + o(llyll x), quando [lyllx — 0.

Se a aplicacdo F' : X — X' é continua, entio dizemos que F é CL.

Definimos x como um ponto critico de F, se F'(x) =0, isto ¢,
F'(z)y =0, Vy € X. (1.1)

Proposigao 1.1.7 ([25], pg. 229) Sejam X um espaco de Banach

12



e F,G: X — R de classe C'. Supomos que existe o € X tal que
G(zo) =0 e z¢ € um extremo local para F quando restrito ao conjunto
de nivel S = {x € X : G(z) = 0}. FEntdo uma das possibilidades a

sequir, e apenas uma, € vdlida:
(i) G'(zp)v =0,Vv € X.

(i) Existe p € R, tal que F'(xzo)w = pG' (xo)w,Vw € X.

1.1.3 Resultados de Analise Funcional

Definigao 1.1.8 ([22], pg. 168) Sejam X um espago normado e
M C X. Entao M € dito ser um conjunto total se span M = X.

Proposicao 1.1.9 (Desigualdade de Bessel; [22], pg. 157) Seja
{e1,ea,e3,...} um conjunto ortonormal em um espagco de Hilbert X,

entao

Z |(z,ex)x|? < |zl|%,V = € X.
k

Proposicao 1.1.10 (Relacao de Parseval; [22], pg. 170) Seja
M = {e1,ea,€3,...} um conjunto ortonormal em um espaco de Hilbert

X, entao M ¢ total em X se, e somente se,
S| en)x 2 = )%,V o € X.
k

Proposigao 1.1.11 (Soma direta; [22], pg. 146) Seja H um es-
paco de Hilbert e Y um subconjunto fechado de H. Entio H =Y oY+,

Teorema 1.1.12 (Representacdo de Riesz; [22], pg. 189) Sejam
H um espaco de Hilbert e H' o seu dual. Entdo, Vf € H', existe um

inico y € H, tal que

13



(i) f(z) = (y,2)m, Yz € H, em que < -, >y € o produto interno em
H.

(ii) | fller = llylla-

Teorema 1.1.13 (Lazx-Milgram; [15], pg. 6) Sejam X um espago
de Hilbert real e a : X x X — R uma forma bilinear continua e eliptica,

1sto €, existem duas constantes M e o > 0, tais que
|a(u7v)| < HUHX”UH)(v Vu,v e X,

ja(u, w)| > ulk, Yu € X.

Entao, dado | € X' existe inico u € X tal que
a(u,v) =<l,v> Vv e X,

sendo que < -,- > representa a dualidade entre X e X'. Ademais, a

fungdo | — u € um isomorfismo de X' em X.

Definigao 1.1.14 ([22], pg. 257) Sejam X um espago de Banach,
X' 0 seu dual e {z,}nen € X. Dizemos que {x,}nen converge fraco

em X, se existe v € X, tal que para todo [ € X' temos lim f(x,) =
n—oo

f(@).

Lema 1.1.15 ([22], pg. 258) Seja {x,}nen uma sequéncia fraca-

mente convergente para T em um espaco normado X. Entao
(i) O limite fraco x € inico.
(i) Toda subsequéncia de {x,}ncn converge fracamente para .

(iti) A sequéncia {||xn||}nen € limitada.

14



Proposicao 1.1.16 ([22], pg. 242) Todo espaco de Hilbert é refle-

T0.

Proposigao 1.1.17 ([41], pg. 126) Sejam X um espaco de Banach
reflexivo e {x,}nen wma sequéncia limitada em X. FEntdo podemos

extrair de {x,}nen uma subsequéncia {xTni}ren que converge fraco em

X.

Proposigao 1.1.18 (/20], pg. 137) Se X é espaco de Hilbert e u/ —

u fraco em X, entdo |u|x <liminf |u;|x.
j—o0o

Proposigao 1.1.19 ([24], pg. 132) Sejam X,Y espacos de Banach.
SeT : X — Y ¢ um operador linear fechado bijetivo, entido T~ é

continuo.

Definicao 1.1.20 ([22], pg. 292) Sejam X e Y espacos normados
eT : D(T) — Y um operador linear densamente definido em X.
Dizemos que T é um operador fechado se, e somente se, seu grifico

€ um conjunto fechado no espaco normado X X Y.

Teorema 1.1.21 (Teorema do Grdfico fechado; [22], pg. 292)
Sejam H espago de Hilbert complexo e T : D(T) — H um operador

linear densamente definido.

(i) T é um operador fechado se, e somente se, dado {um}men C

D(T), tal que uy — u € Tuy — w em H implicar que uw € D(T)

elTr =w.

(i) Se T é um operador limitado. Entao T ¢é fechado se, e somente

se, D(T) € fechado.

15



Proposicao 1.1.22 ([22], pg. 536) Sejom H espago de Hilbert e
T :D(T) — H um operador linear densamente definido. Entio T* €
fechado.

Teorema 1.1.23 ([20], pg. 187) Seja T um operador fechado em
X com resolvente compacto para algum & € X, entdo o espectro de T
consiste de uma sequéncia de autovalores, com multiplicidades finitas,

podendo se acumular somente no infinito.

Proposicao 1.1.24 ([26], pg. 213) Sejam W e H espagos de Hilbert
eT: W — H densamente definida, entao T* é fechado e Nuc(T*) =
Im(T)*.

Lema 1.1.25 ([2], pg. 284) Sejam X e Y dois espagos de Hilbert

separdveis e T : X — Y um operador linear continuo. Se a série

o0

Z ‘T6n|§’

n=1

converge para uma base ortonormal {e,} de X, entdo

Z Tenly = Z |T€n|Y = Z [(Ten, fr)y

n, m=1

Z |T*fm|X

independente de qual base {e,} de X e {f*} de Y* for escolhida.

Definicao 1.1.26 ([2], pg. 285) Sejam X e Y dois espagos de
Hilbert separdveis e T : X — Y um operador linear continuo. Se
a série

Z Tenl3

n=1
converge para pelo menos uma base ortonormal {e,} de X, entdo T ¢

denominado um operador de classe Hilbert-Schmadt.
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Proposicao 1.1.27 ([9], pg. 1012) Se T é um operador de classe
Hilbert-Schmidt e B é um operador limitado, entdo T B e BT sao ope-
radores de classe Hilbert-Schmidt .

Proposigao 1.1.28 ([9], pg. 1012) Todo operador de classe Hilbert-

Schmidt é compacto.

Proposicao 1.1.29 ([22], pg. 875) Sejam X um espago de Banach
eT : X — X um operador limitado. Se ||T|| < 1, entdo (I —T)"!

existe e € limitado.

Definicao 1.1.30 ([34], pg. 807) Um raio de crescimento mini-
mo de um operador T ¢ um raio {pe’;p > 0} no plano complexo,
tal que, (L — \)™! eziste para |\ = |pe®| suficientemente grande e
(T — N7 = O(M\™Y) quando )\ tende para o infinito ao longo do

7a10.

Teorema 1.1.31 ([9], pg. 1039) Sejam v1, 2, ..., V5 curvas diferen-
cigveis no plano complezxo, partindo da origem. Suponha que cada uma
destas cinco regioes, nas quais o plano foi dividido, estd contida em um
setor com abertura menor do que w/2. Seja N > 0 um inteiro, ¢ seja
T um operador de classe Hilbert-Schmidt em um espaco de Hilbert H,

cujo resolvente satisfaz a sequinte igualdade
IR T)| = O(A ™)

quando A — 0 ao longo de qualquer um dos arcos ;. Entao o espago

gerado pelas autofuncoes de T contém o subespaco TNH.

Corolario 1.1.32 ([9], pg. 1042) Seja T um operador nio-limitado,

definido em um espago de Hilbert H, com a propriedade de que para
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algum g no resolvente de T temos que (T — \g) ™' é de classe Hilbert-
Schmidt. Sejam 1,72, ...,7s curvas diferencidveis, com uma dire¢Go
limitada no infinito e curvas adjacentes nao podem formar um dangulo
tao grande quanto 5. Suponha ainda que (T — \)~' satisfaz |(T —
N7 = OA™N) quando N — oo ao longo de cada arco ;. Entdo

o fecho do subespaco gerado pelas autofuncées € igual a H, isto € as

autofuncoes de T sao completas em H.

1.1.4 Espagos LP(€2)

Nesta se¢ao, definiremos os espagos LP()), e apresentaremos algu-
mas de suas principais propriedades. As definicbes e resultados enun-
ciados nesta subsecdo estdo baseadas nas referéncias [1], [4] e [27].

Seja 2 um conjunto aberto e nao-vazio de R" e 1 < p < co. Deno-
tamos por LP(£2) o conjunto das fun¢oes f : Q@ — K mensuréveis, tais
que A

lull, = (/Q |f(a:)|pdm> " <00, se 1< p< oo, (1.2)
|lu]|oo = inf{M € R : |f(z)| < M, quase sempre em 2} < 00, se p = co.
(1.3)

Os conjuntos LP(£2) sdo espagos vetoriais e seus elementos sao classes
de equivaléncia, pois identificamos fungoes que sao iguais quase sempre.
As expressoes (1.2) e (1.3) definem normas em LP(2) para 1 < p < 0o
e p = 00, respectivamente. Além disso, LP () é espaco de Banach para
todo p, e L?(f2) é espaco de Hilbert, com o seguinte produto interno

natural

(f.9) = /Q H@)g(@) de.

Teorema 1.1.33 (Desigualdade de Hdélder; [4], pg. 56) Sejam
1 1

Q um conjunto aberto de R™, 1 <p < oo ep' tal que —+ — = 1. Se
p p
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feLPQ) ege L (Q), entio f.ge LY (Q) e

/Q |f(@)g(@)| dz < [ fllp - llgllp-

Teorema 1.1.34 (Imersdo para espagos LP; [1], pg. 25) Sejam
Q um conjunto aberto, com medida finita do R” e 1 <p < ¢q < 0. Se
u € L1(Q), entio u € LP(N) e |lull, < med(Q)%7%||u||q.

Seja  um conjunto aberto e nao vazio de R™ e p € [1,400]. De-

p

notamos por L,

(©2) o conjunto das fungdes mensuréveis f: Q — K|
tais que fxr € LP(QQ) para todo conjunto compacto K contido em €,
e xr ¢ a funcio caracteristica de K. E imediato ver que LP(Q) C

L (Q),Vp € [1, +o9).

loc

1.1.5 Distribuicgoes

As principais referéncias utilizadas nessa subsecao sdo [21] e [27].

Um multi-indice é uma n-upla de nimeros inteiros nao-negativos
a= (a1, az,...,0n).

Denotamos o conjunto de todos os multi-indices por Njj. Associamos a

um multi-indice os seguintes simbolos
lal = a1 +ag + -+ ap;
=+ a3+ Fann,x € R

N olel
C 0T 4+ 0xy + -+ Oz
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Proposicao 1.1.35 ([4], pg. 68) Sejam Q um conjunto aberto e
nao-vazio de R™ e u: Q) — R uma funcdo mensurdvel. Consideremos
a familia de todos os conjuntos abertos (w;)icr, w; C ), tais que para
cada i € I, u =0 quase sempre em w;. Seja W = U w;. Entdo, u=10
=

quase sempre em W.

Defini¢ao 1.1.36 ([4], pg. 68) Sejam v : Q@ — R wuma fungéio
mensurdvel e W definido como na proposicao anterior. Definimos o
suporte de u como sendo o complementar de W em relagdo a €, isto

é, suppu :=Q\W.

Seja 2 um conjunto aberto e nao-vazio de R™. Denotamos por
C§°(Q) o conjunto das fungdes infinitamente diferenciaveis e com su-
porte compacto contido em . O conjunto C§°(€2) é um espaco linear
sobre K e chamamos seus elementos de funcoes testes. Ademais, dize-
mos que uma sequéncia de funcées (p,).en de C°(€2) é convergente

para zero quando as seguintes condigbes sdo satisfeitas:
(i) Existe K compacto tal que supp (¢,) C K,Vu € N.

. n - o .
(i) Yo € Nij, a sequéncia (D%p,,) converge a zero uniformemente em

K.

Definicao 1.1.37 ([27], pg. 10) O espaco linear C5°(2) com a
nogdo de convergéncia acima é denominado o espaco das fungdes

testes e é representado por D(2).

Defini¢ao 1.1.38 ([27], pg. 10) Seja Q2 um conjunto aberto e ndo-
vazio de R™. Uma distribui¢do sobre Q) é um funcional linear T sobre

D(Q) que é continuo em relagio a nogdo de convergéncia definida em

D().
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O conjunto de todas as distribui¢des sobre €2 é um espago vetorial
e 0 denotamos por D’(€2). Ademais, uma sequéncia (T),),en C D'(Q)
converge para zero, se para todo ¢ € D(2) a sequéncia T),(y) converge
para zero em K.

Seja u € Li,.(Q), sendo Q C R™ aberto e nao-vazio, entdo o fun-

cional linear definido sobre D(2) por

T.(9) = [ ula)pla) da,
é uma distribuicao sobre 2, denominada distribuigao regular.

Lema 1.1.39 (de Du Bois Raymond; [27], pg. 10) Sejo u €
Ll

1e(2). Entio, T,, = 0 se, e somente se, uw =0, quase sempre, em €.

Deste modo, como LP(Q) C L} (), podemos associar a cada

fungdo de LP(2) uma distribui¢do. Essa identificacdo serd usada na
definicao dos espagos de Sobolev, isto é, sempre que nos referirmos a
alguma fungao de LP(Q2) estaremos nos referindo a distribuicao regular

associada.

Definicao 1.1.40 ([27], pg. 14) Sejam Q um conjunto aberto e néio
vazio de R", T € D(Q) e o € NJ, um multi-indice. A derivada de

ordem o de T ¢ a forma linear em D(Q) definida por
(DT)(p) = (-1)1*LT(D¢), Vo € D(Q).

1.1.6 Espacos de Sobolev

Consideraremos 2 um conjunto aberto de R™ e 0f) sua fronteira.

Definicao 1.1.41 ([21], pg. 51) Seja m > 0 wm nimero inteiro e
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1<p<oo. O espago de Sobolev W™P(Q) é definido por:
WmP(Q) = {u € LP(Q) : D% € LP(Q), para todo |a] < m}.

Segue da definicdo que WOP(Q) = LP(2) e W™2P(Q) C W™P(Q),
semy < mg. Além disso, W™P(Q) é um espago vetorial e com a seguinte

norma torna-se um espaco de Banach, para 1 < p < oo,

||u||m,p-, Q= Z ||DQUHLP(Q);

|a|<m

e W™>(Q) é um espaco de Banach com a norma

[tllm, oo, @ = max [[D%ul| oo (q)-
lo|<m

Introduzimos as seguintes semi-normas em W™P(Q):

[Ulm, p, @ = Z | D%u| £r(q), para 1 < p < oo,

lee|=m

|ulim, 0o, @ = max D%l ().
lal=m

Quando p = 2, denotamos W™ P(Q) por H™(Q), ||t|m, p,o por
[ullm,q € [tm,p,a POr |U|m, o. Ressaltamos que H™(Q) é espago de

Hilbert com o seguinte produto interno natural

(U, V), 0 = Z D*uD%v dx.

la|<m ¢

Proposigao 1.1.42 ([21], pg. 53) W1P(Q) € reflexivo, para todo
1 < p < oo, e separdvel para 1 < p < oo. Em particular, H'(Q) é

separdvel e reflexivo.
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Defini¢ao 1.1.43 Definimos o espaco Wq P (Q) como sendo o fecho
de D(Q2) em W™P(Q).

Observamos que H () é espago de Hilbert e portanto é reflexivo.

Teorema 1.1.44 (Desigualdade de Poincaré; [21], pg. 70) Seja
Q um conjunto limitado do R™. Entdo existe wma constante positiva

C =C(Q,p), tal que
[ulo, p.o < Cluly, p,a,Vu € Wolp(Q)

Em particular, v — |u|1 p,o define uma norma em WyP(Q) que é

equivalente a norma || - ||1,p, 0. Em H(Q), a forma bilinear

_)/ ou 81}
(u,v ox; &Ll

define um produto interno, cuja normae associada | - |1, o € equivalente

a norma || - |1, -

Definigao 1.1.45 ([25], pg. 08) Dizemos que um conjunto aberto
Q C R™ € de classe C" se existe cobertura aberta localmente finita

(Ui)ier de 092 e um difeomorfismo de classe C"
¥ :U; — D = Bga(0,1),
tal que,
YU;iNQ) =Dy ={xe€D:xy >0}, Y;(UiNON) =Dy ={x € D : z, =0}

Proposicao 1.1.46 (Rellich-Kondrasov; [21], pg. 84) Seja Q um
conjunto aberto limitado do R™ e com fronteira de classe C'. Entdo as

sequintes imersoes sao compactas.
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np

(i) sep<mn, WHP(Q)— L1(Q),1 < p*, sendo p* = :
(ii) se p=mn, WH"(Q) — L1(Q),1 < oo;
(iii) se p > n, WHP(Q) — C(Q).

Proposicgao 1.1.47 ([21], pg. 89) Seja F € W17 (Q). Entdo exis-
tem fungoes fo, fi, ..., fn € LP' (), tais que

- du
F(u :/ wdx + / —— dx, u e WIP(Q),
(u) Qfo ; Qfaxi 0" ()

e ||F|l = Jnax. |filo,pr, - Ademais, se Q é limitado, entdo fo = 0.

Teorema 1.1.48 (Teorema do Traco, [21], pg. 102) Sejo Q2 € R”

aberto, limitado e com fronteira de classe C%. O operador traco
Y0 : HY(Q) — L*(09)

é um operador limitado que estende a operacdo restricdo u — u|oq
para fungoes u € C1(Q). Nuc(y) = HYHQ), H2 := Im(v)(é espago
de Hilbert).

Teorema 1.1.49 (Teorema de Green; [21], pg. 102) Sejam Q um
conjunto aberto do R™, limitado, que estd do mesmo lado da fronteira
e com fronteira de classe Ct. Sejam u e v € HY(Q). Entdo, para

1 <4< n, temos

/u(% dl’zf/ auvder/ uvy; do.
o Ox; Jo Ox; Jaa

Ademais, se u € H*(Q), entio

/E)u avdx /82uvdi+/ Vauvd
= — —vdx i ——v do.
Q al‘i 8@- Q 8."1}12 i) axl
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Teorema 1.1.50 (Teorema da Divergéncia de Gauss, [21], pg.
103) Sejam Q um congunto aberto do R™, limitado, que estd do mesmo

lado da fronteira e com fronteira de classe C*. Seja u € H*(Q)™.

/V.udw:/ u.nds.
Q o9

Entao,

1.2 Espacgos Ve H

Nesta se¢ao vamos definir os espacgos que serdo utilizados nos capitu-
los posteriores e ver algumas de suas propriedades. Todas as defini¢oes

e resultados constam na referéncia [39].

Iniciemos denotando o seguinte espaco:
V:={u e D))", divu =0}.

Definimos entdo

72 n
H:ZVL @ ,

V.o pR@”

Como L?(Q)" e H}(Q)™ sdo espacos de Hilbert, inferimos que H e V

também sdo. Consequentemente H e V sdo espacos reflexivos.

Com o intuito de melhor caracterizar os espacos V e H, vamos in-

troduzir o seguinte espago linear e obter algumas de suas propriedades:
E(Q) ={ue L*(Q)" div u € L*Q)}

Proposigao 1.2.1 ([39], pg. 05) E(Q) é um espaco de Hilbert com
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0 seguinte produto interno:
((u,v)) By = (u,v) + (divu, divv),Vu,v € E(Q).

Definigao 1.2.2 Dizemos que Q é Lipschitz continuo se 0X) pode

ser parametrizada por uma funcdo Lipschitz continua.

Proposicao 1.2.3 ([39], pg. 06) Seja Q um conjunto aberto e Lip-

schitz de R™, entdo D(Q)™ é denso em E(Q).

Proposicao 1.2.4 ([39], pg. 09) Seja Q@ um conjunto aberto, limi-
tado e Lipschitz de R™, entdo existe um operador linear continuo -y, €

L(E(Q),H1/2(0Q)) tal que
a) Y u = u.vlag, Yu € D(Q)".
b) Nuc(v,) = Eo(Q).

¢) Im(y,) = H™'/?(0Q).

d) Ademais, para todo u € E(Q) e w € H'(Q2) temos

(u, gradw) + (divu, w) =< v, u,yow > .

Proposigao 1.2.5 ([39], pg. 14) Seja Q2 € R™, aberto, f; € D'(Q), i =
1,2,...,n. Entdo, f = Vp para algum p € D'(Q) se e somente se
(f,v) = 0,Yv € V.

Proposicao 1.2.6 ([39], pg. 15) Seja Q € R™ um conjunto aberto,
limitado, Lipschitz e f € L>(Q)". Se f = Vp para algum p € L*(Q) ou
para algum p € H*(Q) entdo (f,v) =0,YVv € V.
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Impondo algumas condi¢oes de regularidade na fronteira de §2 obte-

mos as seguintes caracterizaces para H,H' e V.

Proposicao 1.2.7 ([39], pg. 15) Seja Q € R™, aberto, limitado,

localmente Lipschitz. Entao:
o) Ht = {ue L*(Q)" :u=Vp,pe H(Q)};
b) H={uec L*(Q)": divu = 0,v,u = 0}.

Proposicao 1.2.8 ([39], pg. 18)Seja Q € R™, aberto, limitado e

localmente Lipschitz. Entao:
V = {uc Hj(Q)", divu = 0}.

Proposicao 1.2.9 A imersio de V em H é compacta.

Demonstragdo 1.2.10 Seja {um}tmeny € V C H, limitada em V.
Entdo como V C H}(Q)", temos, devido ao Teorema de Rellich-Kon-
drasov, que eziste uma subsequéncia, {umk }mken, de {um tmen conver-
gente em L%(Q)™. Por outro lado {tu.,, }men C H, que é um espaco de
Hilbert, logo {tum }men € convergente em H e portanto a imersio de V

em H é compacta.
|

Proposigao 1.2.11 ([23], pg. 66) Seja Q2 C R® um conjunto aberto

e limitado. Valem as segquintes desigualdades:
(i) / w-Vo-wdr < ||ullsl|v]|2] w4, w,w € L*(Q) e ve V.
Q

(it) [[olli < (4/3) D oll|v]]?, v € VN LA(Q).
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1.3 Problema de autovalor auxiliar

Consideremos €2 um conjunto aberto e limitado do R™ e o seguinte

operador linear

A:VNH*(Q)" — L*(Q),

definido por Au = P,(—Au) = —Au — Vp, para algum p € H(Q).
Os autovalores de A satisfazem Au = pu, para algum v # 0 em

VN H2(Q)", isto é,

—Au — Vp = pu, em §)
divu =0em 2 (1.4)
u =0 em 0S.

Multiplicando a primeira equagio de (1.4) por v € V, integrando

sobre e usando a formula de Green, segue que u e u satisfazem:

/Vu:Vvdx:u/uvdw,VUGV. (1.5)
Q Q

As solugbes de (1.5) também sdo solugdes de (1.4), via resultados
de regularidade eliptica.

Definimos os seguintes funcionais:
F:V —R, por Fu) = [ |Vul*dz e

G:V —R, por G(u) = [,

Mostremos que F' atinge seu valor minimo em V, sujeito a restricao
G(u) = 0 e vamos relacionar este valor minimo com o primeiro autovalor
de A.

Denotemos S = {x € V : G(x) = 0}.
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Notemos que F(u) > 0. Logo, I := inf{F(u),u € VN S} existe.
Escolhemos u? € VN S, tal que,

Ful)—=Te Fu)) =3 <T+1.

Através da desigualdade de Poincaré, temos que ||u’ ||y é limitada infe-
riormente por 1, pois |u/] r2(q)n € limitada inferiormente por 1. Deste
modo, devido & compacidade da imersdo de HJ ()" em L?(Q)" e a
compacidade sequencial fraca de conjuntos limitados em V, existe uma
subsequéncia uj, e u € L2(Q)", tais que u;, — uem L?*(Q)" e u;, =1
fraco em V. Como u;, € S,VEk € N, implica que uw € S, isto &,

|U|L2(Q)n =1.

Mostremos entao que u minimiza F. Devido a Proposicao 1.1.18,

temos
F(u) = |[al]3, <liminf[lu;, |3, = liminf F(u;,) = 1T,
Je—00 Jk—>00

donde F(u) = I e w minimiza F.

Observamos agora que
F'(u)v = Q/QVu :Vudr e G'(u)v = 2/qudac, u,v € V.
Ademais, como F, G sao aplicacoes de classe C! e
G (wya = 2/9 @2dz = 2 £ 0,
temos, pela Proposicao 1.1.7, que existe v € R, tal que
F'(@)v = vG' (u)v,Yv € V,
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ou seja,

/Vﬂ:Vvdx:V/ﬂvdz.
Q Q

Assim, (@, v) satisfaz (1.5) e portanto v e T s&o autovalor e autovetor

de A, respectivamente.

Por outro lado, colocando v = @, resulta que

I=F(@)= / \Va|*de = u/ [a?dx = v.
Q Q

Concluimos entao que v =1 e

Notemos que v > 0. De fato, supondo o contrario temos |||y =0
e entdo devido a desigualdade de Poincaré [u|r2()» = 0. Mas isto é

uma contradi¢do, pois por hipétese [@|p2(q)» = 1.
Denotemos (@, v) por (uy, f11).

Vamos supor agora que (us, 2) € outra solugao de (1.5), com uy #

ta. Segue de (1.5) que

(Ml—MQ)/UluzdﬂC = Ml/ulu2dl‘—uz/u1u2d$
Q Q Q

= /Vu1:Vqux—/Vu1:Vuzdx
Q Q

= 0.

Como py # p2, inferimos que / uiue dr = 0. Constatamos entao
Q
que autofuncgoes associadas a autovalores distintos sdo ortogonais na

norma de L?(Q)" e consequentemente na norma de H. Além disso,
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obtemos que

up € X1 :={veV:(v,u1) =0}

Definimos

pe = inf{F(v): v e X1 NS},

ou equivalentemente,

112
uginf{wtlﬂw, vevVnNSs, (v,ul)()}.
L2 ()"

Pelo fato de X; C 'V, inferimos que po > .

Notemos que X; é um espaco de Hilbert com o mesmo produto
interno de V, pois X; é o espago nulo do funcional continuo (-, u1)
sobre V. Usando entao os argumentos anteriores é possivel mostrar

que po € atingido em algum us € X;.

Procedendo indutivamente obtemos

2
i inf{Hv||g|V, vevns, (v,u;) =0,i=1,2,3,....k— 1}.
LQ(Q)"

A autofuncdes associadas sdo ortonormais em L?(2)" por construcio

e ortogonais em V. De fato, devido a (1.5) temos

n, S€N =m
(Un, Um)v = / Vo, : Vv, = a
Q

0, sen#m.
Mostremos agora que i, — 00, quando n — oo.

Vamos supor, por absurdo, que j, ndo tende para o infinito, entao

in € limitada, ou seja, existe C' > 0 tal que |u,| < C,Vn € N. Isto
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implica que u, é limitada em V, pois
2 _
||u7l||V = HUn S O

Deste modo, pelo Teorema de Compacidade de Rellich, {uy, }nen possui
uma subsequéncia convergente em L?(Q)", que continuaremos a deno-
tar por {un}tnen. Consequentemente {un}nen € sequéncia de Cauchy

em L2(Q)". Mas isto ¢ um absurdo, pois
|tp — um|i2(ﬂ)n = (Up, — U, Up, — Up) = 2,Ym,n € N.

Provamos entao o seguinte resultado:

Teorema 1.3.1 Os autovalores de A formam uma sequéncia nao de-

crescente de niumeros reais positivos, |1, i, ---, tais que lim p, = +oo.
n—roo
As autofungies associadas, uy,us, ...., formam uma sequéncia ortonor-

mal em L?>(Q)" e ortogonal em V. Ademais,

2
7 :1nf{v||21}|v7 veVNS e (v,ui) =0,i= 1,2,3,...,](3— 1} .
L2(Q)n

Proposigao 1.3.2 As autofungdes de A formam um conjunto total em

V e em H.

Demonstragao 1.3.3 Mostremos que para qualquer f € H, existem

coeficientes o, € R, tais que,
o0
f=> anun. (1.6)
n=1
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Fquivalentemente, mostraremos

N
lpn L2 = |f — Z QmUm|r2)n — 0, quando N — oo.  (1.7)

m=1

Primeiro mostraremos (1.7) para f € V.
Definimos o, := (f,un) € entio devido a ortonormalidade das au-

tofuncoes de A em L?(Q)", seque que
(pn,un) =0, n=1,2,...,N. (1.8)

Notemos que py € V, pois f,u, € V. Deste modo, escolhendo em

(1.5), v =pN, it = pin, U = Uy, e utilizando (1.8), obtemos
(pN7 un)V:07 n:1727"'7N' (19)

Segue de (1.9) e (1.5) que

N
11 = Doy =Y anuallys

n=1
N
= lpnl2 + D ol pin.
n=1
Assim obtemos que

lon |13, < C = constante, (1.10)

pois wy, > 0 e ||f||3, ndo depende de N.

Por outro lado, devido a (1.9), temos

HN+1 |pN|%2(Q)n < HPNHi (1.11)
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Concluimos a partir de (1.10) e (1.11) que

|pN|%2(Q)n < — 0, quando N — oo,
HUN+1

poiS N —r O0.

Agora, vamos estender este resultado para f € H.

Como V € denso em H, consideremos {fi}ien CV, tal que fi — f em

L?(Q)", quando | — co. Entdo

an, L= (fi,un) = ay,¥n € N

Além disso, temos

n=1

N N
|f - Za"un|L2(Q)" < |f = filezeyn + 11— Z Qn,iUn|L2(@)n

) (g — an)unlp2ayn-

(1.12)
Devido a ortonormalidade das autofuncées de A em L*(Q)"

e a
desigualdade de Bessel, inferimos que

n=1

N N %
Z Qnl — U7L|L2(Q)" = <Z(an,l - an)2> < |fl - f‘LQ(Q)"-

Substituindo esta iltima expressio em (1.11) obtemos o resultado

para f € H, ou seja, as autofuncoes de A formam um conjunto total
em H.

A totalidade das autofungdes de A em V pode ser encontrada em

[38], pg. 199, onde o autor apresenta a demonstragdo do seguinte re-
sultado.
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Proposicdo 1.3.4 ([33], pg. 199) Se X = H,V or V*, entio

|1Poullx < JJullx e Pou — uw em X. Sendo que, Pyu = Z(u,wj) oy
j=1
com Aw; = \; w; sendo {w;} uma base ortonormal em H e ortogonal

em V.

Observagao 1.3.5 Denotamos A, = (A+7r)~1,r > 0.

Proposigio 1.3.6 Seja A\ um nimero complexo, A\ = |\, tal que )

nédo € autovalor, entdo (A — \)~! mapeia H em V e
1
(4 =2 ully < 2N cos8)] ~ul

Demonstrac¢ao 1.3.7 Normalizando as autofungoes de A, obtemos
uma sequéncia ortonormal total em V: ©v1,02,¢3,... . Logo, dado

u € V, vale a relacdo de Parseval
e =3 el = Y| [ VusVerds®. (13)
k=1 k=1 79
Substituindo a equagao (1.5) em (1.13) obternos que

e = >l [ wpndol =3 il (19
k=1 79 k=1
Deste modo, como

Aty =S Wer)er
( ) 1; P
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Seque que

Mk\ u, o)
A-N""} = : 1.15
A fungdo W‘L)\P} para u > 0, atinge seu valor mdzimo em pu = |\|.
Logo,
Hi < Al
|k — A2 A=Al
I
[[Ale?® — [A[]2
_ 1t
A 2(1 —cos )"

Substituindo esta estimativa em (1.15), obtemnos

|(u, x)|?

NE

1A=V} < 21 = cos )7

El
I

1

= (2[A[(1 —cos 0))7} _1I( Ve

”Méﬂ

IN

(2|A[(1 = cos 6))~ Z w, v/1irpr) |

(2]A1(1 = cos 0)) " Lclul?y.

IN

Corolario 1.3.8 Parar suficientemente grande, A, € de classe Hilbert-

Schmidt.

oo
Demonstracgio 1.3.9 Mostremos que Z (A +7) " Lorli < oo, para
k=1
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a sequéncia ortonormal de autofungdes de A.
o 2
Z (¢, p1)@1
o Mt

o0 o0
Sl en ek = >
k=1 k=1

_ i| ozl onl3
(e +17)?

i okl
(pr +1)?

IN

Mg T

IA
NE
E\ [
“’/\

8

sendo que W), sdo os autovalores do operador Laplaciano (A). A con-
o0

vergéncia de Z 3
1 (1)

operadores compactos, pois A™' é um operador compacto ([16], py.

275).

segue da Teoria de Hilbert-Schmidt aplicada a
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Capitulo 2

Teoria da estabilidade

linear

Iniciamos este capitulo com uma definicao rigorosa do conceito de
estabilidade. Devido a esta definicao reduzimos o estudo da estabilidade
ao estudo de um sistema de equacoOes diferenciais parciais nao-linear

para os campos de perturbacao, que possui dificil resolucao.

Como uma primeira aproximacdo ao estudo da estabilidade, um
caminho histérico foi utilizar o método linear, que consiste em estudar
o sistema para os campos de perturbacao desconsiderando o termo nao-

linear.

Neste capitulo, apés uma introducao sobre o método linear, temos
como objetivo justificd-lo matematicamente. Para alcancar este obje-
tivo vamos demonstrar um teorema devido a Sattinger. Este Teorema
afirma que se a parte real do primeiro autovalor de um operador linear,

associado ao sistema de equacOes diferenciais parciais para os campos
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de perturbacéo linearizado, (L), for positiva, entao ocorre estabilidade.

Diante disso, dedicamos as secoes 2.3 e 2.4 a definir o operador L e
estudar propriedades relativas deste operador, como por exemplo, ca-
racterizar o seu espectro e provar algumas propriedades técnicas. Na
secao 2.5, provamos finalmente a validade do método linear, sob as
seguintes hipoteses: O escoamento bésico e as autofuncoes de L e L*
terem primeiras derivadas parciais de primeira ordem limitadas e os
campos de perturbacio serem suficientemente pequenos em um instante
inicial.

Porém, apresentamos apenas ao final deste capitulo, na secao 2.6,
o grande mérito do método linear: Um teorema que garante a insta-
bilidade de um escoamento basico independente do tamanho inicial da
perturbacao.

Neste capitulo, consideraremos o escoamento bésico e os campos de

perturbacao nos espacos ja citados na introducao.

2.1 Definicao de estabilidade

Seja m = (U, P) uma solugdo estacionéria do sistema de equagdes

de Navier-Stokes, isto é, uma solucao que satisfaz

1 opr ou;
—A ;i — — =U;
R U 8331 UJ al‘j

em 2 x (0, 00),
- =0em Qx (0,00), (2.1)

U =1 em 09 x (0,00),

Consideremos agora uma perturbacao nos campos de velocidade e

pressdo, (u(z,t),p(x,t)), tal que u satisfaga as mesmas condi¢oes de
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fronteira que U e tenha divergente nulo. Deste modo, w; = U; + u;
satisfaz as equacoes de Navier-Stokes, visto que continua a descrever o
movimento de algum fluido. Ademais, o sistema de equagées (2) para w
nos traz o seguinte sistema de equagées diferenciais para u, denominado

sistema de equacées para os campos de perturbacgao:

— =Au; + U, j j =— Q x (0, 00),
g~ R Uigy tuigy tuige = g, em x(0,00)
gZi — 0 em Q x (0, 00),
u =0 em 9N x (0,00),
u(z,0) = up(z), =z €.
(2.2)
Definigao 2.1.1 Seja m = (U, P) uma solugdo bdsica estaciondria

para as equacoes de Navier-Stokes. Dizemos que m é estdvel se, e

somente se,

Ve>0,35(e)>0:/u%daz<6:> sup /uQ(x,t)dx<e.
Q te[0,00) JQ

Dizemos que m € instdvel se nao € instdvel.

Defini¢ao 2.1.2 Dizemos que m € assintoticamente estdvel se, e

somente se, m € estdvel e,

376(0700]:/u(2)dx<’y:> lim [ w?(x,t)dx = 0.
Q t—oo Jo

Se v = o0, entdo m € dito incondicionalmente assintoticamente

estdvel.
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Observagao 2.1.3 FEsta defini¢cdo continua sendo vilida caso a solugao

bdsica nao seja estaciondria.

Uma consequéncia imediata da definigdo é que o estudo da esta-
bilidade de U resume-se ao estudo da evolucdo no tempo das solucoes
do sistema de equacOes diferenciais (2.2). No entanto, esse sistema

apresenta um termo nao-linear, tornando o seu estudo bastante dificil.

2.2 Uma introducgao a teoria linear

Na teoria linear, motivo de estudo deste capitulo, tenta-se contornar
a dificuldade apresentada anteriormente linearizando o sistema (2.2),
isto é, ignorando o termo ndo linear. Isso facilita bastante a andlise,

conforme veremos.

Considerando o sistema (2.2), para a perturbacio, sem o termo néo-

linear

ou; 1 ou
5 + ﬁAui + Uj
3u7;
all?i

u=0em 90 x (0,00),

i oU; Op
Rl 2T S 0
9z, + u; oz, oz, o™ x (0, 00),

=0em Q x (0,00),

(2.3)

u(z,0) = up(x), em Q.

podemos obter solugoes da forma
u(z,t) =(z)e " ep=g¢(x)e 7", o complexo. (2.4)
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Sendo ¢ complexo, 0 = Re (o) + iIm (o), temos que
u(z,t) = w(x)efRe("ﬂ (cos(Im (o)t) — isin(Im (o)t)) .

Logo, se Re(0) > 0, entdo u e p tendem a zero com o passar do
tempo, de modo que, a evolugao no tempo de solugoes da forma (2.4)
depende apenas do sinal de Re (o).

Substituindo (2.4) em (2.3), obtemos que ¢ é um autovalor do

seguinte problema;

1
—%Aw +UVY +9¢.VU + Vo =0y em Q,
divy) =0 em Q, (2.5)

Y(xz) =0 em ON.

Entéo, se todos os autovalores de (2.5) tiverem parte real positiva,
o0 escoamento basico é estével para perturbagoes da forma (2.4).

Para que o escoamento seja estavel é necessirio que ele o seja para
qualquer perturbagéo, isto é, para qualquer solugao de (2.3) e ndo ape-
nas para solucoes da forma (2.4). No entanto, Galdi mostrou que se
estas solucoes especificas tendem a desaparecer com o tempo, entao o
mesmo ocorre com todas as solucgoes de (2.3) ([10], pg. 18).

Salientamos que a priori nao sabemos se existe estabilidade ou ins-
tabilidade como definido na secdo 2.1, uma vez que esta anélise foi feita,

para solugdes de (2.3) e ndo de (2.2). Logo,

Definicao 2.2.1 Dizemos que um escoamento bdsico estaciondrio m
é dito linearmente estdvel se, e somente se todos os autovalores de
(2.5) sdo positivos. m é dito linearmente instdvel se, e somente se,

(2.5) possui algum autovalor negativo.
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A anélise linear, como vimos acima, facilita bastante o estudo da es-
tabilidade e evidéncias experimentais mostram que, para perturbacoes
suficientemente pequenas, existe realmente uma concordancia da solucao
vinda das equacdes linearizadas com a realidade. Por estes motivos du-
rante muito tempo, cerca de 80 anos, a teoria linear foi muito utilizada,
para fins préticos, sem uma justificativa matemética rigorosa de sua
validade.

A principio poderiamos justificar o uso da teoria linear afirmando
que o termo nao linear é insignificante, pois estamos considerando per-
turbagoes suficientemente pequenas. No entanto, isso nao é evidente,
devido ao fato desse termo envolver derivadas.

G. Prodi, em 1962, foi o primeiro a apresentar um resultado que
justificava o uso da teoria linear. Anos mais tarde, em 1969, Davis H.
Sattinger apresentou um resultado com algumas hipéteses diferentes do
trabalho de G. Prodi.

Neste capitulo, vamos justamente apresentar o Teorema devido a
Sattinger. Este Teorema reduz o estudo da estabilidade ao estudo do
espectro de um operador linear conveniente (L), que esta relacionado a
parte linear do sistema de equacgOes para as perturbagoes. Deste modo,

o termo ndo-linear ndo influencia no conceito de estabilidade.

2.3 O operador L

Nesta secao vamos definir o operador L associado & parte linear do
sistema de equacOes para a perturbacdo. Veremos que a anélise do
espectro deste operador garantird ou nao a estabilidade do escoamento

basico.
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Consideraremos  com fronteira de classe C? e as seguintes normas

em H e V, respectivamente,

8111‘ (91)7;
x.
o 0z Oz,

ol = /Q vivs dz, ol =

Lembramos que L?(Q)" = H®H", pois H ¢ um subespaco fechado
de L?(Q)™, que por sua vez é espaco de Hilbert. Logo, dado u € L?(Q)"
temos que u = w + Vp, sendo w € H e Vp € H*,

A partir desta decomposigdo definimos as proje¢des ortogonais de

L?(Q)™ sobre H* e sobre H da seguinte maneira:

P, : L*(Q)" — Ht P, L*(Q)" —H
ur— Vp ur— I—Pp(u)
sendou=w+ Vp, we€ He Vp € H-.

Aplicando a projecdo P, em (2.2) obtemos a expressdao a seguir:

% + Lu+ N(u,u) =0, (2.6)

sendo 1
Lu= Pg[—ﬁAu + U.Vu+u.VU];

N(u,u) = Py(u.Vu);

P,(Vp) =0, pois Vp € H*;

ou ou . Ou
P, <6t> =30 pois ot € H.

Ressaltamos que, devido a definicao de P,, temos uma expressao
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explicita para L : VN H2(Q)" — L*(Q)™

1 1
L(u) = —ﬁAu +UVu+u.VU — PW[—ﬁAu + U.Vu+ u.VU].

Ademais, como todo elemento de H* é da forma Vp, para algum
1
p € HY(Q), temos —Pﬂ[—ﬁAu + UNVu + u.VU] = Vp, para algum
pE Hl(Q) Consequentemente,

1
L(u) = —ﬁAu—i—U.Vu—ku.VU—&-Vp. (2.7)

2.4 Lemas

Nesta se¢ao vamos provar varios lemas com o intuito de provar o

teorema j4 citado no inicio do capitulo.

Lema 2.4.1 Se o campo de velocidade do escoamento bdsico U e as
autofuncoées de L e L* possuem derivadas parciais de primeira or-

dem limitadas em €, entao as sequintes desigualdades sao vdlidas para

v(t),u(t) € VN H2(Q)":

(i) ——=+ (Lu,u) =0;

(i) |(Lu,v)| < eilullv]lv]v;
(iii) Re(Lu,u) > |[ull3; — c2|ulf;
(iv) Im(Lu,u) < c7||lu|lv|u|m.

Demonstragao 2.4.2 (i) Multiplicando (2.6) por u, no produto in-
terno de L?(Q)", obtemos

d |ufi

77 2 + (Lu,u) + (N (u,u),u) = 0. (2.8)
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No entanto,

(N(u,u),u) = (Py(u.Vu),u)

= —(N(u,u),u).

Concluimos, deste modo, que (N(u,u),u) =0 e

L1 (L =0,
(i) De fato,
@uol = | f <—Auivi+UJ guz@+uj gU vz) da]
= L B ™ By, gy O
- 63:5 u;v; — Uju, gvl + u; gU ;) da|

8ui 8@ a aUz,
’A(axjax] Vit gy T o, ) ]
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Ou,; Ov;
— |Q(‘3x]~3x]d|+|/UW d|—&—|/uja dx|

< allullvlloly + 1Tl + Tull Ol
i [y ol ol el

< alullylolly +élul o[l + Eslul

< allullyllvlly-

Notemos que no terceiro passo usamos o Teorema da Divergén-
cia, no quinto passo usemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o
item (i) da Proposi¢cdo 1.2.11. No sexto passo usamos o item (ii)
da Proposicao 1.2.11, a desigualdade de Poincaré, e o hipdtese que
as primeiras derivadas parciais de U sao limitadas. No iltimo passo

usamos a desigualdade de Poincaré nas seqgunda e terceira parcelas.

(#i) Notemos que

/8(Ujui)ﬂida¢ = /(Uau2 lanuzul) dx
o Ox; O0x; Ox;

(9(Ujuﬂl) ou;
/Q ( oz, Uju; 9z, dx.

Ou; ou;
Consequentemente /Uj—ui dx = —/ Ujui—udx, donde
Q 8Ij 0 axj

Deste modo,

Re(Lu,u) = Re/ —Auu; + Uj 8ulm +u78Ui* dx
Q ! O Ox

= Re/ (—Auiui —&—uja[]zui) dz
Q &cj
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= ( div [Vu;]u; + u; gU ul) dx

= (VuZ Vu; — div (@ V) + u; ZU ul> dx

= Re/ (Vui.Vui+uja(]iui) dx
Q X 5‘xj
oU;
= |lull} + Re (/ Uj uldx>

Usando a Proposicao 1.2.11, a desigualdade de Poincaré e o fato

que as primeiras derivadas parciais de U sao limitadas, inferimos que

oU; _
gz <l
~. 1/ /
< Al
< el

Por conseguinte, usando a desigualdade de Poincaré, temos

e (/ aUZuudm)
o 0z; o

v

~ 2
—a|ully

V

> —colulfy

Logo,

Re (Lu,u) > ||ull3, — e2ulgs.

(iv) Devido aos itens anteriores temos

oU; ou;
Im(Lu,u) = Im /u u; dx) /U —u; dx
(L) ([ w5 [v,52

= Im (/ ujgx de) /UJZZ’mdx
J Q J
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< lellallall O+ Ul llell, ol
< efulgy luly "l

< clullgg ully el

< crlulullullv.

No segundo passo usamos na primeira parcela o Teorema da Divergén-
cia e 0s sequintes fatos: u se anula na fronteira e u tem divergente nulo.
No terceiro passo usamos o item (i) da Proposigio 1.2.11. No quarto
passo usamos o item (ii) da Proposicio 1.2.11 e em sequida, usamos a
desigualdade de Poincaré e o fato que as derivadas parciais de primeira
ordem de U sao limitadas. No quinto passo, usamos a desigualdade de

Poincaré novamente.

Lema 2.4.3 Os espectros de L e L* consistem ambos de um conjunto
infinito enumerdvel de autovalores tendendo ao infinito no lado direito
do plano. Cada autovalor tem multiplicidade finita, e os autovalores

nao podem se aglomerar perto de um nimero complezo finito.

Demonstracao 2.4.4 Vamos provar que L é um operador fechado e
que existe v tal que (L + rI)~! é compacto, pois devido G Teorema
1.1.283, teremos que o espectro de L consiste de uwm conjunto infinito
enumerdvel e com multiplicidades algébrica e geométrica finitas. Em
sequida, mostraremos que os autovalores de L estdo dentro de uma
regido parabdlica no lado direito do plano, donde sequird o resultado.

Consideremos a forma bilinear
Ly[u,v] = (L +7)u,v), (u,0) € VOH*( Q)" XV, r>cy >0,
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sendo co definido no item (ii) do Lema 2.4.1.

L, € continua. De fato,

|Lr[u,v]] < [(Lu, v)] 4 7|(u, v)]

IN

allullvvllv + rlulalula

IN

cillullvlvllv +rlullvvllv

clullvvlv-

Notemos que para obter a sequnda desigualdade usamos o item (ii) do
Lema 2.4.1 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz; para obter a terceira
usamos a desigualdade de Poincaré.

Mostremos agora que o operador (L + 1) : VN H?*(Q)" — H €
fechado.

Seja {untnen € VN H2(Q)", tal que u, — u quando n — oo e
(L + 7)u, — w em H. Notemos que u € V N H*(Q)", assim para
mostrar que (L+1) € fechado, basta mostrar (L4 r)u = w. Mostremos
entio que ((L 4+ r)u —w,v) =0, Vv € H.

Dado v € H temos:

[(L+r)u—w,v)] < |((L—|—r)(u—un),v)\ + |((L+r)un —w,v)\

IN

cllu = un|lvllvllv + [(L +r)un — wlalv|a,

sendo que a ultima desigualdade seque, respectivamente, da continuidade
da forma bilinear L.[u,v] e da desigualdade de Cauchy- Schwarz.

O termo c|lu— un||v|v|lv + (L +r)u, —w|g|v|a tende a zero, pois
up, = u em VNH*(Q)" e (L+r)u, — w em H, donde ((L +r)u—
w,v) =0, Yo € H. Segue que (L + r)u = w e portanto (L + 1) é
fechado.

Consequentemente obtemos que L é fechado. Notemos que L, [u,v]
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€ forma bilinear continua definida em V XV, 'V € espaco de Hilbert e

devido aos itens (i) e (iv) do Lema 2.4.1, temos
Loz, y)] < allzllvllylv e Li(z,2) > |5

Assim, devido ao Teorema de Lax-Milgram, dado f € H, o problema ge-

neralizado de Dirichlet abaizo possui uma dnica solugdou € V,Vy € V.

Lylu, o] = (f,¢).

Como L,[u, o] = (L+1)u, ), temos (L+71)u,v) = (f,v), para todo v
em V. Consequentemente seque da Proposicao 1.2.6 que (L+r)u—f =
Yw, para algum w € H(Q).

No entanto, Vw estd no complemento ortogonal de H e (L+r)u— f
estd em H (pois L+ aplica V. em H ¢ f estd em H), logo Vw = 0,
isto €, (L + r)u = f. Constatamos assim que (L+ 1) : V — H ¢
bijetivo.

Deste modo, como (L+1) € operador linear fechado e bijetivo inferi-
mos, devido a Proposi¢io 1.1.19, que (L+7)"' : H — V ¢ continuo.
Além disso, devido a Proposicao 1.2.9, temos que a imersdo i de V
em H é compacta. Logo, io (L+ 1)~ : H — H é compacto, pois ¢
a composi¢ao de um operador compacto com um continuo. Segque que
L:VNH*Q)" — H tem resolvente compacto.

Vamos mostrar agora que os autovalores de L estdo dentro da regido
parabolica

3’ <o+cyy, AN=0+ireC)

De fato, seja A wm nimero complexo, pertencente ao conjunto re-

solvente de L, entdo (L — \I)~" emiste e ¢ limitado. Logo, dado f € H
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existe u € V tal que Lu — M= f, a saber u = (L — \I)71f.

Fazendo o produto interno por w € V em ambos os lados de Lu —

Au = f, seque que
(Lu,u) — AMu,u) = (f,u). (2.9)

Consideramos a sequir a parte real e imagindria de (2.9) para obter

uma relacao entre as partes real e imagindria de .

Considerando a parte real de (2.9) oblemos a sequinte equagdo:
Re(Lu,u) — olulf; = Re(f,u). (2.10)

Pelo item (iii), do Lema 2.4.1, temos Re(Lu,u) > |[ul|3, — c2|ul?;
e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que Re(f,u) <

| fle-|ulm. Substituindo estas estimativas em (2.10) segue que

lull¥ = olulfy < |flafula + caful?

('f L u|H) T ealull

\fIH

IN

+ calulfy-

Assim,

alulfy = [[uly- (2.11)

—olulf <

|f I
2
Agora vamos considerar a parte imagindria de (2.9):

Im(Lu,u) — 7|ulfy = Im(f,u).

Usando o item (iv) do Lema 2.4.1 e a desigualdade de Cauchy-
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Schwarz, temos

tlulfy < Im(Lu,u) + | flaula
< crlulmullv + 1 fla|ula
< (v + ') ufcr,
cr
Por conseguinte,
Tl < (uy + Ly
< a(july + i),
ou seja, 7-2|u\%1 . |f|%1
22 < fulv + 2

Adicionando (2.11) e (2.12) obtemos
(e37® — 0 — ca)lulfy < csfl.

e entdo, se (c37> — o —cq4) > 0, seque que

1

[ula cs
, VfeH.

|flea — (037'27(7704)% /

Além disso,
1
L —\ —1 2
=N o
‘f|H |f|H (03’7'270'704)E

53

(2.12)



Consequentemente

1

L— )t :

(=N = sup N v d
veH, v#£0 |U|H (0372 —0 — C4)

(2.13)

[N

e (L —\)~! estd bem definida. Deste modo, se \ é tal que (c37% — o —
cq) > 0, entido A estd no conjunto resolvente de L. Logo, o conjunto
dos autovalores de L estd na regido interior da pardbola c3t® < o + ¢y,

sendo A = o +iT.

Observagao 2.4.5 Seque de (2.13) que em um raio {\ = pe'®; p > 0}

do plano complexo, temos

1
cd [AITHA

372 — 0 —cy)2
(

(L-N7Y <

1
, ci(0?+77)3

= |>‘|7 T
C3T® — 0 —C4)2
(caT? )
1 ’7'2 1
c(1+—)2
_ |)\|_1 8( 0_2)
2 1 Cq4\1
(csmy = — = 53

Devido a defini¢do de raio de crescimento minimo de um operador,
2

T . L.
temos que —; = tan 0 =constante. Logo, exceto pelo eixo real positivo,
o

todo raio € de crescimento minimo para o operador L.

Lema 2.4.6 Para r suficientemente grande o operador (L + 1) possui

inversa de classe Hilbert-Schmidt.

54



Demonstragao 2.4.7 Escrevemos L = A+ B, sendo

81@ (9Ul
J J

Notemos que B é um operador limitado:

Bul?, = P . — . . _
| U|H /Q (Uj 637]‘ + i 83:]» 8351 )(U] (%cj + Ui (%cj 0.%‘1

ou; AU, Ou; U
- /(UjiJruj—)(U-iJr ) dz
Q Iz

81‘]‘ j@l‘j uj%j
oU;
= 2(Z=4)2¢q
/Quj(axj) x
< clulm
< collull3. (2.14)

Notemos que para obtermos o terceiro passo utilizamos o Teorema
da Divergéncia em conjunto com os sequintes fatos: wu se anula na
fronteira e U possui divergente zero. No quarto passo usamos que as
primeiras derivadas de U sao limitadas em €; e para a obtencdo do

quinto passo usamos a desigualdade de Poincaré.

Devido a Proposi¢ao 1.3.6 e ao Coroldrio 1.3.8, temos que A, mapeia
H em V e é de classe Hilbert-Schmidt. Assim a composicao BA, é um
operador de H nele mesmo e BA, é um operador de classe Hilbert-
Schmidt, pois é o produto de um operador de classe Hilbert-Schmidt

com um limitado. Consequentemente BA, é um operador compacto.

Deste modo, através da equacdo (2.14) e a Proposicdo 1.3.6, obte-

mos

Ci
w&mHsmmwms29

1
r2
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Notemos, na desigualdade acima, que se v for grande o suficiente,
entio |BA,| < 1. Concluimos, devido a Proposicio 1.1.29, que (I +

BA,)™! existe e € limitado.

Logo,
(L+7) ' =A+B+r)'=(I+BA)A+7r)"t=A.(I+BA,)*,

e entio (L + 1)~ ¢ um operador de classe Hilbert-Schmidt, pois é o

produto de um operador de classe Hilbert-Schmidt com um limitado.

Lema 2.4.8 As autofuncées de L e L* sdo completas em H.

Demonstragao 2.4.9 O resultado seque devido a observacao 2.4.5, ao

Lema 2.4.6 e ao Coroldrio 1.1.32.

Definimos agora 21,, como sendo o subespago de H invariante por
L, correspondente aos autovalores que tem parte real menor ou igual
do que n. Devido ao Lema 2.4.3 sabemos que os autovalores de L
tem multiplicidades algébrica e geométrica finitas e podem acumular-
se apenas no infinito, logo a dimensao de 9, é finita e portanto IM,, é
um subespaco fechado de H.

Denotaremos por 91, o complemento ortogonal em H e por 9 o
espaco dual de 91,,. Como M, é um subespaco fechado de H temos,

devido a Proposicao 1.1.11, que H =91, & I,,.
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Entao, M, e N, sao respectivamente imagem e nicleo do seguinte

operador de projecdo ([32], pg. 418)

1
P,=— [ (A—L)'dx,
2mi Je,
sendo que C), engloba exatamente os autovalores A com Re (\) < n.

Além disso, 9 é a projecao do operador adjunto de P,

1 _

Pr= X—L*)"ta.

n - .
21 Je,

Assim, devido a Proposicdo 1.1.24, temos que (91,)+ = M.

Lema 2.4.10 Seja M, o subespaco invariante de L correspondendo
aos autovalores \ tais que Re (\) < n e seja M, o subespago comple-

mentar. Entdo para n suficientemente grande,

1
(Lu,u) > §||uH%,,Vu eEN,NV.

Demonstragao 2.4.11 Pelo item (iii) do Lema 2.4.1, temos que

2
u
Re(Lu,u) > [lully — calufy = ull? (1 ”'u'HH> Vue VOH.
\%
Logo, para demonstrarmos o lema, basta mostrarmos que ||ul|3, >
2co|ul?y, uw € My, NV, n grande o suficiente.

Denotemos

2
d(On:) := inf{ ”ZLV, sendou € (MM)ENV =0, N V} =0.
H

Consideremos o operador A(u) = P,(—Au). Pelo Teorema 1.3.1,

0s autovalores de A formam uma sequéncia enumerdvel py, pa, i3, ..

e
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de nimeros reais positivos, tendendo para o infinito, as autofuncoes
associadas {p1, pa, ...} formam uma sequéncia ortonormal em H, e or-

togonal em H, além disso

2
[ = inf{ ”ZQV,u eV, (u,0) =0, i=1,2,3, ...k — 1}. (2.15)
H

Mostraremos entio que para qualquer k existe n tal que d(9N) >

Lk, pois deste modo, dado py > 2c, teremos
ullRr = d(0 )xluly > purlulfy > 2e2|ulfy,
para qualquer funcéo u € N, NH, e o lema estard demonstrado.
Denotemos por Ex o operador linear que projeta ortogonalmente

sobre o espago gerado por {p1,92, ..., pp+1}. Entdo

k+1

Eyu = Z(% Pi)pi-
i=1

Definindo Fy, = I — Ey, temos (E(u), Fi,(u)) =0 e (Ex(u), Fx(u))v =
0 para toda v € HN'V. Consequentemente

|ulfy = | Brulgy + [Frulf, (2.16)
2 —
”uHV - /Q < 8xj + 8xj ’ al‘j + al‘j

= |[|Bxull + [ Frull3+

q Oz Ox;j Ox;j Oz,

= [1Beull¥ + 1 Feull¥- (2.17)
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Sejam uw € V e ¢; autofuncio de A, entio

(Fru, i) = (u— Exu,p;)
k+1
= <u - Z(% ©i)Pi, %)
. k+1
= (u, i) — (Z(%%)%,%)

= (w,0i) — (u, i) (i, i)

= 0,Vi=1,2,.. k+1.

2 2
= 2 Z inf { ||UH2V, v e ‘/, (’U,goi) = O7 1= 1,2,3, ,k‘} = Uk+1-
v]gr

Consequentemente

| Feall} > | Frul. (2.18)

Pelo Lema 2.4.8, as autofuncées de L* sdo completas em H e entdo
dado € > 0, k fizo, n suficientemente grande, existem vy, Vg, ..., Vg1 €
MY tais que

1
2 .

lpi — vilg < €2 (k+1)

Finalmente, seja u € N, NV C (M*)L. Devido a desigualdade de

Cauchy-Schwarz e a desigualdade anterior, obtemos

Velulm
i)l = [(u, 05 — ;)| < )
|(u, 00)| = [(u, i — i) N

Ve>0,i=1,2,...k+1,

donde,
k+1

Bl = 3 (w00l < eluliy, Ve > 0. (2.19)
i=1
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Estimando (2.16), através de (2.19), podemos afirmar que
|Fruli = ulf — |Epulfy > (1 — €)|ulfy, Ve > 0. (2.20)

Portanto, usando respectivamente (2.17), (2.18) e (2.20), constata-

mos
[ul® = [|Exull3 + [ FrullR,
> ||FrullR
> g [ Frulgy

V

> g1 (1 —€)|ulfy, Ve > 0,Vu € M, NV.

Consequentemente d(IN*) > pugp+1 > pi € o resultado seque.

Lema 2.4.12 Seja M um subespaco de H, com dimensao finita, gerado
n

por Y1, Yo, ..., Yn. Sejau €M, u = chz/}k, entdo:
k=1

(i) Existem constantes d e d’ tais que

d (Zn: ci) <|lulg<d (i: ci) :
k=1

k=1

(ii) Se [[1illv < oo e se w‘ =0, para i = 1,...,n, entdo as normas
|- |la el |lv sdo equivalentes em 9N, isto €, existem constantes d

e d tais que dlulg < ||u|lv < d'|ulg para todo u em M.

n
Demonstragao 2.4.13 (i) Como u = chwk seque, respectiva-

k=1
mente, pela desigualdade triangular e desigualdade de Cauchy-
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Schwarz, que

[N
[N

fuler < 3 fel el < (Z W)

k=1 k=1

- <Z Iwkl%{>

Deste modo, para obtermos a sequnda desigualdade basta conside-

rarmos d' = (Z |’¢Jk|%_1)

2

Para provarmos a primeira desigualdade, notemos que

(u, ;) = <Z ckwkw]) = Z(l/)wbj)ck = Ajucr.

k=1

Como o conjunto {1j,j =1,2,--- ,n} é linearmente independente

temos que a matriz Ajy, € inversivel, donde cx, = (Ajr) " (u, ;) e

entdo
Zci = Z| k)~ “wj)‘
k=1
< Z| Jk 1 ¢J)|
< S 1A ful s
k=1
= Julf D 1) 7 Pl e
k=1
—1
Deste modo, basta considerar d =1/ Z 12|45 |a.

k=1

(ii) Através do processo de ortogonalizacdo de Gram Schmidt podemos
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considerar um conjunto {y;} ortonormal no produto interno (-, )

ao invés de {¢;}. Logo, dado u € M, temos que ¢, = (u,pr), €

entao

Assim,

Por outro lado,

lull3

IN

n n
u="Y (u,er)pr = Y arpr.

k=1 k=1

|U|%{:/Zak¢kzaz@zd$
Q=1 1=1

n
= E axaprer dr
Q=1

n n
= Zai/ prpr de = Zai.
k=1 79 k=1

- IPh, — OPm,
ar, : A, *dx
/Z 5z, 2= " o,

/ Z QO O, mei dx
Q 81‘]‘ 8xj

k,m=1

- 0Pk, OPm,
m - ~d
Z ara ‘/Q 8a:j (9l‘j .

k,m=1

n

Z agam |l exllvlemllv  (Cauchy-Schwarz)

k,m=1

n n
¢ E Ak < ¢ E ai = clul}y.
k=1

k,m=1

Por hipdtese, ||1;||v < 0o. Logo se u € M, entdo u € V e entio
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vale o desigualdade de Poincaré para u. Consequentemente

dlulag < ||ullv,Yu € M,.

2.5 Teorema de Estabilidade

Teorema 2.5.1 Se todos os autovalores de L tem parte real positiva,

entdo U ¢ condicionalmente assintoticamente estdvel na norma de L*(Q).

Demonstracgao 2.5.2 Seja u wma solugcao do sistema de equagoes para
os campos de perturbacies. E suficiente provar que u tende para zero,
quando t tende para o infinito, sempre que todos os autovalores de L
tém parte real positiva.

Sabemos que u satisfaz a equagio (2.4.2), ou seja

—= + (Lu,u) = 0.

Pelo Lema 2.4.8, L tem uma quantidade enumerdvel de autovalores
tendendo para infinito no lado direito do plano e cada autovalor tem
multiplicidades algébrica e geométrica finitas. Por hipétese estamos
supondo que tais autovalores tem parte real positiva, e entdo eziste
~v >0, tal que se \ é autovalor de L, entdo Re (\) > ~. De posse destes
fatos, consideremos os subespagos M,, e N, como no Lema 2.4.10, de
modo que, se w € H, entdo w = wy + we, w1 € M, we € N, e M,
com dimensdo finita.

Substituindo w = u1 +ug em (2.4.2) temos, devido a linearidade de
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L e do produto interno, que

(9 2
[ulf + (Lug,uz) = —(Luy,us) — (Lug,u1) — (Lug,ug).  (2.21)

Agora vamos estimar cada wma das parcelas do lado direito de (2.21).
Todo operador linear é continuo sobre espacos vetoriais de dimen-

sao finita. Em particular, L € limitado sobre 9M,,, donde existe uma

constante ¢c1 = c1(n), tal que ¢; — o0, quando n — oo e
|Lui g < cilui|m.
Consequentemente, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|(Lur,w1)| < |Lui|m-|uila < e|u i,
|(Luy, u2)| < |Luglg-Juzla < crfurlw.|uz|a.
Seja L* o operador adjunto de L, entdo

(LUQ,Ul) = (UQ,L*U:[) = (’U,Q,Lul) + (UQ, (L* — L)U1>

Como

L*(u) = -Au—-UVu+uVU—-Vp e

L(u) =—-Au+UVu+uVU — Vp

constatamos que (L*—L)uy € um operador diferencial parcial de primeira

ordem e entao existe ¢ > 0, tal que
(L* = L)ui|u < cllualv.
Além disso, M, tem dimensado finita e € gerado por autofuncoes que
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estio em V. Logo, devido ao Lema 2.4.12, existe uma constante d’, tal

que cllur|lv < d'|uilg. Logo, |(L* — L)ui|u < d'|u1|u, e portanto
|(LU2,U1)‘ S (Cl + d/>|U1|H|U2|H

Substituindo estas estimativas para |(Luy,u1)l, [(Lu1, ug)|, | (Lug, u1)|

em (2.21), usando Lema 2.4.10 e a desigualdade
2
ab < @ + eb?
4e

consegquimos a sequinte estimativag

9 Julis , Nl
ot 2 2

< csluslfy + €eualdy, (2.22)

(2.C1 =+ d/)2

c3=|c
com cs <1+ 1e

> tendendo para o infinito quando n — oo

ou quando € — 0.

Escolhendo n suficientemente grande obtemos, da demonstracio do
Lema 2.4.10, que ||uz||3, > c4lusl?y, sendo cy tio grande quanto necessdrio.

Logo, seque de (2.22) que

d |ulf 2 2 d _ G
TR + csluzlf < esluilf, sendo s = 5 € (2.23)
Notemos ainda que |ulfy = Jur + ualfy < 2luil|f + 2|uslfy, e isto
implica que
2 |ulfy 2
|uzlf = S ua g

Substituindo esta estimativa inferior para |uslg em (2.23) garantimos
que

d
%‘uﬁ{ + cslulfy < cslua iy, (2.24)
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e cs, g tendem para infinito quando n — oo.

Agora vamos obter uma estimativa para |ui(t)|m e posteriormente
substitui-la em (2.24).

Seja P, a projecio de H sobre I, considerada antes do Lema

2.4.10. Podemos representd-la da sequinte forma
Po(ult)) =Y Cj(u)p;,

Jj=1

sendo {@1, P2, ..., om} uma base de Jordan para M,,.
Como P, € linear e continua, inferimos que C;(u) € H*. Logo
eriste p; € H*, tal que
m
(u, ©5)e (2.25)

j=1

Segque de (2.25) que (pi,¢;) =0 sei # j e (pi,p}) =1 sei = j.
Ademais, considerando que P, comuta com L e que {p1,02, ..., 0m}
¢ uma base de Jordan para L em M, obtemos que {7, 5, ...,05 1} €

uma base de Jordan para L* em ).
Aplicando P, em (2.6) obtemos
du1
— + Luy + P,(N(u,u)) =0, (2.26)

pois

J=1

" du
=) @j/*@jdﬂ?

= q dt



d duy
= %;U@j QOJ E

Multiplicando (2.26) por ¢}, (no produto interno de H) e denotando

(u, ¢}) por qi(t), podemos afirmar que

d .
;f 4 Lijg; + (PuN(u,w), o) = 0, (2.27)

<d$7902> (d];zu ) ( z::u%% )

2l (w9))es + (w,65) sl i

pois

n

dt
Z(uv @;)‘Pj)a 902)
¥

™
£
©
i
I

,Pr) =

(M
(s

(L(

oK), ¢5)(u, 0;) = Lijq;.

=1
(u,

,?)L(%),WZ)

Agora vamos estimar o termo (Pn(N(u,w)), ) :

(Pr(N(u,u)),01) = (N(u,u), Pr(e}))
= (N(u,u), 1)

= (Pou- V), 6})
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S
%

) /ujuiam)i .
Q

8$j

Notemos que para a obtencdao do sétimo passo, usamos que u tem diver-

gente zero em ), e para a obtencdo do iltimo passo usamos o Teorema

da Divergéncia e o fato que u se anula na fronteira de €.

Logo,
: o)
(V)] < [ fuslul | 75
Q Lj
o@r)i| _ ~
e assumindo que (PL)i < ¢g, temos
8xj

[(N (u, w), 93]

IN

/ g s 2
Q

ngg/(\uj|2—|—|ui|2)dx:Cg|u|%{.
Q

IN

Substituindo esta estimativa para |(N(u,u), ¢;)| em (2.27) obtemos

dgy. 9
T + Lijq; < colulf-
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Podemos reescrever o sistema (2.28) matricialmente

sendo ¢ = (q1,q2, -, qm)T, f(t,z) = (co|ulfy, .., coluly)” e L a matriz

com componentes Ly;.

A solugdo de (2.29) é dada por:

q(t) < e"™q(0) +/ eI f(s,q(s)) ds. (2.30)
0

Como os autovalores de —L tem parte real negativa e menor do que
—7, nferimos, devido a Proposicdo 1.1.3, que existe uma constante

positiva K, tal que,
le7L| < Ke™ 74 (t > 0), (2.31)
sendo |e | = Z Z |(e7 1)1
i

Logo, de (2.80) e (2.31) seque que

t
alt)) < e o)+ cx [ e uffy s, (2:32)
0
sendo |q(t)| = Zqi, a norma Euclidiana.
=1
Notemos que dado uy € M, temos uy = Z u, gaj qucpj,

J
e entdo, pelo Lema 2.4.12, a norma q € equivalente a norma de |||

Deste modo, podemos substituir q(t) por |uilu na equagio (2.32), ob-
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tendo
t
lui (t) g < crlur (0) e " + cs/ 7 u(s) |3 ds. (2.33)
0

Elevando ao quadrado em ambos os lados de (2.33), usando a de-
sigualdade de nimeros reais, 2ab < a® +b?, e a desigualdade de Hélder,

obtemos que

2

t
(O < (C7u1<o>Hevt+c8 / ev<“>|u<s>%1ds>
0

< 23| (0) e+
¢ ¢
22 [/ eV |u(s) 4 ds} [/ eV |u(s) ds}
0 0
< 267 |un (0)[fe ™"+

t t
2c2 [/ eVt ds] [/ eV |u(s) |3 ds} .
0 0

t
Mas como [u (0)ls = [P, (u(0))as < clu(@)fa e | [ 7 as
0

quando t — o0, existem constantes cg € c1o tais que:

<const.

t
a3 < eoe™ 2 u(0) 3 + e / V=9 u(s)|dy ds.
0

Substituindo esta estimativa para |uilm em (2.24), multiplicando

t

pelo fator e®* e em sequida integrando de 0 a t, obtemos

t T
lu(t)|F < crze” " u(0)| + croe™ / / e VT8 |y (s) |3y ds dr.
0 0
(2.34)

Agora vamos estimar a dltima parcela da inequacgdo integral (2.34)
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acIMma.

Pelo fato de c5 crescer com n, podemos assumir cs > 27, e entdo

t T
e’c5t/ / STV T ()| iy ds dr =
0 Jo
t t

:e’cﬁ/ e”ﬂu(s)il{/ el =7 dr ds
0 s

(es=Mt _ ples—7)s
¢ e e
= [ers—est u(s)|% ds
o & —7 lu(s)|f

< cfot e V=) |u(s)|fy ds, pois (cs — 2y > 0).

Logo,

t
(&)1 < exse (03 + cas / V=9 u(s) [l ds.
0

Denotando et |u(t)|} por a(t) obtemos
t
a(t) < c13a(0) + 014/ e % a?(s) ds,
0
cujas solugoes sdo dominadas pelas solugoes de
t
ﬂ(t) = Clgﬁ(O) —|— 814/ 6_’Y862(S) dS
0
Diferenciando (2.36) obtemos

B(t) = crae "B%(t)
B(0) = c130(0)
cuja solugdo é

c137a(0)
v —c140(0)(1 — e=t)’

Bt) =
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Deste modo,

c137|u(0)|ge ™"
v — c14a(0)(1 — e=7%)

s
=
ml\'}
IA

c137|u(0)[ge ™"
v — c140(0)

Portanto, se |u(0)|3 < l, entdo |u(t)|lm — 0, quando t — oo, pelo
C14
menos exponencialmente.

Observagao 2.5.3 Pare dar uma tdéia da demonstracao de que
{1, 05, ., i} € uma base Jordan para L* em 9, consideremos o
fato de que P,, comuta com L (ver [32], pg. 417). Como {@1, g, ..., 0}

€ uma base de Jordan para L em M, podemos considerar

Lip)) = o
L(ps) = @2+
L(ps) = @3+ @q....

Quando M, tem dimensdo um, temos entao L(¢p,) = ¢, e LP,(u) =

P, L(u), logo

(%%0;)991 = (u,@T)L((pl) = (Lua 90?)901 = (U,L()DT)QOI,VU, € D(L)

ou seja, (u, o7 — L*p7) =0, Yu € D(L). Por conseguinte, L*p* = ©*.
Quando M, tem dimensao dois, temos
2
Pu=> (u,0))pi = (u, )1 + (u, 03) 2.

i=1
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Logo,
LPu = (u, ¢1) L1 + (u, 93) L.

Por outro lado,

PLu = (Lu, p})e1 + (Lu, ¢3) .

Segue entGo que

(u, L* 7)1 + (u, L*p3) g2 (Lu, @7 )p1 + (Lu, 03)p2

= (u,97) L1 + (u, p3) Lz

= (u, ] 4+ ¢5)p1 + (u, 93)p2, Yu € D(L).

Logo, L*(p3) = ¢35 e L*(¢7) = @] + ¢5.

O resultado para dimensdo n qualquer pode ser feito por indugdo.

2.6 Teorema de Instabilidade

Teorema 2.6.1 Se L tem pelo menos um autovalor com parte real ne-
gative entdo alguma perturbagio crescerd com o tempo, sendo portanto

a solucao bdsica instdvel.

Demonstragao 2.6.2 Vamos supor, por absurdo, que L tem pelo me-
nos um autovalor com parte real negativa e que a solu¢ao bdsica, U, é
estavel.

Seja u(t) uma perturbaciao. Devido a definig¢do de estabilidade, dado
e > 0, existe 6 > 0, tal que, se [u(0)|m < ¢, entdo |u(t)|m < €, para
todo t > 0.

Através da demonstracao do Teorema de Estabilidade, sabemos que
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u satisfaz
dg;

— + Lijq = fj, (2.37)

sendo QK(t) = (ua QOZ)af] = —(N(U,U),Lp;f), {¢T7¢§av§02} uma base
de Jordan para L* em MM e {¢1, 92, ..., o} uma base de Jordan para

L em 9M,,. Sabemos também que existe c; > 0 tal que

[Fi (O] < erfu(t) |- (2.38)

Além disso, devido ao item (i) do Lema 2.4.12 sabemos que existem

constantes positivas c,c tais que

k
2 2 2
clur()ffr <D lggl* < ¢ (6) - (2.39)
j=1
Seja {11, a, ..., Y} uma normalizag¢io adequada da base de Jordan
que estdvamos considerando para L em M, de modo que a matriz L;;
nessa base (que continuamos a denotar por L;;) possui zeros ou 7y's na

superdiagonal, sendo v um numero positivo arbitrdrio.

Por hipétese, L tem pelo menos um autovalor com parte real neg-
ativa. Assumimos, reordenando se mecessdrio, que os autovalores com
parte real negativa estao nasl primeiras entradas da diagonal da matriz
Lij, 1 < k. Assim, se A é um destes autovalor, entdo Re()\) < —o,

para algum o > 0.

Desta forma:

l l
Re | > Lijaia; | < (o +7) lail*, (2.40)
=1

4,J=1
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k k
Re| > L@ | = (=) Y lail* (2.41)

i,j=1+1 i=l+1

Denotemos

! k
R(t) =" lail*, pt) =D lail*.
i=1 i=l+1
Derivando R(t) e usando respectivamente (2.37), (2.40), (2.38) obte-

mos

o (2.42)

l
= 2Re| Y 4;(= D Lijg; + 1))
i=1

Jj=1 1=

> 2(0 — )R — colul}R=.

Estamos assumindo, por absurdo, que |u(t)|a < €, para algum e > 0
que escolheremos de forma conveniente mais tarde. Assim segue, de
(2.42), que

2(0 — )R — coeluluR?

> 20— )R - co5 (Ju(®) r + B).

Logo,
0

875R(t) > k1R — czelu(t) |3, (2.43)
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sendo ki = 2(0 — ) —c2§5 e c3 = 2.

Integrando (2.43) de 0 a t obtemos

R(t) > R(0) + kl/o R(s)ds — 036/0 lu(s)|3y ds. (2.44)

Analogamente temos

0 .
770 < 2vp + calu(t) o2

< 2y +eas)ptaslu)li
Logo,
O (1) < kap+ coculle, ko= (2 + ea5) “
7 C5€|U |, = Cq4—), C5 = —.
atﬂ > Rap H> 2 gl 45 B)
Integrando esta wltima equacao de 0 & t seque que
t t
p(t) < p(0) + ko / p(s)ds + C5€/ lu(s)|3; ds. (2.45)
0 0

Subtraindo (2.45) de (2.44) resulta que

Ri)—plt) > [R(0) = p(0)] + &y / R(s

*kg/ dsfec6/ lu(s)|% ds.
0

(2.46)
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k
Por outro lado, como uy(t) = Z%‘wu temos
i=1

k
Z ¢iq; (i, i_])

ij=1

k
= Z\%‘F
i=1
! k
= Z\Qi|2+ Z gl
i=1

i=l+1

|ua 3y

(2.47)

= R(t) + p(t).

De maneira andloga a obtencdo da equagio (2.35), obtemos que

t

u(®)lf < e |u(0)fr + 07/0 e iy (5) [y ds. (2.48)

Substituindo (2.47) em (2.48), e integrando de 0 a t, inferimos
¢

[ udr < @ fye s
0

t T
+C7/ / e~ (R(s) + p(s)) ds dr,
0 Jo

donde, seque que

| dr < ol + e [ (B ps) ds. (249
0 0
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Assim, estimando (2.46) através de (2.49) obtemos:

R()—plt) > [R(0) = pl0) — ecsa u(0) ] + ks / R(s) ds—

—k:g/o p(s)ds — 6012/0 (p(s) + R(s)) ds.
(2.50)

Notemos que, usando (2.47), temos

|u(0)[5 Jur + ualfy < 20wl + 2fualy

IN

2.(R(0) + p(0)) + 2[uzlgy

= c13(R(0) + p(0)) + 2fus|f-

Deste modo, podemos reescrever a estimativa (2.50) da seguinte

forma:

R(t) = p(t) = [R(0) = p(0) — 2ec1]uz(0)|f — 2ecrrcrs(R(0) + p(0))]+

k1 fot R(s)ds — k2 fot p(s)ds — eci2 fot(p(s) + R(s)) ds.
(2.51)

Escolhendo €,v, tomados inicialmente, tao pequenos quanto seja

necessdario para que 2€ci1C13 € 2€cq1 sejam menores do que % e para

que

k1R — kop — ecia(p + R) > k3(R — p),
para algum ks > 0 e para todo R,p > 0, seque que:

(R(t) —p(t)) = [R;O) - 3,02(0) - |u2(§)|H] + kg/o (R(s) — p(s)) ds.

(2.52)

Vamos assumir agora que a perturbagdo u(t), tomada no inicio da
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demonstracao, € pequena o suficiente para satisfozer

> 0.

RO 30) Oy
: >

R(0)
2 2 4

Deste modo, seque de (2.52) que

R(0)

(R(t) = p(t) > = + ks /O (R(s) - pls)) ds,

ou seja,

(olt) - R0 < - 4 g, / (p(s) — R(s)) ds. (2.53)
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall em (2.53) inferimos que

(—R(t) + p(t)) < _@ okt
ou seja,

R(t) > Rio) ekat, (2.54)

Finalmente, devido as desigualdades (2.47) e (2.54), temos

R(0)

kst
(& .
4

|u(t)[fr > clur ()7 > R(t) >

Isto é uma contradigdo, pois haviamos considerado |u(t)|g < ¢,Vt > 0.

2.7 Conclusoes

Pelo Teorema de Estabilidade temos que estabilidade linear implica

em estabilidade condicional assintética. Justificamos deste modo as
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evidéncias experimentais que mostram que a Teoria Linear é uma boa
aproximacao. No entanto, ressaltamos que nao temos controle sobre
quao pequena deve ser a perturbacao inicial para que isso aconteca,
uma vez que ela depende da constante c14. Por este motivo, em geral,
este resultado nao é muito aplicével.

O grande mérito da Teoria Linear é o Teorema de Instabilidade, pois
ele garante que instabilidade linear implica em instabilidade para per-
turbacdes de tamanho inicial arbitrario e ndo apenas para perturbacoes
suficientemente pequenas.

Um ponto a destacar na Teoria linear é que fixamos um ntmero de
Reynolds, e analisamos se ocorre estabilidade ou instabilidade para ele.
Por tras deste fato esta o trabalho de encontrar o nimero de Reynolds
que é o limite entre os regimes estaveis e instaveis do escoamento.

Evidéncias experimentais mostram que escoamentos com baixo ni-
mero de Reynolds, isto &, escoamentos com viscosidade cinemaética alta
e ou velocidade caracteristica baixa, sao estaveis. Deste modo, é con-
veniente procurarmos o menor nimero de Reynolds que garante insta-
bilidade acima dele. Na literatura denotamos este nimero de Reynolds
por Rp.

Lembramos que em nosso desenvolvimento da Teoria Linear con-
sideramos o nimero de Reynolds igual a um, simplesmente a fim de

evitar carregar este fator.
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Capitulo 3

O Método da Energia

Seja v um campo de velocidade satisfazendo o sistema de equagoes

para os campos de perturbagdo. Definimos sua energia cinética por

E(t) = %/Quz(az,t) dz.

Se garantirmos que a energia cinética de u tende a zero quando t
tende para infinito, entdo estamos garantindo que u tende a zero, na
norma de L2(Q)". Deste modo, a fim de estudar a estabilidade de
um escoamento basico, podemos estudar o comportamento da energia

cinética das perturbacoes.

O Método da Energia é um método que permite-nos estudar justa-
mente a evolugao da energia cinética da perturbagao no tempo. Ele con-
siste, resumidamente, em obter estimativas para solucoes de equagoes
diferenciais parciais, no nosso caso, as solugoes do sistema para as per-
turbagoes (2.12). Este método ndo descarta o termo néo-linear durante

sua andlise, e por este motivo é também conhecido como um Método
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nao-linear.

O interessante é que este método complementa os resultados apre-
sentados no capitulo anterior, pois ao contrario do Método linear que
nos traz condigoes suficientes para o ocorréncia de instabilidade, este
nos traz condicoes suficientes para a ocorréncia de estabilidade de um
escoamento béasico, com relagao a perturbagoes de tamanho inicial ar-
bitrario. Além disso, ele ndo é usado exclusivamente para a analise de
estabilidade, ele também ¢é 1til, por exemplo, para provar unicidade e
existéncia de solucoes.

Os primeiros registros da aplicagdo do Método da Energia sao de
Osbourne Reynolds em 1895, William McF. Orr em 1907 e ainda no
final do século IXX, pelo matemético russo A. M. Lyapunov.

Apresentaremos resultados devidos a James B. Serrin de 1959 para
dominios limitados e posteriormente, uma reformulacio devida & Stephen
H. Davis e Christian V. Kerczek de 1973, que pode ser considerada tam-
bém para dominios nao-limitados.

A primeira secfo, a seguir, é dedicada a obten¢do de uma estimativa
para a taxa de variagdo com o tempo da energia cinética da perturbacao.

Ela sera fundamental para a obtencao de resultados posteriores

3.1 Identidade fundamental para a energia

Nesta se¢ao vamos apresentar uma identidade para a taxa de va-
riacdo da energia de uma perturbacao no tempo. Ela é devida a
Reynolds e Orr. Lembremos que estamos considerando €2 um con-
junto aberto, conexo, limitado de um lado da fronteira e com fronteira
de classe C?, (U,P) € VN H?(Q)" x H'() um escoamento bésico
estaciondrio e (u(t),p'(t)) € VN H2(Q)" x HY(Q), um campo de per-
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turbacoes.

Teorema 3.1.1 (Identidade fundamental para a energia) Seja

m=(U, P) um escoamento bdsico e (u, p’) wm campo de perturbacades,

entao
d

—E(t) = —/ u.Dudr — 1// Vu : Vudz,
sendo que D := %(VU + VUT) e denomina-se tensor taza de defor-

magdo assoctado ao escoamento bdsico m.

Demonstracgao 3.1.2 Mostraremos primeiro que derivando a energia

cinética de u, com relagao a t, obtemos

dE aui
dt Q(t) [u'j%jUi -

8ui
aZL'j

)?] d. (3.1)

Denotaremos U* =U +u e P* =P +9p'.

As equagoes que modelam os escoamentos m e m* = (U*, P*),

usando a conven¢ao da soma, sdo, respectivamente,

oU; . 9 _1<ap) QU

o "Yiar, = o \ow) TV

our —&—U*an* _ Ll jopr +V82U£k
ot 79z, p \ Ox 8;1:? '

Subtraindo estas equagoes e denotando p := (P — P*)/p, temos

%+u.%+[j*aui —_@_A'_l/%
ot !0z 1 0x;  Ox 0x2’

J

(3.2)

Multiplicando (3.2) por u;, escrevendo em forma de divergéncia e

83



usando que U, U* e u tem divergente zero, obtemos:

.1, 0 15 . Ou;
E(iu”) ij[_u?’ujUz — iuin —ujp—|—1/u,8xj]—|—
. Ou; I ou; 2 (3.3)
an I al’j '

Deste modo, integrando (3.3) sobre Q(t), usando o Teorema da Di-

vergéncia, e o fato de u se anular sobre a fronteira, seque que

ou; ou; |5
[ = [ G 6

Por outro lado, utilizando o Teorema do Transporte de Reynolds, e

o fato de u se anular em 02, obtemos

d 9 0 /
ul*de = ul?) dx + ule, ds
i foy 2 s [ S
(3.5)
= [ aGh e

Portanto, (3.1) seque de (3.4) e (3.5) e a identidade fundamental

seque de (3.1) aplicando o Teorema da Divergéncia no primeiro termo.

Observagao 3.1.3 Através da identidade fundamental podemos obser-
var que o sequndo termo do sequndo membro contribui para o decai-

mento da energia da perturbacdo, pois € sempre negativo.
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3.2 O Método da Energia segundo Serrin
35]

Teorema 3.2.1 Seja Q(t) uma regiio ocupada por wm fluido viscoso
incompressivel e contido em wma esfera de didmetro L. Seja U(z,t)
uma solugdo do sistema de equagioes de Navier-Stokes em Q(t) que sa-
tisfaz a condigdo de contorno U = Ug(x,t) sobre 9Q(t) e Uy uma cota
superior para |U| em Q(t), para todo t. Supomos que existe uma outra
solucdo U*(z,t) que satisfaz & mesma condicgo de contorno citada,
mas U e U* satisfazem condicdes iniciais distintas. Entdo, a energia

cinética, E, de w =U" — U satisfaz:
E(t) < EgeUii=3m*v*/L)t/v.
sendo Eq = E(0).

Demonstragio 3.2.2 Inicialmente observemos que u = 0 sobre 0(t)

e que vale (3.1), ou seja,

ae_ [ o, 2
dt Q(t) jafﬂj

Ou; 2
U, — V(&L'j) ] dx.

Notemos que, para todo A;j, temos

Ou; Ou;

2
24, A2 > 0. .
()7 + 24, 200 4 > a6
Em particular, escolhendo A;j; = _U;“j , obtemos
Ouy; 1 1 ,0u;\2
Uit —- < — U242 + ~ ). .
ujaxj =9, it * ZV(axj) (3.7)
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Usando (3.7) como uma estimativa para (3.1), resulta que

dE 1 Ou; 1 Ou;
22 U2 - 2 Ld<U / ) da.
i S 0B =G de < ke - 5 [ (G ae
(3.8)
Por outro lado, escolhendo A;; = hju; em (3.6), sendo h; escolhida

de maneira adequada posteriormente, obtemos que

3ui
((“)xj

Ou; hiu; = i(hju?)— ‘u? —|—u% (3.9)

2
> Rt _
) 2 iy oz, "o

Integrando (3.9) sobre Q(t), usando o Teorema da Divergéncia e

notando que u; = 0 sobre 052, temos

/(g“f)zdxz/(dwh—|h|2)u§d:c.
0 0T Q

Deste modo, se existir h(wz,t) tal que (divh — |h|?) > 3(%)2 em Q(t),

entdo

" aul 2.371'2
/(ax‘)dez o B(), (3.10)
J

e consequentemente estimando (3.8), através de (3.10), obtemos:

dE 1 7r21/2
— < (U3 — ) E
dt —_ V( M L ) Y
donde, ao multiplicarmos pelo fator integrante e~ (Uii— “ 7 t, seque a

conclusao do teorema.

Mostremos agora que existe a funcao h, isto é, vamos mostrar que

L
h(r) = Itg (%T) er, 1< 3

satisfaz as condi¢des exigidas acima.
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Note que h estd em coordenadas esféricas e possui apenas a coorde-
nada radial.

Ser < L, entio h(r) é diferencidvel e

divh — |h|? = (%)2 (1 + jotgxo) >3 (%)2

sendo xo = .
| |

Deste teorema seguem dois resultados muito importantes em Esta-
bilidade Hidrodindmica. O primeiro, nos oferece condicoes suficientes
para o ocorréncia de estabilidade através do método da Energia, in-
dependendo da geometria do dominio e do tamanho inicial da per-
turbacdo, sendo por estes motivos denominado um Critério Univer-
sal de Estabilidade. FEle apresenta um ntmero de Reynolds critico
R e(Reynolds da Energia), tal que todo o fluido ocupando €2 é estével
quando o ntimero de Reynolds R é menor do que Rg.

O segundo resultado é a respeito da unicidade da solucao basica
estacionéria, sempre que o fluido ocupa uma regiao () limitada e o

escoamento satisfaz certas restricoes.

UpuL
de um escoamento

Corolario 3.2.3 Se o nimero de Reynolds
bdsico, satisfazendo as hipdteses do teorema acima, for menor do que

T3, entio E(t) — 0 quando t — 400, e 0 escoamento bdsico € estdvel.

UmL
M2 < 73, entio (U2, —
v

3m2v?/L?) < 0, donde seque que, E(t) — 0 quando t — +oo.

Demonstragao 3.2.4 Basta notar que se
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Observacao 3.2.5 FEstando dentro das hipdteses do Teorema 3.1.1,
UmL

v
V3. Por este motivo podemos definir mv/3 como um nimero de Reynolds

garantimos estabilidade da solugcdo bdsica sempre que R := <
critico. No entanto, esta estimativa para a ocorréncia de estabilidade
nao € necessariamente étima, ou seja, € possivel do escoamento manter-
se estdvel para R > REg, pois poderiamos ter escolhido wma funcgao h,
durante a demonstragao do teorema acima, que permitisse uma estima-
tiva melhor na equagao (3.10). E'm seguida veremos reformulagées do

Método da Energia que permitem outras estimativas.

Corolario 3.2.6 Seja Q) uma regidgo fiza ocupada por um fluido, de
modo que, S estd contida dentro de uma esfera de didmetro L. Sejam
U e U* duas solugoes estaciondrias das equacoes de Navier-Stokes em
Q, ambas com a mesma velocidade Up(x) sobre a fronteira de Q2. Seja
Un uma cota superior para U em Q). Entdo, se R = % < 7V/3, os

dois escoamentos sao idénticos, isto é, U = U™,

Demonstragao 3.2.7 Seja u = U* — U. Vamos supor, por absurdo,
que u # 0. Deste modo, E(t) = % Jo |u|? = ¢ # 0, pois u nio dependente
de t. Logo, Ey = E(t) # 0,Vt > 0.

Pelo Teorema 3.1.1 temos E(t) < Eo.e(UI%I_?’”Z”Z/LZ)f,Vt >0e
devido ao fato de Ey = E(t) # 0,Vt, segue que

1< eUR=3m/L3 Ty > .

Esta dltima desiqualdade caracteriza wm absurdo, pois se R < mw/3
temos (Uz; — 3m2v2/L?) < 0, e entdo nio consequimos manter o se-

gundo membro maior do que 1 para valores suficientemente grandes de

t. Logo u =0 e o resultado segue.
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3.3 Reformulagao do Método da Energia se-
gundo Davis e Kerczek [7]

Sejam m = (U, P) uma solucio basica estacionaria e u € V uma
perturbacao para o sistema de Navier-Stokes, entao vale a igualdade

fundamental da energia:
1d 9
—— | Ju(z,t)|*dr = — | w.Daudx —v | Vu:Vudz,
2dt Jo Q Q
sendo que D := %(VU—FVUT) e denomina-se tensor taxa de deformacao

associado ao escoamento basico m.

Definimos em V o seguinte funcional:

JouDudz+v [, Vu: Vudz
G(u,U) = =2 T |u|22x . (3.11)
Q

G assume seu valor minimo em V, isto é, existe

A= min G(u,U). (3.12)

A prova desta afirmacao ¢ andloga a prova de que

B fQ Vu: Vudx
g(u) - fQ ‘U|2 d{E

assume seu valor minimo v em HE(Q)", cuja idéia de demonstracio
encontra-se no infcio da secao 1.8.

Multiplicando e dividindo a igualdade da energia por fQ |u|? du,
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supondo A > 0 e usando (3.12) como uma estimativa superior, obtemos

2dt/\umt|2daj< /\/|u:ct|2dx (3.13)

Multiplicando (3.13) pelo fator integrante 2!, segue que

d 2\t 1 / 2
- v <
t(e 3 |u(z, t)|* dx) <0

donde inferimos que €3 [0 |u(x,t)|? dz é ndo crescente, ou seja,

1 1
f/ (i, £)[ dar < f/ lu(z, 0)[2 dz =M.
2 Ja 2 Ja

Provamos entao o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 Se o minimo \ do funcional G é positivo, entdo o

escoamento bdsico m € incondicionalmente assintoticamente estdvel e
E(t) < FEpe™ 2
é vdlida para todas as solugdes do sistema das perturbagaoes.

Observacao 3.3.2 Se o escoamento bdsico nio € estaciondrio, entdo

o valor minimo do funcional G depende de t. Deste modo, inferimos
E(t) < Ege~ Jo M) ds,

Logo, nesse caso, obtemos estabilidade assintdtica para o escoa-
mento bdsico se

lim [ —A(s)ds = —o0.

t—o0 0
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3.3.1 Problema de autovalor associado ao Método

da Energia

A principio, sabemos apenas que A\ = Iul(lc_l\r} G(u,U), mas nesta sub-
secao vamos caracterizé-lo como o primeiro autovalor de um funcional
linear. Desta forma reduziremos o estudo do Método da Energia ao
estudo de um problema de autovalor, analogamente ao que ocorre na

Teoria Linear.

Seja ug a funcdo em que G assume seu valor minimo A, isto é,
A=min G(u,U) = G(up,U).
min G(u, U) = G(uo, U)
Entao para todo t real e para toda g € V, temos

G(up +tg,U) > A.

Deste modo, ¢(t) := G(ug + tg,U) tem um minimo em ¢ = 0 e

(C(i;f)f,:o =0. (3.14)

consequentemente,

Logo, como

p(t) = (V/VUQIVUodZ‘+t2V/Vgtvgdl‘+2tV/VUQngdl‘
Q Q Q

+t? / g.D.gdx + / ug.D.ug dx + 2t/ ug.D.g da:)/ (ug + tg)? dx
Q Q Q Q

segue, por (3.14), que

(/ u%dw) (2/ VuO:ngx+2/ uo.D.gdm>
Q Q Q
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— <V/Vu0 :Vug dﬂc—i—/ uo.D.ug dx) (2/ uo.gdx) =0.
Q Q Q

Dividindo-se esta equacio por 2 [, uj da obtemos
/Vuo :Vgdx + / ug.D.gdx =
Q Q

v fQVuo :Vug dxr + fQ ug.D.ug dx

= Uug.g dx.
{ fQu%dx }/Q 0

Identificando a quantidade entre colchetes com G(ug,U) = A, segue

que:

/Vuo : ngm—l—/uo.D.gdx:)\/ ug.g dz. (3.15)
Q Q Q

Mas Vug : Vg = (div (Vug.g) — Aug g), entdo, substituindo esta

expressao em (3.15) e usando o Teorema da Divergéncia, obtemos

Jo —Auggdz + [ ug.D.gdx = X [, ug.g dz,

ou seja,

/ (—Aug + up.D — Aug).gdx =0, Vg € V.
Q

Como esta ultima igualdade vale para todo g € V temos, pela

Proposigao 1.2.6, que
(—AUO + UO.D — /\UQ) = Vp,

para algum p € H'(Q).
Logo A e ug sdo, respectivamente, autovalor e autofun¢ao do seguinte

problema
—AYp+9.D—-Vp=X

divey) =0, 1t = 0 sobre 01.

(3.16)
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E possivel mostrar ainda que os autovalores de (3.16) formam um
sequéncia de numeros reais tendendo para o infinito e podemos associar
A com o primeiro autovalor.

Portanto, se o primeiro autovalor do problema (3.16) & positivo,

entdo o escoamento béasico é estavel.

3.3.2 Outro Critério Universal de Estabilidade

Na se¢ao 3.1, ja obtemos um Critério Universal de Estabilidade, e
agora, como consequéncia do Teorema 3.3.1, vamos obter outro, através
de uma estimativa para .

Consideremos um escoamento bésico m ocupando uma regido {2
limitada e a seguinte desigualdade de Poincaré, provada por L. Payne

e H. Weinberger, valida para toda v € V.

2
/ u? da < d—/ Vu : Vudz, (3.17)
Q a Ja

sendo a ~ 80, d = diam (.

Seja ¥ a autofuncao associada a A, entdo usando (3.17) e denotando

k = max |D;j|, segue que
i

~ (JoDApdx+v [V : Vipda) av
- Jo v o e
pois
—/ b.Dd / .D.| dz
Q < Ja

/Qq/ﬁ dr /Qqﬁ d
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/ [ Dij;| dx
Q

/¢2dx
Q
k [il[;| dx
I

/dex

Q

1 " 1
k 222_:/9|¢7:|2d$+22j:/9¢j|2d1’

< =k.
- Jo¥?dx

IA

Pelo Teorema 3.3.1, se A > 0, entdo o escoamento bésico é estéavel.
Para que isso ocorra basta que (— k+ %) > 0, ou seja, @ < a ~80.
Definimos, deste modo, ’“—52 como um nimero de Reynolds R para m e
« um numero de Reynolds critico Rg.

Em geral, a também nao é um ntmero de Reynols critico considera-
do 6timo, pois m pode continuar a ser estével para R > a, mas o inte-
ressante deste resultado é que ele garante a estabilidade do escoamento
basico independente da forma do escoamento bésico e da geometria do
dominio. Por esta razao também conhecido como Critério Universal de
Estabilidade.

Para obtermos critérios de estabilidade melhores é necessario ana-

lisar as Equacoes de Euler-Lagrange associadas a equacao (3.12).
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Capitulo 4

Relacoes entre a teoria

linear e a nao-linear

4.1 Os problemas de autovalor

O objetivo principal deste capitulo é estudar as conexoes e diferen-
cas existentes entre as teorias linear e nao-linear, vistas nos capitulos
anteriores.

Sabemos, através dos capitulos 2 e 3, que ambas as teorias, linear
e nado-linear, estao associadas, respectivamente, ao estudo do sinal dos

autovalores dos seguintes problemas:

—vAY +UNVY + 9. VU + Vp = o9
diviy =0 em Q (4.1)
Y(x) =0 em ON.
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—vAY + Y. D+ Vo= up
divyy =0 em Q (4.2)
Y(x) =0 em ON.

Vimos que se o primeiro autovalor de (4.1) é positivo, entdo todos
sdo e o escoamento bésico é estavel condicionalmente assintoticamente,
ou seja, é estavel linearmente. Se ocorrer de pelo menos um autovalor
ser negativo entao o escoamento basico é instavel & perturbagdes pe-
quenas e consequentemente é instavel, ja que, para ser instavel basta
que o seja para alguma perturbacao.

Vimos também que se todos os autovalores de (4.2) sao positivos
entao o escoamento é estavel a perturbacoes de tamanhos arbitrarios,
ou seja, é estavel nao-linearmente. Por outro lado a teoria nao-linear é

completamente silenciosa com relacao a ocorréncia de instabilidade.

4.1.1 Estabilidade nao-linear implica em estabili-

dade linear

Nesta subsecao mostraremos que se o primeiro autovalor do pro-
blema (4.2) é positivo, entdo o primeiro autovalor do problema (4.1)
também é. Deste modo, provaremos rigorosamente o seguinte fato que
é intuitivo fisicamente: se um escoamento basico é estavel para pertur-
bacoes de tamanho arbitrario, entao também serd para perturbacoes
pequenas, de modo que a estabilidade nao-linear sempre implica na

estabilidade linear.

Lema 4.1.1 Seja p um autovalor do problema (4.1) e v uma auto-
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funcdo associada. Entdo:

Vo VU Vide + [o¢.Dyda

Re (p) = fQ s

Demonstragao 4.1.2 Introduziremos os sequintes operadores
Lsp = —vAY+9.D e Ly =90 + UV,

sendo U o campo de velocidade bdsico, Di; = 3(U;; + Uj;) e ©;; =
3(Uij = Uji)-

Notemos que, devido a simetria de D, temos
0.D .. (4.3)

Fazendo uso da igualdade Aa.b = V.[Va.b] — Va.Vb, e Teorema da

Divergéncia consequimos
/ AYp.pdr = / Ap.apdr. (4.4)
Q Q
De posse de (4.3) e (4.4) inferimos que Ls € um operador simétrico
/L5¢.¢dx = / Y.Lspdx, Vip,p € V.
Q Ja
Analogamente oblemos que L € anti-simélrico
/ Layp.odr = —/ V.Lapdr, Vi, p V.
Q Q

Usando os operadores Ls e L, podemos reescrever o problema de
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autovalor (4.1) da sequinte maneira

Ls(¥) + La(y) +Vp =y
diviy =0 em Q (4.5)
Y(x) =0 em ON.

Multiplicando a primeira equacio de (4.5) por v, inlegrando sobre

Q, e usando que Vp é ortogonal a ), obtemos

Aﬁaw@m+4Lﬂw@m:u4wﬁm

Consequentemente

1}&@@@+/Lﬂw@m

Q

/mwx
Q

Mostremos agora que [¢, Ls(1).¢ dz é um niimero real e [, La(1). dx

=

€ um ndmero imagindrio puro, pois se assim for, teremos mostrado que

/ Ls()apde v | Vy:Vdr+ | .Dapde
Q _ _Ja Q

) JRE JRCRE ’

como quem’amos.

Re (n)

Para mostrar que fQ Ls (). dx € real, notemos que, devido a sime-

tria de Lg, temos



E por fim, devido a anti-simetria de L4, temos

/Q La()Pda = — / La(®).$ da,

Q

donde / La(Y)apdx é um niimero imagindrio puro.
Q

Lema 4.1.3 Os autovalores do problema (4.2) sao reais.

Demonstragao 4.1.4 Usando Ls podemos reescrever o problema (4.2)

da seguinte forma

Ls(¥) + Vo = oy
divyy =0 em Q (4.6)
P(z) =0 em ON.

Multiplicando a primeira equagdo de (4.6) por 1, integrando sobre

Q, e usando que Vi € ortogonal a 1, obtemos

[ stoyide=o [ joPa.

Consequentemente,

/ Ls($)3 da
Q

o= ——F-

/Q ]2 da

Pela demonstracao do lema anterior temos que / Ls(¥).)dx é um
Q
numero real, donde concluimos que o € real.
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Teorema 4.1.5 Se o primeiro autovalor do problema (4.2) € positivo,

entao o primeiro autovalor py do problema de autovalor da teoria linear

tem parte real positiva.

Demonstracao 4.1.6 Do Lema 4.1.1 temos

/le Vq/)ldx+/w1D1/)1dx

/ ¢ [* dz

FEscrevendo 1, = a + ib, substituindo acima e observando que as

Re () =

partes complexas se cancelam, obtemos

y/Va:Vadx+/a.D.adm
Re(m) = —=2 2 +

/azdw+/b2daz
Q Q

Vb : Vbdx +/ b.D.bdzx
Q

/azdm—l—/de:c
Q Q

(/aDada:—i—l// Va: Vada:)//ga2dw+
</adm/bdm) /adm

(/ b.D.bdm+u/Vb:Vbdm)//b2dm
+ Q Q Q
(/ b2dx+/b2dx)//b2dm
Q Q Q
/anx /b2dm
2 A Q Q

+A

/az—i—bgdx /a2+b2da¢
Q Q
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Deste modo, se A > 0, entdo Re(u1) > 0.
Notemos que a majorac¢do acima é possivel pois \ é o valor minimo

assumido pelo funcional

u/Vu:Vudx—i—/u.D.udx
_ Q Q _

/ |u|? dx
Q

G(u)

Agora vamos ver que, se o primeiro autovalor da parte simétrica de L
é positivo, entao o escoamento é estavel nao-linearmente. Consequente-
mente teremos que, se o operador L da teoria linear for simétrico entdo

ele ofertara os mesmos limites para estabilidade que a teoria ndo-linear.

4.1.2 Simetria

Nesta subsecao mostraremos que o problema de autovalor da teoria
nao-linear esta relacionado com a parte simétrica do problema de auto-
valor da teoria linear. A fim de explicitar esta relacdo, denominaremos

os operadores de (4.1) e (4.2) respectivamente por L e Lg, isto é:

—VAY + UNY +.VU + Vp e
—VAY +9.D + Ve,

Ly
Lgy

e usaremos o0s operadores introduzidos no inicio da demonstracao do

Lema 4.1.1:

L) = —vAYp +9.D e Lap =10 + U.V.
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Uma simples observacao aos problemas de autovalores acima, permi-
te-nos escrever L = Ly + Ls+ Vpe Ly = Lg + V. Logo, podemos
concluir que, o problema de autovalor da teoria nao-linear, a menos
da parcela Vp, é a parte simétrica do problema de autovalor da teoria
linear. Consequentemente, os resultados obtidos pelas duas teorias co-
incidem quando a parte nao simétrica de L é nula. Podemos também
afirmar nesta situac@o que, se ocorre estabilidade pelo método linear,

entao o método da energia também implicara estabilidade.

Agora vamos ver, dentro de um contexto mais geral que, se o primeiro
autovalor da parte simétrica de L é positivo, entao o escoamento é es-

tavel nao-linearmente.

4.2 Formulacao Abstrata

4.2.1 Situacao Geral

Seja H um espago de Hilbert com um produto interno (-,-) e a

norma associada | - |. Consideraremos o problema de autovalor abaixo:
ut + Lu + Nu =0, u(0) = uo, (4.7)

sendo L um operador linear possivelmente nao-limitado, N um ope-
rador nao-linear com N(0) = 0, de modo que, (4.7) admite a solucao

nula. Assumiremos também que:

(i) L é um operador fechado, densamente definido, e tal que para
algum X\ € C, (L — M)~! é compacto, isto é, L é um operador

com resolvente compacto.
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(if) A forma bilinear associada com L é definida (e limitada) sobre um
espaco de Hilbert H, imerso compactamente em H. Denotaremos

a norma de H, por | - |..

(iii) O operador ndo-linear N satisfaz

(N(u),u) >0,Yu € D(N),

sendo que, D(N) denota o dominio de N.

As afirmagdes do item (1) constituem as hipoteses do Teorema 1.1.23.
Esta proposicao garante que o espectro de L consiste inteiramente de
um conjunto enumerével de autovalores {0y, }nen, com multiplicidades
finitas e tais autovalores apenas podem se acumular no infinito. Logo

podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 O espectro de L consiste inteiramente de um conjunto
enumerdvel de autovalores {on tnen com multiplicidades finitas e tais

autovalores podem apenas se acumular no infinito.

Em geral, o operador L nao é simétrico, donde seus autovalores nao
sdo reais, mas devido ao fato deles formarem um conjunto enumeravel,

podemos ordené-los do seguinte modo

Re(o1) < Re(o3) < Re(o3) <---Re(o,) < ---

Inseridos neste contexto, vamos apresentar defini¢oes abstratas de

estabilidade linear e ndo-linear para a solugdo nula de (4.7).

Definicao 4.2.2 A solugdo nula de (4.7) é dita ser linearmente estdvel

se Re(o1) > 0.
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Defini¢ao 4.2.3 A solugdo nula de (4.7) é dita ser ndo-linearmente

estdvel se
Ve > 0,30(e) >0, tal que |ug| < = |u(t)] <e.

Além disso, ela ¢ dita ser assintoticamente ndo-linearmente estdvel, se
existe v € (0,00], tal que
[uol <y = lim |u(t)] = 0.

E por fim, ela é dita ser incondicionalmente nao-linearmente estdvel se

v = oo.

Devido ao fato de L néo ser necessariamente um operador simétrico,
vamos supor que L pode ser decomposto na soma de operadores Li e

Lo, tais que,

(i) L =1Ly + Lo.

(ii) Lj é simétrico, com resolvente compacto.
(iii) Lo é anti-simétrico e limitado em H.,.

Portanto, como o operador L; tem resolvente compacto, vale um
teorema analogo ao Teorema 4.2.1 para L;, mas desta vez sabemos
que os autovalores, que denotaremos por \,, sdo reais, pois L; é um

operador simétrico. Podemos enumera-los entao da seguinte maneira
AL S A SAg <A <

Consideremos agora a forma bilinear, L1 [p, ¢| = (L1p, ¢), Vo € H.,,

associada & Ly. Vale para Li[p, ] o seguinte resultado, analogo ao
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Teorema 1.3.1, do Capitulo 1.

. L[, L
Lema 4.2.4 O funcional % assume seu valor minimo em H, em

uma autofuncdo @ normalizada associada ao autovalor Ay, e

~ Lo, ]
A =L = — .
1 1[907;01 Jrelgil* ‘<P|2

Teorema 4.2.5 Se A1 > 0, entdo a solugio nula de (4.7) € incondi-

cionalmente nao linearmente estdvel.

Demonstragao 4.2.6 Multipliquemos ambos os lados de (4.7) por u,

através do produto interno de H

1d
——|u|® + (Lu,u) + (Nu,u) = 0. (4.8)
2dt

Notemos que (Lou,u) = 0, pois Ly € anti-simétrico. Entdo, como L =

Ly + Lo, (Lou,u) =0 e (Nu,u) > 0, seque de (4.8), que

1d (Lyu, u)

§%|u|2 + e |ul> <0, em H,. (4.9)
Pelo Lema 4.2.4 temos que A1 < (LllTTQU) Substituindo esta estima-
tiva em (4.9) obtemos
1d
—— +A)|u? <o0.
(3 0+ M)l <0

Consequentemente

[u(t)] < Juol.e™ ™",

donde o resultado segue, jd que estamos supondo A1 > 0.
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4.2.2 Operador Simétrico

Teorema 4.2.7 Se Ly = 0, entdo a solugdo nula de (4.7) é incondi-
cionalmente nao-linearmente estdvel, se ela for estdvel pelo método li-

2

near, isto €, estabilidade linear implica em estabilidade nao-linear.

4.2.3 Operador Simetrizavel

Iniciemos esta subsecdo com algumas defini¢oes.

Definicao 4.2.8 Dizemos que um operador linear satisfaz o princi-
pto da troca de estabilidade se o seu primeiro autovalor satisfaz a

sequinte propriedade
Re(o1) =0= Im(cy)=0.

Definicao 4.2.9 Dizemos que um operador linear satisfaz o principio

da troca de estabilidade forte se todos os seus autovalores sao reais.

Observagao 4.2.10 O principio da troca de estabilidade forte é um

caso particular do principio da troca de estabilidade.

Consideremos o problema de autovalor (4.7). O operador linear L,
a principio ndo é simétrico com relagdo ao produto interno de H, (-, ),
mas caso valha o principio da estabilidade forte, vamos supor que L
torna-se simétrico com relacdo a um novo produto interno < -,- >, tal

que a norma associada a ele (|| - ||) é equivalente a norma | - |. Logo,

< Lo,y >=< ¢, Ly >¥p,9 € D(L).
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Vamos assumir também que a forma bilinear L'[¢, ¢] associada a L,

com relagao ao novo produto interno, admite a seguinte decomposicao

L'lg, ] = 1(¢,9) + D(¢,7),

sendo que, I, D sao formas bilineares limitadas e simétricas em H, e
1(¢,¢) < c1|9][], (4.10)

D(6.) > clo|. (4.11)

Tendo em vista que L é simétrico com relacdo & < -,- > e que
estamos assumindo que seus autovalores sao todos reais, vale o seguinte

resultado, analogo ao Lema 4.2.4:

Lema 4.2.11 Seja ¢ uma autofuncio normalizada de L associada ao

autovalor o1. Entao

- = L', ¢]
o1 = L'[¢, 9] = min ——=.
I AL
Lema 4.2.12 Se (4.10) e (4.11) sdo vdlidas, entdo existe ¢ € H,, tal

que:

max{ 11, 9] } _ IR 1
YEH .

D[y, ] D[},9] R’

Demonstracao 4.2.13 Do Lema anterior e das equagdes (4.10) e (4.11)

I, ] o L
obtemos que {— ,¥ € H,} é limitado, entao existe ¢ € R, tal
e o © M
que,
1Ty, 9]
sup {— =¢< 00
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Deste modo, € suficiente mostrarmos que existe Y € H,, tal que

i
D[, J]

=c. (4.12)

No entanto, notemos que

=L,
WD) VoW I,y
Y Y N ’
D[\/D(w,uf)’ \/Dw,w)] Plvl
e que
Y Y ) =

D( ;
VD, ¥) VD, ¥)
Logo, basta encontrarmos 1 € H, tal que D(1,7)) = 1 e (4.12) € vdlida.
Consideremos {, }nen C Hy tal que

lm —I(tp, ¥n) =< < 00, Dy, ¥yn) =1,Vn € N.

n—oo

1 1
Pela equagao (4.11), temos que ||« < =Dy, dn) = —,Vn €N, ¢
c c
entdo, através da compacidade da imersao H, em H existe uma subse-

quéncia, que continuamos a denotar por {U, }nen, tal que
Yy — ) fraco em H,, (4.13)

tp — 1) forte em H. (4.14)

7@)7 € D(a’a) =

<

Mostremos agora que lim,_, oo —I (¢, ¥,) = —I(

1, donde seque o lema.

Pela bilinearidade e simetria de I temos

|I(¢n,¢n) —I@@H = ‘I("/)n _ann _E) +2](E77/}n _'(/))|
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< (W = By — D) + 215, 6 — D).
(4.15)
As duas parcelas (4.15) tendem a zero quando n tende para infinito.
De fato, usando (4.10), (4.13) e (4.14) obtemos, para n suficientemente

grande, que

|I(¢n - @7 1% - E)‘ S Cl|wn - @‘W}n - E|* <e. (416)

A sequnda parcela tem ¥ fixo, logo 21(1, ), — ) é um funcional
linear sobre H,. Consequentemente pelo Teorema de Riesz, existe E €

H,, tal que

1,0 — ) = (¥, — ), ¥n € N. (4.17)

Deste modo, usando a desigualdade de Cauchy -Schwarz e (4.10)

em (4.17) obtemos, para n suficientemente grande, que
12I1(4, ¥ — P)| < [Plu-|thn — P Vn €N <e. (4.18)
Logo, por (4.15), (4.16) e (4.18) concluimos que

lim —I(wvu 1/%) = —1@7 E)

n— oo

Além disso, é claro que D(, ) = 1.

Lema 4.2.14 O primeiro autovalor o1 de L e Rp sdo tais que:
o1 >0 se, e somente se 72;31 < 1.

Demonstragio 4.2.15 (=) Por hipdtese o1 > 0. Queremos provar
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que R < 1.
Temos que L' (¢, V) = I(¢, )+ D1, ), logo, usando o Lema 4.2.11

e denotando por v a autofuncao associada o o1, obtemos

I TURT N R
D) {1} = —106.0) - D)
= D)
< —D@D) P

—01||¢||27 V¢ S H*»w # O

Consequentemente

D, ) {é((ifp’,?p)) - 1} <0, Vo € H,. (4.19)

A equagdo (4.19) vale para toda ¢ € H,, em particular, vale para
a fung¢do mazimizante 1, do Lema 4.2.12. Logo, como D(,) = 1,

obtemos

! 1= I(@E) 1 <0,

Re — D@,9)

donde, seque que Rgl < 1.
(<) Através dos Lemas 4.4 e 4.5 temos, respectivamente, que

—01 — —Ll['(ZL'J;] = {_% - 1} D(@?J)? (420)

W) 1 121
D(y, ) ~ Re’ (420

sendo 1; a autofuncdo minimizante do Lema 4.2.11.
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Deste modo, de (4.20) e (4.21), seque que

—01 < <RlE - 1) D(,0). (4.22)

Como 1Z é autofuncdo, seque, pela equacao (4.11), que D(1/7, 1?;) > 0.
Por hipdtese temos Ry > 1. Majorando (4.22) através destas estima-
tivas inferimos que —o1 < 0, ou seja o1 > 0, como queriamos demons-

trar.
| ]

Durante a andlise anterior, usamos que (N(u),u) >0, Vu € D(N),
no entanto, nao temos necessariamente que o mesmo ocorre com <

N(u),u >. Assumiremos, de agora em diante, que, ou

Ve>0,3c=c(e) tal que
| < N(u),u>| <eD(u,u)+ cllul|*, (4.23)

YV u € D(N) e para algum « > 2,

ou

< N(w),u > | < kllul|®’D(u,u),
| < N(u) | < Kllul”D(u, u) (1.24)
Vu € D(N) e certos k, 8 > 0.

Teorema 4.2.16 Suponhamos vdlido o principio de estabilidade forte,
(4.10), (4.11), (4.23) ou (4.24). Se a solugdo nula de (4.7) é estdvel
linearmente, entao também € estdvel assintoticamente nao-linearmente.

Em particular, existem constantes A,v,6 > 0 tais que
luoll® < v = llu(®)|* < Alluo||* exp(~4t), vt > 0.
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Demonstragio 4.2.17 Provaremos o Teorema sob a hipdtese (4.23).

Multiplicando (4.7) por u, usando o produto interno < -,- >, obte-

mos
1d

5 dtHuHQ—i— < Lu,u >+ < N(u),u >=0. (4.25)

Através do Lema 4.2.12 obtemos a sequinte majora¢ao inferior para

< Lu,u >:
< Luyu>=L'u,u] = I(u,u)~+ D(u,u)

= (D(u’u) + 1) D(u,u) (4.26)

Logo, estimando (4.25) através de (4.23) e (4.26), temos

1d 1 .
§£\WH2 + (_RE +1- 6) D(u,u) < cflull”.

Por hipotese o1 > 0 e entdo pelo Lema 4.2.14, seque que

1
———4+1)>0.
< Ro )
1
Assim, existe k' > 0, tal que, k' < (_R +1- e) e entdo
E

1d
5%\\u||2 + k' D(u,u) < cllul|®.
Por (4.11) e pela imersio compacta entre H, e H, inferimos que
D(u,u) > clu|?. Assim, pelo fato de as normas |-| e || - || serem equi-

valentes, existe uma constante k*, tal que
b4 K
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1d

5 gl + ke llull® < eflull®. (4.27)

Colocando z := ||u||?, podemos reescrever (4.27) da seguinte maneira
d

d% <~z +m2", (4.28)

sendo 6,71 >0 en > 1.
Multiplicando (4.28) pelo fator integrante exp(dt) e integrando de 0

G t, obtemos:
t
z(t). exp(dt) < z(0) + ’yl/ exp(ds)z™ ds. (4.29)
0

Aplicando a desigualdade de Bihari em (4.29) segue que

1
T—n

w(t) < 2(0) {1 S ( +1—exp (6(1 — n)t)ﬂ . (4.30)

Deste modo, se

7"

_1
[uoll® = 20 < (—5) ™7 =7,

entao

lu()[I* < (exp (6(1 — n)t)||uol|* exp(—dt) < [luo||* exp(—dt).

Corolario 4.2.18 Supomos que o operador L é simétrico com relagao
ao produto interno < -,- > e que todas as hipéteses do Teorema 4.2.16

sao vdlidas. Supomos ainda que  é uma constante positiva e A é um
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operador anti-simétrico. Entao, se o1 > 0, a solu¢do nula de

us + Lu + pAu+ Nu =0,
(4.31)

u(0) = wo.
€ assintoticamente ndo-linearmente estdvel.

Demonstragao 4.2.19 Basta notarmos que ao multiplicar (4.31) por
u recaimos na equagdo (4.25), pois (Au,u) = 0 devido ao fato de A ser

um operador anti-simétrico.

Observagao 4.2.20 Vimos entdo que os resultados obtidos pela teoria
linear e ndao-linear coincidem quando o operador L € simétrico ou €

simetrizavel.
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Capitulo 5
Aplicacoes

5.1 Escoamento de Couette

Neste capitulo vamos analisar a estabilidade de uma solucao esta-
cionaria para o Escoamento de Couette Circular, F, através dos méto-
dos linear e nao-linear. Este escoamento é obtido confinando-se um
fluido viscoso entre dois cilindros infinitos C; e Cs, co-axiais, com raios
r1 e ra, (ro > 71) € em movimento em torno do eixo comum com ve-

locidades angulares wy e wo.

5.1.1 Solucao Estacionaria

Vamos procurar uma solucao estacionéria, campos de velocidade e
pressdao, para este escoamento que dependam apenas da distancia r,
contada a partir do eixo comum aos cilindros, e para isto vamos tra-
balhar com o sistema de coordenadas cilindricas.

Consideraremos que W esté sob uma forga conservativa f = VU.
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Denotemos por W(r) = u(r)e, + v(r)e, + w(r)e, o campo de ve-
locidades e m = m(r), o campo de pressdao. Deste modo, o par (W, 7)
deve satisfazer o Sistema de Equagoes de Navier Stokes, em coorde-
nadas cilindricas, com as seguintes condi¢oes de fronteira para W:

W(r1) = rwie, € W(rs) = rowse,,.

du 0?2 0 1d. du U
oy e U g g e
dv uv [li( dv)_i]
dr r - lrdr dr r2

W(r1) = rwieg; W(rs) = rowse,.

A partir da quarta equagao de (5.1) obtemos que ru é uma constante
em [ry,72], e entdo temos necessariamente que u = 0 nesse intervalo.
A substitui¢do desta informacdo no sistema (5.1) permite a seguinte

simplificacao do mesmo

ol

2o = 62
dir(ru) =0

W (r1) = riwiegy; W(ra) = rowse,.
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Notemos que integrando a primeira equacdo de (5.2) com relagdo a

r obtemos a seguinte expressao para a pressao m

02
. ~ d , dw
Da terceira equacao de (5.2) obtemos que %(r%) = 0, donde
inferimos que
dw P
r— = k', k' constante. (5.4)

dr
Integrando (5.4) obtemos que w(r) = k' log r + ¢ e entdo usando as
condigoes de fronteira da quinta equacdo de (5.2), obtemos o seguinte
sistema homogéneo
K'logri+¢=0
k'log ro + ¢ =0,

cuja tnica solugdo é a trivial. Logo w = 0 em [ry, o).
Finalmente, da segunda equacio de (5.2), segue que v é uma solucdo

da seguinte equacao de Euler

d , dv v
A solugdo geral para (5.5) ¢ v(r) = Ar+ 2, com A, B € R, a deter-
minar. Logo, W(r) = (Ar+£)e, e como W deve satisfazer as condigdes

de fronteira de (5.2)5, determinamos unicamente as constantes A e B:

2 2 2,.2
WaT§ — wiTy rirs(we — wy)
A = —F5 B = —-—— -
2 _ .2 2 _ 2
Ty — Ty Ty — Ty

Concluimos entao que W é a tunica solucao radial estacionaria do
escoamento de Couette. Por conveniéncia vamos chamar (W, ) de es-

coamento de Couette ao invés de escoamento bésico para o escoamento
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de Couette.

5.1.2 Estabilidade Linear do Escoamento de Cou-
ette

Vamos provar o seguinte teorema devido a J. L. Synge, de 1938, que

consta em ([10]):

Teorema 5.1.1 Se 0 movimento dos cilindros que delimitam o fluido
é tal que

ngg > wlr%,

entdo o escoamento de Couette é condicionalmente assintoticamente

estdvel com relagdo a perturbacoes que independem de .

Observacao 5.1.2 Justifica-se experimentalmente a escolha da restri-

¢ao para as perturbagoes.

Demonstracgao 5.1.3 Vamos mostrar que a parte real do primeiro au-
tovalor do problema (4.1) € positiva e entdo o resultado seque pelo Teo-

rema 2.5.1.

Sejam (1, 7) campos de perturbagio para o escoamento de Couelte,
em coordenadas cilindricas. Por hipétese os campos de perturbacdo

independem de o, ou seja,

P(r,z) = Pi(r, 2)er +1(r, 2)e, + a(r, 2)e, e ™ =7(r, 2). (5.6)
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Entao v e satisfazem o problema (4.1), em coordenadas cilindricas

B T
—vpy — 2n[A + 72] =3 7 o
—vOn 4+ 2A¢ = on
—v Ay = o)y — gi (5.7)
z

2 ) + () =0

1/)1(7“1) = ?/11(7’2) = 7/)2(7”1) = 1/12(7”2) = 71(7“1) = 7)(7’2) =0,

sendo 1
A_i

ld d d?

A = —_—

rdr( dr)+ dz?

A partir da quarte equagdo de (5.7) seque que existe uma fungdo v,

tal que
0 10
) 6

Y1 = r or

Aplicando _a% em ambos os lados da primeira equagio de (5.7), %
em ambos os lados da terceira equagdo de (5.7), somando-as e substi-
tuindo as informacgoes de (5.8) obtemos

on

Ep = o (5.9)

—v0%) +2 (A+ )

Assim, através de (5.8) e (5.9), podemos reescrever o sistema (5.7)

da sequinte maneira

—v[O%) +2 (A + BQ> on _ o
0z

—vln — 2A381/J on (5.10)
0 o

a(rt[)) o =n=0, em r=11,70.
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Agora vamos introduzir as sequintes quantidades adimensionais

=n2L x=5

_ __ wa wiTy
o = E > ].7 = o R -

_ o’p-1 _ _a*(B-1
a aZz—1" b=— a?—1

Substituindo elas em (5.10) obtemos o seguinte sistema

@2y +2R <a ;) 9 %Bﬂwr%

—ryBn— 2Rag—1§ = %777'% (5.11)
— 12 52 + 872 — i
S o \Cog)  oxr e

Estamos supondo que a perturbacdo é periodica na dire¢cdo z, visto
que o dominio ndo é limitado nesta direcdo. Vamos introduzir esta

informagao no problema (5.11) colocando

(6, X) = rif(©)e™, n(&,x) =ig(§)e™ (A€R). (5.12)

Substituindo (5.12) no sistema (5.11) obtemos o seguinte problema

de autovalor para f e g:

(L7A2)(L7A2 o) f = —2\R(a+ ;’2)

(L— X%+ )g— —2XRaf (5.13)

f= C[f—g—Oem E=1,a

_ 1d 1
L=iatis—&

Multiplicando a primeira equacio de (5.13) por £f, integrando de 1
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a « e integrando por partes em algumas parcelas obtemos

4
71 o(JE+ T2+ NK2) + 13 +3(1% — I2) + 2)%(J? + J2) + Ak

= QAR/l (a+ 5%)579 de, (5.14)

sendo que,

:f1a§|f”‘2d€7 Il fl 1|f/ 2d§7 IO f1a€73|f|2d§7

= [ el Pde, T =[] fIPdE, KE = [ EIfIPde.

b
Multiplicando a sequnda equagdo de (5.13) por (a + 5—2)6@ nte-

grando de 1 a « e integrando por partes em algumas parcelas obtemos

2 «
-1, / <1+?>5|g|2d5+ / <1+—>[s|g 24 (6 + X0 |gP) de—

2b ¢ * b, .
2 [l as =R [ 0t o (519)

Notemos que somando (5.14), (5.15), (5.14) e (5.15) conseguimos
—Re(0)P+L+ M+ N =0, (5.16)

sendo,

P= 7+ B4 N + 5 el
L=13+3(I3 —I3)+2)\*(JF + J¢) + )\4K0

M= [+ ?)(ﬁlg ?+ & gl?)de — f1 §%glde
N=XN["1+ 7)§Ig\2d£

121



Agora, com o intuito de encontrar o sinal de Re (o), vamos estimar
os sinais de P, L, M e N.

Pela hipétese do Teorema obtemos que o> > 1, e entdo como a > 1
e & €1, a] temos:
b _a?BE-1D+a>-¢

1+ —

- ewsony "

De posse desta estimativa, inferimos que P >0 e N > 0.

Devido ao fato de & € [1,a], temos que

[enr-Lp =

e desenvolvendo esta desiqualdade resulta que:
[ etrra- [Tt Fraes [ erazo. G
Usando integrac¢ao por partes na sequnda parcela de (5.17) temos:
- [T T = -2 [ edispae
Assim, podemos reescrever (5.17) da seguinte forma:
I} -2 +13>0. (5.18)

Como consequéncia de (5.18), obtemos que I > I3, donde segue

que L > 0.
Jd provamos acima que 1 + — > 0 e sabemos que & € [1,al, logo
52
“ b/ 9o
(& + ;5)\9 - gl d§ > 0. (5.19)
1
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Desenvolvendo a estimativa (5.19) temos:

[+ =) )? - (99 +g9') dé+
b 5.20
+f1 1+?> §tglPde>0 (520

Usando integra¢ao por partes na sequnda parcela de (5.20), obtemos

@ 2b (¢
| 0 e +ay e =2 [P

Deste modo, podemos identificar (5.20) com a equagdo M, e entdo

concluimos que M > 0.
Logo, como P, L, N >0e¢M >0, para —Re (c)P+L+M+N =0

ser verdadeiro, devemos ter obrigatoriamente que Re (o) > 0.

5.1.3 Estabilidade nao-Linear do Escoamento

de Couette

Nesta secao vamos apresentar um resultado devido a James Serrin,
que consta na monografia ([10]) e que nos oferece condicées suficientes
para a ocorréncia de estabilidade incondicional e assintética do escoa-

mento de Couette.

Lema 5.1.4 Seja f € V. Entdo
f2
(1/1og(r2/r1)) / dx</Vf Vfdx.
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Demonstrac¢ao 5.1.5 Como [ se anula em 11, temos que

"o
/T1 a—fdrzf(r,@,z).

Logo, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

umam<<jf

af

e entao,

f )91 2 "2
|@ﬂ@r§(l

Finalmente, integrando em 7,0 e z e majorando

obtemos o resultado:

2 2
/ |fr9 T i < (/ of rdrdodz> <log(rg)> .
JalOr r1
|
Wy — W1 1 2
Teorema 5.1.6 Se < (r2—r? {} , entao o
‘ v (rz v 172 log(r2/11)

escoamento de Couette € incondicionalmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao 5.1.7 Vamos mostrar que o valor minimo, X\, do fun-
cional G € positivo. Denotemos a funcdo em que G assume seu valor

minimo por ¢ = we, +ve, +ue, €V, entdo

Jo1.Daprdx +v [, Vipy : Vi dx
fQ |1/J1|2d$

Notemos que o sinal de \ depende apenas do sinal do numerador de

A=

(5.21)
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(5.21), pois o denominador é positivo. Isto é,

sinal(A\) =v [ Vi : Vipy do + / Y1.D.a)y dx. (5.22)
Q Q

Trabalharemos agora com os termos de (5.22), a fim de utilizar a

hipdtese do teorema e concluir a positividade de \.

010
B
Notemos que, em coordenadas cilindricas, D = ) 1 0 0 [,
0 0O
donde obtemos
/wl.D.z/)l do = —23/ 2 dx. (5.23)
Q ol
Utilizando a desigualdade |ab] < 1(a® +b?),a,b € R, em % no
lado direito de (5.23), inferimos:
QB/wvdx < |B|/ w’ +“
o r?
< 1B / wdm
r2
- 1 [ Gan
Logo,
wQ
/wl.D.¢1 dx > |B\/ - da. (5.24)
Q Qr

Pelo Lema 5.1.4 temos que

/ Viy : Vipy dx > (l/log(rg/rl))Q/ 1/}—% dz. (5.25)
Q B Q1
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Substituindo as estimativas (5.24) e (5.25) em (5.22) inferimos que

. v B i
sinal(A) > {logQ(rg/rl) |B|}/Q 2 dx.

2,.2
713 |we — w
Como |B| = %21', e por hipdtese
ra T

‘WZ_wl

1 2
2 o) L
<(rz =) {7’17'2 log(ra/71) } ’

v

temos que |B| < , donde sinal(\) > 0 e o resultado seque.

log? (ro/r1)
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Consideracgoes Finais

Neste trabalho apresentamos sucintamente os fundamentos da Teo-
ria Linear de Estabilidade Hidrodindmica, enfatizando o Teorema de
Sattinger, embora o primeiro resultado tenha sido obtido por G. Prodi
em 1962, citado no trabalho de Sattinger. Prodi assumiu que o campo
basico U possui derivadas parciais de segunda ordem em L? e mostrou
a estabilidade assintotica condicional com relagdo & norma de H'(Q).
Sattinger, assumindo que U e as autofuncoes de L, o operador linear nao
simétrico associado ao problema, linearizado para o campo de perturba-
¢oes, e seu adjunto L* tém derivadas parciais de primeira ordem limi-
tadas em 2, provou a estabilidade assintética condicional com relacdo
anorma L2. A anéilise linear é realizada para um namero de Reynolds
fixo e baseia-se essencialmente em determinar o espectro do operador
L. A analise ndo-linear é o assunto do restante da dissertacao e teve seu
desenvolvimento mais acelerado a partir do trabalho de James Serrin
em 1959, que representa marco importante no denominado Método da
Energia. O método da energia tem esse nome porque considera-se uma
equacao fundamental para a energia das perturbagbes. Esta equacao
é obtida sem restringir a magnitude das perturbagdes. Serrin também
mostrou que existe um problema de autovalor bastante similar ao pro-
blema de autovalor associado & teoria linear que no entanto possibilita
que se determine a regiao de estabilidade absoluta do escoamento. Por
outro lado, como destaca Serrin, o método da energia estabelece a es-
tabilidade com relagao a perturbagoes arbitrarias, e nao apenas pertur-
bacoes que satisfazem o problema hidrodindmico. Galdi e Rionero em
sua monografia ([12]) consideram o método da energia como um caso

particular do método dos funcionais de Lyapunov para a anélise da es-
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tabilidade nao linear de escoamentos de fluidos. Depois do trabalho de
Serrin, surgiram varias contribui¢oes importantes de D. D. Joseph, que
resolveram véarios problemas empregando funcionais de energia genera-
lizadas obtidos heuristicamente. Posteriormente ([10], [37], [11], [13]),
Galdi, Rionero, Padula, Mulone e Straughan em varios trabalhos ex-
ploraram a relacao entre as teorias linear e nao linear, alguns dos quais
abordamos neste trabalho. Essencialmente mostrou-se que se o opera-
dor linear nao-limitado associado ao problema, linear for simetrizavel,
entao as duas teorias completam-se perfeitamente, ou seja, o nimero
de Reynolds previsto pela teoria linear, Ry, e o numero de Reynolds
previsto pela método da energia, Rg (de estabilidade incondicional),
coincidem. Quando isso ndo ocorre tem-se Rg < Rp. A grosso modo
pode-se dizer que ainda hoje os pesquisadores procuram em algum pro-
blema em aberto descobrir um novo ‘funcional generalizado* de modo a

obter um numero de Reynolds R¢ de estabilidade condicional tal que

Re<Rag<Rp

com Rg mais proximo de Ry, do que no altimo resultado publicado na
literatura (por exemplo, [18], [19], [29]). Finalmente, destacamos que
em [14] encontra-se um estudo abrangente e detalhado de condigGes
suficientes para a estabilidade de escoamentos, incorporando também
as contribuigoes de Adelina Georgescu(1942-2010), nao abordadas nesta

dissertacao.
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