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RESUMO

Neste trabalho, estudamos regras de calculo subdiferencial para soma
de fungoes convexas, convolugao infimal, pré-composicao e fungao mar-
ginal. Enunciamos uma série de propriedades e resultados associados
a estas operagoes, dentre os quais merecem destaque a formula de du-
alidade de Fenchel-Rockafellar e o principio variacional de FEkeland,
cuja demonstragao apresentamos tendo em vista a relevancia do resul-
tado. Tudo isto é feito com o propédsito de alcangar o principal objetivo:
obter regras de cédlculo subdiferencial. Algumas das féormulas estabe-
lecidas aqui sao simples e dependentes de condicoes de qualificagao,
as demais sao de carater bem geral e contemplam o conceito de e-
subdiferencial. Célculo subdiferencial via limites também faz parte do
trabalho e permite algumas aplicagoes como o teorema do valor médio
para subdiferenciais e o teorema de integracao de Rockafellar.
Palavras-chave: Andlise convexa, subdiferencial, cdlculo subdiferen-
cial, conjugada de Fenchel, convolucao infimal, principio variacional de
Ekeland, e-subdiferencial.






ABSTRACT

In this work, we study subdifferential calculus rules for the sum of
convex functions, infimal convolution, pre-composition and marginal
function. We present some important related results such as Fenchel-
Rockafellar duality formula and the Ekeland variational principle. Our
main goal is to obtain subdifferential calculus rule with and also without
any qualification condition. We are also concerned with limiting sub-
differential calculus.

Keywords: Convex analysis, subdifferential, Fenchel conjugate, sub-
differential calculus, infimal convolution, e-subdifferential, Ekeland va-
riational principle.
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INTRODUCAO

A drea de andlise convexa, mais especificamente a otimizacao
convexa, vem apresentando um desenvolvimento acentuado desde a
década de 60, em grande parte impulsionado pelos trabalhos de Fen-
chel, Moreau e Rockafellar. Inclusive, foi a partir da década de 60
que se manifestou grande interesse com relacdo a andlise convexa em
dimensao infinita, sobretudo em espagos de Banach. Neste sentido, po-
demos destacar as publicagoes de Ekeland e Teman [9], Moreau [17],
Barbu e Precupanu [1] e Rockafellar [20].

O principal objeto de estudo deste trabalho, o subdiferencial, foi
introduzido neste contexto e se transformou em uma ferramenta im-
portantissima da otimizacao convexa. S6 o fato de a subdiferenciacao
ser uma generalizacao da diferenciacao ja nos permite concluir que o
subdiferencial ndo é menos relevante do que a derivada. Além disso,
se tratando de uma generalizacao, é esperado que muitos resultados
cldssicos possam ser estendidos. E de fato podem. Exemplos sao: a
condicao de otimalidade conhecida no calculo como o teorema de Fer-
mat (ver (1.16)); o teorema do valor médio (Proposi¢ao 4.3); o teo-
rema de integracao de Rockafellar (Proposicao 4.2). Levando adiante
esta comparagao, ainda podemos notar que para uma ampla classe de
funcoes é possivel se calcular o subdiferencial mesmo em pontos onde
a derivada nao existe (ver Exemplo 1.2). Isto, obviamente, torna a te-
oria ainda mais interessante. Vale observar ainda que o subdiferencial
pode ser definido em espacos de dimensao infinita. Neste trabalho ele
é definido para espagos de Banach.

Condigoes de otimalidade podem ser obtidas usando-se subdi-
ferenciais e, por conta disto, algoritmos eficientes vém sendo desen-
volvidos para resolver problemas tanto em dimensao finita como em
dimenséo infinita nas mais diversas dreas (ver [5] para um exemplo em
espaco de Hilbert). Existe, inclusive, uma nogao de multiplicadores de
Lagrange em dimensdo infinita [23]. Uma das férmulas apresentadas
nesta dissertagdo (Proposigao 4.2) foi utilizada por Thibault a fim de
estabelecer existéncia de multiplicadores para problemas de otimizacao
convexa com restrigoes [23].

Em parte, a aplicabilidade da otimizacao convexa se deve ao
desenvolvimento, ainda em progresso, da teoria dos subdiferenciais.
No que diz respeito a tal desenvolvimento, destacam-se as regras de
calculo, cujo propdsito é fornecer de forma exata o subdiferencial de
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combinacoes de fungoes f; em termos dos subdiferenciais de cada f;
(combinagbes neste contexto podem ser operagoes tais como soma, su-
premo, pré-composi¢ao, convolugao infimal, etc). Uma vez reconhecida
a importancia destas operagoes, torna-se evidente o valor das férmulas
de calculo subdiferencial. Nao sao poucas as areas beneficiadas com
as dedugoes de tais férmulas. Trabalhos publicados recentemente mos-
tram avangos no tratamento de problemas provenientes da economia,
problemas inversos e de recuperacao de sinais [5, 6, 13].

As primeiras férmulas de calculo subdiferencial que foram dedu-
zidas sao ligeiramente restritivas, como aquelas apresentadas no Capitulo
2. Na literatura costuma-se referir a tais restrigoes como condicoes de
qualificacdo. Foérmulas mais gerais e relacionadas a novas operacoes
foram objeto de estudo nas ultimas cinco décadas. Conforme pode ser
observado ao longo deste trabalho, os resultados obtidos até entao sao
promissores. Sobretudo, devido ao conceito de e-subdiferencial, intro-
duzido por Brgndsted e Rockafellar [3] ainda na década de 60.

Esta dissertacao estd baseada nos artigos de Hiriart-Urruty e
Phelps [12] e de Thibault [22], e tem como principal objetivo apresentar
regras de cédlculo subdiferencial para algumas das operagoes mais recor-
rentes em andlise convexa. Obedecendo a ordem cronolégica dos fatos,
trabalhamos primeiro as formulas que exigem algum tipo de condigao
de qualificacao. Mesmo sendo restritivas, estas ainda merecem consi-
deracdo devido as suas formas simplificadas. As férmulas mais gerais
dependem de e-subdiferenciais e sao mais sofisticadas, conforme pode
ser observado no Capitulo 3 e no Capitulo 4.

Como de praxe, introduzimos um capitulo, Capitulo 1, exclusiva-
mente para fixar algumas notagoes e apresentar as principais defini¢oes
e os resultados que consideramos preliminares para este trabalho. Den-
tre os resultados enunciados neste capitulo merecem destaque a formula
de dualidade de Fenchel-Rockafellar (Proposi¢ao 1.4) o bem conhecido
principio variacional de Ekeland (Proposicao 1.2), cuja demonstragio
fizemos questao de apresentar. Ambos sdo, obviamente, usados no de-
senvolvimento dos capitulos subsequentes. Ainda no Capitulo 1, apre-
sentamos a conjugada de Fenchel, a operacao de convolugao infimal e
as defini¢oes de subdiferencial e e-subdiferencial, bem como algumas
de suas propriedades mais relevantes. No Capitulo 2, demonstramos
duas férmulas classicas de calculo subdiferencial com condicao de qua-
lificacao, a saber, o subdiferencial da soma e da convolugao infimal. O
Capitulo 3 é baseado no artigo de Hiriart-Urruty e Phelps [12]. Nele,
apresentamos algumas férmulas para o subdiferencial da convolucao in-
fimal e outra para o subdiferencial da funcao marginal. Nenhuma delas
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depende de condigbes de qualificagdo. Por fim, no Capitulo 4, que é
baseado no artigo de Thibault [22], lancamos méao de alguma técnicas
de limite para provar um dos principais teoremas deste trabalho (Teo-
rema 4.1). Segue deste resultado a demonstragdo de uma férmula para
o subdiferencial da soma e da pré-composi¢ao, sem condicao de quali-
ficagdo. Finalizamos o Capitulo 4 com a demonstragao do teorema do
valor médio e o teorema de integracao de Rockafellar.
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1 NOTACOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, introduzimos algumas notagoes e uma série de
definigoes e resultados de andlise convexa que sao usados ao longo do
trabalho. Tais resultados sao fundamentais para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes. Em particular, destacamos o bem conhecido
principio variacional de Ekeland.

Em geral, estamos interessados em fungées cujo contradominio
é o conjunto dos ntimeros reais estendido. Este serd denotado por R e
consiste no conjunto dos numero reais acrescido dos elementos +oo e
—00.

Seja X um espaco vetorial e f : X — R uma funcdo. O dominio
efetivo (ou, simplesmente, dominio) de f é o conjunto

dom(f) = {z € X; f(z) < +o0}.

Nestas condigdes, f é dita prdpria se f(x) > —oo, para todo x em X,
e seu dominio é nao vazio. Diz-se que f é convexa se a desigualdade

Oz + (1= XNy) < Af(x) + (1= f(y) (1.1)

se verifica para todo A entre 0 e 1, e para quaisquer x e y em X tais
que o lado direito de (1.1) estd bem definido. O epigrafo de f consiste
no conjunto

epi(f) = {(a,A) € X x R; f(x) < A}, (1.2)

dom(f)

Figura 1: Representacao gréfica do epigrafo.

A partir do epigrafo se obtém uma caracterizacao para funcoes
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convexas, a saber, a funcao f é convexa se, e somente se, seu epigrafo
é um conjunto convexo em X x R [1, Cap. 2, Proposigdo 1.2]. Sabe-
se também que se f é convexa, entao seu dominio é um subconjunto
convexo de X.

Diversas construgoes e demonstracoes em andlise convexa, em
particular neste trabalho, usam técnicas envolvendo a fungao indicadora
dc de um subconjunto C' de X. Por definigdo, dc(x) = 0se x € C, e
do(x) = 400, caso contrario.

Observagao 1.0.1 O dominio de dc € o proprio conjunto C e seu
epigrafo é o conjunto C' x Ry. Portanto, ¢ € convexa se, e somente
se, C' € um conjunto convexo.

Outra classe de fungoes bastante significativa no contexto que es-
tamos trabalhando é a das fungdes semicontinuas inferiormente (s.c.i.).

Seja X um espaco de Banach e f : X — R uma funcdo. Diz-se
que f és.ci. em zg € X se

f(zo) <liminf f(x).
T—T0
A partir da definicdo de limite inferior!, constata-se que a desigualdade

contraria na expressao anterior é sempre valida. Portanto, f é s.c.i. em
T se, e somente se,

f(zo) = liminf f(x).

T—XTo

Diz-se que f é s.ci. em X quando f é s.ci. em todo ponto de X.
Caracterizagoes uteis para funcoes s.c.i. sao dadas na proposicao a
seguir.

Proposigao 1.1 [177 Cap. 2, Proposicao 1.3] Seja X um espago de
Banach e f: X — R uma fun¢do. Sao equivalentes:

(i) A fungao f € s.c.i. em X;

(i) Para qualquer « real, a imagem inversa do intervalo (—oo, a por
f € um conjunto fechado;

(iii) O epigrafo de f é fechado em X x R.

Segue diretamente da Proposicao 1.1 que a fun¢ao indicadora ¢ de um
subconjunto C' de X é s.c.i. se, e somente se, C é fechado.

IPor defini¢do, liminf f(z) = sup inf f(x), onde V(zg) é o conjunto das
T=T0o VeVv(zg) *€V
vizinhangas de xg.
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Um resultado particularmente importante em anélise convexa é o
principio variacional de Ekeland. Ele foi apresentado por Ivar Ekeland
em 1974 [8] e desde entd@o tem sido amplamente utilizado, néo sé na érea
de analise convexa como também em equagoes diferenciais parciais.

Na sequéncia, demonstramos o principio variacional de Ekeland
e um corolario, o qual é usado no Capitulo 4 para demonstrar um
dos principais teorema deste trabalho (Teorema 4.1). Tanto a demons-

tragao da proposi¢ao como a do corolario foram adaptadas a partir de
[15].

Proposicao 1.2 (Principio Variacional de Ekeland) Seja X um
espagco métrico completo munido da métrica d. Seja f : X — R uma
funcdo propria, s.c.i. e limitada inferiormente. Sejam xg no dominio
de f e e > 0. Entdo, existe x. em X tal que

(i) f(ze) < f(xo) — ed(ze, z0);
(i) f(x) > flze) —ed(xe,x), Vo # zc.
Demonstragio: Para n = 0,1,2, - -, seja
Cn=A{z € X; f(z) < f(zn) —ed(z,zn)},
onde (x,,) satisfaz:
e z,1€Cy;

o f(zny1) < Sy + 3257, com S, = inf {f(z);z € C,}.

R

v f(z:) —ed(z, z.)

Figura 2: Interpretagao geométrica do PVE.
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Visto que f é limitada inferiormente, S,, é finito para todo n. Afirma-
mos que Cp 11 C C,, para todo n. De fato, seja x € C,,41. Entao,

ed(w, 3n11) < f@ns1) — F(2). (1.3)
Como z,4+1 € C,, temos que
ed(@n+1,2n) < f(@n) = f(@ns1)- (1.4)
Da desigualdade triangular e de (1.3) e (1.4) obtemos
ed(x,zy,) <ed(x,rpi1) +ed(@pyr, zn) < f(z,) — f(2).

Segue que z € C,. A afirmacao que acabamos de provar nos permite
constatar que S, < S,11, para todo n. A partir dai podemos concluir
que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, partindo de (1.4) temos

1
€d($n7xn+1) < f(zn) -5, < f(xn) —Sp1 < —, Vn>1.

21’L
Assim,
Zd(mn,xn+1) <oo = d(zp,Tp+1) = 0.
n=0

Como X é completo, existe x. € X tal que x,, converge para z.. Vimos
que Cp4+1 C (), para todo n, donde concluimos que z,, € Cy, para todo
n. Visto que f é s.c.i. e Cy é um conjunto fechado, temos que z. € C
(ver Proposigao 1.1), isto é, vale (i).

Provemos (ii) pela contra positiva. Seja  em X tal que

f(x) < f(xe) - Ed($7x5>. (1'5)

Devemos mostrar que z = z.. Afirmamos que x, converge a z. De
fato, usando (1.5) e o fato que z. € C,,, para todo n,

ed(z,xy) < ed(z,xe) + ed(ze, xn) < flan) — fx). (1.6)

Portanto, = € C,,, para todo n. Entao, resulta da definigao de C,, que
f(z) > S, para todo n. Segue de (1.6) que

1

Entéo, a série de termo geral d(x,z,) é finita e podemos concluir que
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x,, converge a x. Por fim, segue da unicidade do limite que x = z..
|

Sem assumir qualquer hipétese de compacidade, o coroldrio a
seguir mostra que, se f possui um e-minimizador?, entdo a funcao

D) = f(@) + Sd(w2)

possui um minimizador global estrito no ponto =, onde A é um escalar.

Corolério 1.1 Seja X um espaco métrico completo. Seja f : X — R
uma fun¢do propria, s.c.i. e limitada inferiormente. Sejam & > 0 e g
no dominio de f tais que

Flro) < inf f(@) +<. (1.7)
Entao, para qualquer A > 0, existe x) € X tal que

(i) f(zx) < f(wo), d(zx,x0) < A;

(i) f(za) < f(z)+ 5d(z,xx), Vo # 25

Demonstragao: Com £/ no lugar de ¢, a Proposigao 1.2 garante que
existe ) € X tal que

(a) f(za) < flzo) — 5d(zr, 20);
(b) f(x) > f(xx) — Sd(z,2)), Yo # 2.

Portanto, (ii) segue diretamente de (b). Como € e A sdo positivos, segue
de (a) que

€
F(@x) < flzo) e yd(za,20) < flzo) — f(an)-
Por fim, resulta de (1.7) e da tultima inequagao que
%d(a:A,xo) <e = d(zx,z0) <A\

]

Daqui por diante, X sempre denota um espago de Banach. O
dual topolégico de X é denotado por X'*, e seus elementos por z*. Além

20 ponto ¢ é dito e-minimizador de f se f(zc) < f(z) + ¢, para todo x.
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disso, escrevemos (x*, x) em vez de x*(z). Quando nao existe risco de
ambiguidades, usamos a mesma notacao para as normas dos espagos
primal e dual: ||-||. Para (z,y) € X xY e (z*,y*) € X* x Y*, definimos

((@*,y%), (z,y)) = (=%, 2) + (¥, y).

Esta aplicagao de dualidade é definida de maneira andloga para o pro-
duto cartesiano de trés espagos.

1.1 CONJUGADA DE FENCHEL

Conforme ja mencionamos, o subdiferencial de uma funcao é o
principal objeto deste trabalho. A conjugada de Fenchel fornece uma
caracterizagao (ver (1.18)) muito conveniente para os elementos do sub-
diferencial. Tal caracterizacao contribui para simplificar varias demons-
tragoes que apresentamos nos préximos capitulos.

Seja f : X — R uma funcdo convexa e prépria. A funcio conju-
gada (de Fenchel) de f é definida de X* em R por

fH(@%) = sup (27, z) — f(2). (1.8)

reX

Figura 3: Interpretacao geométrica da conjugada de Fenchel.

A conjugada de Fenchel é uma fungdo convexa e s.c.i. na topologia
fraca-+ de X* [15]. Além disso, se f é convexa, prépria e s.c.i., entdo
f* é prépria [15]. Segue diretamente da definigdo que

@) + fz) = (@7, x), (1.9)
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para todo z € X e todo z* € X*. A inequagao (1.9) é conhecida como
desigualdade de Fenchel-Young. Por definigdao, a biconjugada de f é
a fungdo f** := (f*)*. De maneira andloga define-se a fungdo f***.
Resultados particularmente tteis com relagao a conjugada de Fenchel
sao dados na proposicao a seguir.

Proposicao 1.3 [1, Cap. 2, Proposicio 1.8] Sejam f,g : X — R
fungoes convexas e proprias. Entdo, cada uma das sentencgas a sequir
procedem.

(i) [ x < f;
(it) [ |xe = 75
(iii) f < g implica que f* > g*.

Na préxima proposigao apresentamos a bem conhecida férmula
de dualidade de Fenchel-Rockafellar. Entre outras coisas ela fornece a
informagao de que, sob as hipdteses de (ii), o problema primal (lado
esquerdo de (1.10)) pode néao ter solucdo, mas o problema dual (lado
direito de (1.10)) sempre tem solucdo. Neste trabalho, a férmula de
dualidade é usada para demonstrar a Proposicao 1.6, a qual estabe-
lece importantes relagoes entre a conjugada de Fenchel e a convolugao
infimal que vamos definir mais adiante.

Proposigao 1.4 [2, Teorema 1.12] Sejam f,g: X — R funcdes conve-
zTas e proprias. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) inf f(z) +g(x) = sup —f*(—2")—g"(z");
r€X TrEX™
(ii) Se existe xg na interse¢io dos dominios de f e g tal que f €
continua em xg, entdo

nf f(z) +g(z) = max —f"(-2") - g"(2"). (1.10)

1.2 CONVOLUCAO INFIMAL

No contexto que estamos trabalhando, a convolucao infimal des-
perta interesse pela sua capacidade de regularizagao. Isto pode ser
claramente observado em [5], em [2, Problema 14] e também na Pro-
posicao 3.1.



28

Sejam f,g : X — R funcoes convexas e proprias. A convolugdo
infimal de f e g é a funcao fOg : X — R definida por

(fO9)(w) = inf f(z) +gla—2) = inf_ f(o)+glea).  (111)

x1+To=x

A convolucao é dita exata em um ponto xy de seu dominio se existe
z € X tal que

(f8g)(wo) = f(2) + g(z — 2).

Além disso, f é dita exata em X se é exata em todo ponto de seu
dominio. Algumas propriedades inerentes a convolu¢ao infimal sdo da-
tas na proposicao a seguir.

Proposicao 1.5 [4, Proposigao 12.6 e Proposicao 12.11] Sejam f,g :

X — R fungdes convexas e proprias. A sequintes afirmativas sdo ver-
dadeiras:

(i) O dominio de fOg € igual a soma® dos dominios de f e de g;

(ii) Se f e g sao limitadas inferiormente por uma mesma fungdo
afim*, entdo fOg € prépria;

(ii) fOg € conveza.

Se fOg é exata, tem-se que a soma dos epigrafos de f e g coincide
com o epigrafo de fOg (Ver Figura 4).

R R

z = (50| - [ ()

¢ ¢

Figura 4: Interpretacdo geométrica da convolucao infimal.

3Por defini¢io, a soma de dois subconjuntos A e B de espago vetorial qualquer
é o conjunto A+ B:={a+bja€ Aebe B}.

4Uma funcdo f : X — R é dita afim se f e —f sdo convexas. Alternativa-
mente, tem-se que f é afim se, e somente se, existem z* em X™* e a em R tais que
f(z) = (z*,x) + a, para todo z € X [18, Teorema 1.5].
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Seja C' um subconjunto convexo de X. Seja f =dceg=| |-
Entao fOg fornece a distancia de x ao conjunto C. De fato,

(fO9)(w) = it So(2) + llo — 2] = inf [l — 2] = d(z,C).

Como ¢ é uma fungdo convexa, segue da Proposigao 1.5, (iii), que a
fungao distancia é convexa. Cabe observar que é conveniente expressar
a fungao distancia como a convolugao de duas fungées. Dizemos isto
porque existem férmulas para o subdiferencial da convolugao infimal
(Proposigao 2.1 e Teorema 3.1) e porque a fungao distincia é usada
com frequéncia em problemas de otimizacao.

A proposicao a seguir estabelece relaces entre a conjugada de
Fenchel e a convolucao infimal. Tais resultados sao tteis em demons-
tragoes que fazemos mais adiante.

Proposigao 1.6 [18, Teorema 16.4] Sejam f,g: X — R funcdes con-
vezxas e proprias. As sequintes afirmativas sao verdadeiras:

(i)
(fOg)" =f"+g" (1.12)

(i) Se emiste xo na intersecio dos dominios de f e g tal que f é
continua em xg, entdo

(f+g9)"=r"0g". (1.13)

Além disso, a convolugdo do lado direito de (1.13) € exata, isto
€, para todo x* € X*, existe z* € X* tal que

(" 0g")(x%) = f*(z") + g7 (2" — 27).

Demonstragao: Provemos (i). Partindo do lado esquerdo de (1.12),
usando a definicdo de conjugada e, em seguida, a definicdo de con-
volugao infimal, obtemos

(fHg)" (") = sup [, ) — inf (f(2) + g(z - 2))]
TEX zE

= sup [sup ((z*,2) — f(2) — g(x — 2))], Va* € X"
zEX zx€EX
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Apos somar e subtrair z no argumento de z*,

(f0g)*(z") = sup [sup ((a", 2 — 2) — g(z — 2)) + (2", 2) — f()]
zeEX x€EX

=g (z") + sup [(x*, 2) = f(2)]
= @)+ ),

Provemos (ii). A partir da defini¢io de conjugada de Fenchel
podemos escrever

(f +9)"(@") = — Inf f(z) = (2", ) +g(2), Va" € A" (L.14)
Seja h(x) := f(x) — (x*,z). As hipitese asseguram que h é convexa e
continua em zy. Segue da Proposigao 1.4 que
(f ) (@) = = max —*(~=") — g"(=")
= Z{Tél}(l*h (=2%) + g™ (7).
Usando a definicaio de conjugada de Fenchel obtém-se que
h*(—z*) = f*(a«* — z*). Portanto,

(f +9)"(@") = min f(a" —27) +g°(") = (f* +47)(27).

A existéncia do minimo nesta tdltima expressao garante que a con-
volucao ¢é exata.

1.3 SUBDIFERENCIAIS E e-SUBDIFERENCIAIS

Em &reas aplicadas, frequentemente surgem problemas de oti-
mizacao cuja funcgao objetivo nao é diferencidavel, mas tem a proprie-
dade de ser convexa (por exemplo, a fungao objetivo pode ser uma com-
binagao de fungoes lineares). Isto inviabiliza a aplicacdo de uma ampla
classe de algoritmos. Contudo, para muitas fungoes, o subdiferencial
estd definido em pontos onde a derivada nao existe. Esta caracteristica
e o fato de poder ser definido em espagos de dimensao infinita fazem do
subdiferencial uma ferramenta fundamental em otimizagao convexa.

Seja f : X — R uma funcdo convexa e prépria. O subdiferencial
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de f é o operador Of : X — 2%~ dado por
Of(x) ={a" € X% (a",y —x) < fy) — fz), Vye X}, (1.15)

para todo z no dominio de f. Definimos 0f(z) = () se z ndo estd
no dominio de f. O conjunto dos elementos z para os quais df(x) é
nao-vazio define o dominio de df. Qualquer z* € df(x) é denominado
subgradiente de f em x, e sua interpretagao geométrica é dada na Figura
5: afungao y — f(z)+(z*, y—z) determina um hiperplano nao-vertical
que suporta o grafico de f no ponto (z, f(z)).

R

Figura 5: Interpretacao geométrica do subgradiente.

Exemplo 1.1 O subdiferencial da funcao norma no ponto zero coin-
cide com a bola unitdria de X*. De fato,

at € ] -11(0) & (2%, y) <|lyll, Vy € X & 2" € B[0, 1].

A interpretagdo geométrica sugere que a “subdiferenciagao” é
uma generalizagao da diferenciagdo. De fato, se f é Gateaux dife-
rencidvel® em z, entdao df(x) = {Vf(x)} [1, Cap. 2, Proposigao 2.4].

Exemplo 1.2 Consideremos a funcio f = |- | definida em R. Para
x # 0 temos que [ € diferencidvel, de modo que Of(x) = {—1}, se
x <0, edf(z) ={1}, sex > 0. Para x =0 temos 0f(0) = [-1,1].
Um esbogo do grifico de Of pode ser observado na Figura 6.

5Sejam X um espago métrico e f : X — R uma fungdo. Seja z um ponto no

interior do dominio de f. Nestas condigoes, f é dita Gateauz diferencidvel em x se

fle+h) - fl=)
h

a fungao (V f(x), h) = lim; _, o+ é linear e continua na varidvel h.
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=
=
[
~

x|z

Figura 6: Grafico do subdiferencial da fungao mdédulo.

Para qualquer z € X, o subdiferencial de f em z é um subconjunto
convexo e fechado de X* [15].

Observagao 1.3.1 Segue diretamente da definicGo que T € um mini-
mizador (global) de f se, e somente se, o funcional identicamente nulo
€ um subgradiente de f em T. De fato,

0€df(@) & f(@) < fly), VyeX. (1.16)

Em algumas demonstragoes ao longo deste trabalho nos depa-
ramos com o subdiferencial da fungao indicadora de um subconjunto
convexo C' de X. Por isto, é importante observar que, para qualquer
zeC,

x* € Qo (x) & (x*,y —z) <0,Vy € C. (1.17)

Esta equivaléncia segue diretamente da definicao de subdiferencial e da
definicao de fungao indicadora.

A proposicao a seguir fornece uma caracterizagao para os ele-
mentos do subdiferencial por meio da conjugada de Fenchel.

Proposigao 1.7 [1, Cap. 2, Proposicio 2.1] Seja f : X — R uma
fungao convexa e prépria. Para qualquer x no dominio de f wvale que

at € 0f(x) & [7(27) + fz) = (27, x). (1.18)

As principais regras de cédlculo que apresentamos neste trabalho
dependem do conceito de e-subdiferencial. Este foi introduzido por
Brgndsted e Rockafellar em 1965 [3] e consiste numa espécie de apro-
ximacao do subdiferencial. O e-subdiferencial apresenta propriedades
adicionais que permitem a dedugao de férmulas mais gerais, por exem-
plo, aquela que fornece o subdiferencial da convolugao infimal de duas
fungoes convexas, préprias e limitadas inferiormente (ver Teorema 3.1).

Seja f : X — R uma funcdo convexa e prépria. Seja e > 0. O
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e-subdiferencial de f é o operador 0.f : X — 2% dado por
O-f(x) ={a" € X" (z",y —x) < f(y) — f(x) + & Vye X}, (L19)

para todo x no dominio de f. Definimos 9. f(z) = @ se x nao estd
no domfnio de f. Para qualquer z € X, O.f(x) é um subconjunto
convexo e fechado de X*. Para ¢ = 0 o e-subdiferencial coincide com
subdiferencial. Dados €1 e €5 nao-negativos tais que €; < g9, segue
diretamente da defini¢do que O, f(x) estd contido em O, f(z). Em
particular,

df(z) C O f (=), (1.20)
para qualquer z no dominio de f. Seja € > 0. Suponhamos que z* €

O: f(z), para qualquer € € (0, 2], isto é,

(% y—z) < f(y) — f(2) +¢,

para todo y € X e para qualquer ¢ € (0,2]. Apds tomar o limite
com ¢ tendendo a zero, levando em considera¢ao a inclusao (1.20),
constatamos que

of(x) = (N o-f(x)= () 0-f(). (1.21)

e>0 0<e<t

Os elementos do e-subdiferencial também podem ser caracteri-
zados por meio da conjugada de Fenchel. De fato, para qualquer = no
dominio de f e £ > 0, tem-se

¥ €0:f(x) & fr(x")+ f(x) < (a¥,z) +e (1.22)

A demonstracao desta equivaléncia é analoga a demonstracao da Pro-
posicao 1.7.
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2 CALCULO SUBDIFERENCIAL COM CONDICOES
DE QUALIFICACAO

Neste capitulo, apresentamos regras de calculo para o subdiferen-
cial da soma e da convolugao infimal. As férmulas apresentadas nesta
parte do trabalho se aplicam a fungoes convexas e proprias, sujeitas a
condigoes de qualificagao. Mesmo sendo restritivas, as férmulas apre-
sentadas nas proximas duas se¢oes merecem destaques pela estrutura
simplificada. Conforme pode ser observado nos capitulos seguintes, as
férmulas que nao requerem qualificagao sao mais sofisticadas.

2.1 SUBDIFERENCIAL DA SOMA

Visto que a derivada da soma é igual a soma das derivadas,
poderia-se esperar que o subdiferencial também satisfizesse tal propri-
edade - afinal, subdiferenciabilidade consiste em uma generalizacao de
diferenciabilidade [1, Cap. 2, Proposicao 2.4]. Infelizmente, ndo é ne-
cessariamente verdade que o subdiferencial da soma é igual a soma dos
subdiferenciais (ver Exemplo 2.1). A principio, apenas podemos ga-
rantir que a soma dos subdiferenciais esta contida no subdiferencial da
soma, isto é, dadas f,g: X — R funcdes convexas e préprias, vale que

Of(x) + dg(x) C I(f + g)(x), Vo € X. (2.1)

Provamos esta inclusao facilmente a partir da definigdo de subdiferen-
cial, e a inclusao contraria assumindo uma condicao de qualificagao, a
saber, existe xy na intersecao dos dominios das duas funcoes tal que
uma delas é continua em zy. Uma férmula mais geral (que ndo exige
qualificagao) para o subdiferencial da soma de duas fungdes convexas e
proprias é dada na Proposicao 4.2.

Teorema 2.1 [1, Cap. 3, Teorema 2.6] Sejam f,g : X — R funcdes
convezas e proprias. Suponha que f e g satisfazem a condi¢do de qua-
lificacao: existe xg na intersecao dos dominios de f e g tal que f €
continua em xo. Entdo, para qualquer x € X,

If+g)(x) =0f(z) + dg(x). (2.2)

Demonstragao: Seja * € O(f + g)(z). Por (1.18) podemos escrever

(f+9)" (@) + (f + 9)(z) = (a7, x). (2:3)
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Como vale a condi¢ao de qualificagdo, segue da Proposicao 1.6 que
existe z* € X" tal que

(f +9)7(@") = (fOg") (") = [7(z7) + ¢ (2" = =7). (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.3) e fazendo algumas manipulagoes algébricas
obtemos

(1) + f@) = (=", 2)] + [g7(a" — ") + g(@) — (&" — 2", 2)] = 0.

A desigualdade (1.9) garante que cada uma das parcelas entre colche-
tes é nao-negativa. Portanto, ambas sdo nulas. Seque por (1.18) que
z* € 0f(x) e x* — z* € 9g(x), ou seja,

¥ =2z"4 (" — z%) € 9f () + Og(x).

Seja x* € Of (x)+0g(x). Entdo, existem x5 € 0f(x) e v} € dg(x)
tais que x* = ] + 3. A definicdo de subdiferencial fornece as ine-
quagoes

(z1,u—2) < f(u) = f(z) e (23,u—z) <g(u) —g(x), Yue X,
cuja soma resulta
(@ u—2) < (f+9)(u) = (f+9)(x), VueX.
Portanto, z* € 9(f + g)(x).
O

Conforme mostra o exemplo a seguir, a condi¢ao de qualificagao
exigida nas hipéteses do Teorema 2.1 é realmente necessaria.

Exemplo 2.1 [15] Consideremos os conjuntos
C:={(z,y) eR*y>2°} e D:={(z,y) €eR*%y=0}

Ambos sao convexos e, portanto, as func¢des dc e dp sdo converas.
Vamos mostrar que

93¢:(0,0) 4+ d6p(0,0) ¢ (¢ + 6p)(0,0). (2.5)

Por (1.17) temos que

(z,y) € 26c(0,0) & ((2,9), (u,v)) < 0E zu+yv <0,
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para todo (u,v) € C (% - visto que (R™)* estd identificado com R"
por meio da representacao de Riez, a operacdo de dualidade entre estes
espagos coincide com o produto interno usual de R™). Como v > 0,
basta tomar v = 0 na dltima inequacdo para concluir que y < 0. Ana-
logamente, ao escolher v =0, constata-se que x = 0. Entdo, 35¢c(0,0)
consiste no semi-eixo negativo das ordenadas. Procedendo-se de ma-
neira andloga constata-se que ddp(0,0) coincide com o eixo das orde-
nadas. Portanto,

95¢(0,0) 4+ 96p(0,0) = {(z,y) € R* 2 = 0}.

Por outro lado, visto que 6c + dp = dcnp = 0y(0,0)}, constata-se de
(1.17) que
d(6¢c +0p)(0,0) = R2.

Portanto, 35¢(0,0)+96p(0,0) € subconjunto préprio de d(dc+4p)(0,0).

O Exemplo 2.1 justifica a necessidade da féormula apresentada no
Teorema 4.2.

2.2 SUBDIFERENCIAL DA CONVOLUCAO INFIMAL

A préxima proposicao fornece uma férmula para o subdiferencial
da convolugao infimal de duas fungoes convexas e préprias. Contudo, a
validade da férmula depende de uma condigao de qualificacao, a saber,
a convolugao deve ser exata no ponto em questao.

Proposigao 2.1 [12, Capitulo 1] Sejam f,g : X — R fungées converas
e proprias. Suponha que O(fOg)(x) é ndo-vazio para algum x € X.
Entao, sao equivalentes:

(i) A convolugao de f e g é exata em x, isto é, existe z € X tal que
o(fOg)(x) = f(2) + g(z — 2).

(ii) Of(z) Ndg(x — 2) # 0.
(iii) 9(fOg)(x) = | [0f(y) ndg(x —y)].

yeX
Demonstragao: Provemos (i) < (ii) e (i) < (iii). Para provar que (i)
implica (ii) tomemos z* € 9(f0Og)(x). De (1.18) e da Proposigéo 1.6(i),
obtemos
fr(@®) + g7 (%) + (fOg)(x) = (=", z).



38

Ou ainda, usando a hipétese,

fr@®) + g7 (@) + f(2) + 9(x — 2) = (27, 7).

Reorganizando as parcelas, ap6s somar e subtrair z no argumento de
¥, obtemos

[f5(@") + f(2) = (=%, 2] + [g"(«") + g9(w — 2) — (2", 2 = 2)] = 0.

Ambas as parcelas entre colchetes sdo nao-negativas por causa da de-
sigualdade (1.9). Entdo, s@o nulas. Segue que z* € Jf(z) e z* €
dg(x — z). Portanto, vale (ii).

Provemos que (ii) implica (i). Seja z* na interse¢ao dos conjuntos
0f(z) e dg(x — z). Usando (1.18) obtemos

@)+ 1(z) = (2% 2) e g7 (@") + g(w — 2) = (27,2 — 2).

Apés somar esta duas equagoes, segue da Proposigao 1.6(i) e da desi-
gualdade (1.9) que

f(2) +g(z — 2) < (fOg) (). (2.6)

A desigualdade contraria segue trivialmente da definigdo de convolucao
infimal. Entao, vale a igualdade. Portanto, a convolucao de f e g é
exata em x.

Provemos que (i) implica (iii). Seja z* € 9(fOg)(x). Entéo,
(1.18) e a Proposigao 1.6(i) nos permitem escrever

fr(@®) + g7 (%) + (fOg)(x) = (27, 2).

Ou ainda, usando a hipétese,

@) +97(@") + f(2) + 9(x = 2) = (@7, ).

Depois de reorganizar as parcelas e usar a desigualdade (1.9) constata-
mos (como na demonstragao de (i)=(ii)) que z* estd na intersegéo dos
conjuntos df(z) e dg(x — z). Sendo assim,

xEU@f YN ag(x — y)]-

yeX

Se o conjunto do lado direito é vazio, entao a inclusao contréria vale
trivialmente. Sendo, existe z € X tal que a intersegdo de 0f(z) e
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0g(z — z) é ndo vazia. Seja x* nesta intersegao. Por (1.18) obtemos as
equagoes

[r@) + f(z) = (2%, 2) e g"(a7) + g(w — 2) = (2%, 2 — 2),
cuja soma fornece
@)+ g7 @) + f(2) + g(z = 2) = (@7, 2). (2.7)

O fato de a intersecio de 9f(z) e Og(x — z) ser nao vazia também
garante (por (ii)=(i)) que a convolucdo de f e g é exata em z. Le-
vando isto em consideragdo na expressao anterior, juntamente com a
Proposigao 1.6(i), constatamos que

(fOg)" () + (fOg)(z) = (2%, z).

Logo, (1.18) nos permite concluir que

z* € 9(f0g)(x).

Assim, temos provado as duas inclusoes que garantem a igualdade em
(ii).

Por fim, resta provar que (iii) implica (i). Por hipdtese, o con-
junto 9(fOg)(z) é ndo vazio e vale a expressao de (iii). Entao, existe
z € X tal que a intersecdo de Jf(z) e dg(x — z) é ndo-vazia. Segue da
implicagao de (ii) em (i) que a convolugao de f e g é exata em .

O

Conforme mostra o exemplo a seguir, a condi¢ao de qualificagao
exigida na proposigao anterior é realmente necessaria.

Exemplo 2.2 Consideremos as fungdes f(x) = e* e g(x) = =% de-
finidas em R. Seja x € R. A convolugao infimal de f e g em x € a
funcdo identicamente nula. Sendo assim, tem-se

A(fOg)(x) = {0}, Yz € R.
Por outro lado, 0f (y) = {e¥} e dg(x —y) = {—e~ @Y}, de modo que
of(y) Nog(x —y) =0, Vy € X.

Portanto, a férmula dada na Proposi¢ao 2.1(iii) ndo se aplica neste
caso. De fato, pode-se verificar que a convolugcao das funcoes f e g é
nao-exata em qualquer ponto.
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O Exemplo 2.2 justifica a necessidade da férmula apresentada no
Teorema 3.1.
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3 CALCULO SUBDIFERENCIAL COM
e-SUBDIFERENCIAIS

Depois que Brgndsted e Rockafellar apresentaram, em 1965 |3,
Secao 3], o conceito de e-subdiferencial, novas regras de célculo subdi-
ferencial foram desenvolvidas. Por exemplo, aquelas apresentadas nas
duas secoes seguintes: uma para o subdiferencial da convolugao infimal;
outra para o subdiferencial da fungdo marginal (ver definigdo na Segao
3.2). As duas férmulas que acabamos de mencionar sao demonstradas
m [12]. Neste mesmo artigo sio estabelecidas outras duas férmulas:
uma para o subdiferencial da soma de duas fungoes convexas; outra
para o subdiferencial da pré-composicao de uma fungao convexa com
um operador linear continuo. Estas duas ultimas féormulas também
estao contempladas nesta dissertagao, mas sao apresentadas somente
no Capitulo 4. Elas sao mais facilmente demonstradas quando usamos
o resultado do Teorema 4.1.

3.1 SUBDIFERENCIAL DA CONVOLUCAO INFIMAL

Conforme mostra o Exemplo 2.2, existem casos em que a férmula
para o subdiferencial da convolugao, enunciada na Proposicao 2.1, ndo
se aplica. Além disso, verificar se a convolucao é exata pode ser invidvel
em certos casos. Isto justifica o interesse em uma férmula que nao
depende de condigoes de qualificagao. Tal férmula é apresentada no
Teorema 3.1 em fungao dos e-subdiferenciais das fungoes envolvidas
e requer apenas a existéncia de um minorante afim comum as duas
fungdes em questao. O Teorema 3.1 foi demonstrado por Hiriart-Urruty
e Phelps em [12]. Alids, todo o contetdo desta secao é desenvolvido a
partir do Capitulo 1 de [12].

Teorema 3.1 Sejam f,g: X — R funcdes convezxas, proprias e ambas
limitadas inferiormente por uma mesma funcdo afim. Sejame >0 e x
na intersecdo dos dominios de f e g. Entao,

(i) o(fOg)(x) C | [0:f(y) NO=g(z — y)] C o(fOg)();

yeX

(i) o(fOg)(x) = () | [0-f() Nno-g(z —y)].

e>0yeX
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Demonstracgdo: E facil constatar que (i) implica em (ii). De fato,
basta tomar a intersecgdo em (i) sobre todos os epsilons positivos e
usar (1.21). Deste modo, basta provar as duas inclusées em (i) para
demonstrar o teorema.

Seja x* € 9(fOg)(x). Usando (1.18) e a Proposicao 1.6(i) obte-
mos

(@) + g% (x) + (fOg)(x) = (27, ) 3.1

Seja € > 0. Por hipétese, f e g sao limitadas inferiormente por uma
fungao afim. Segue da Proposigao 1.5 que f[Jg é prépria. Assim, existe
y em X tal que

fy) +9(x—y) < (fOg)(x) +e.
Usando este fato em (3.1) resulta
[r@) + g7 @)+ fly) + g9l —y) < (2" 2) + e (3.2)
Portanto, (3.2) vale para todo y € X.(x), onde
Xe(z) :={y € X f(y) + 9(x —y) < (fOg)(z) +}.  (3.3)
A desigualdade (1.9) fornece
fr@@®) = (@ u) = f(u), Vu € X, eg(z") > (z%,v) — g(v), Vv € X.

Depois de levar em consideragao estas duas desigualdades na expressao
(3.2) obtemos

f(y) = fu) +g(x —y) —g(v) + (2%, (u +v) —z) <e. (3.4)

Esta desigualdade vale para quaisquer v e v em X’ e para todo y em
X.(z). A partir de (3.4), se v = z — y, concluimos que z* € 0. f(y).
Por outro lado, se u = y, concluimos que z* € d.g(x — y). Portanto,

vt € d-f(y)Nd-g(x—y) € |J[0-F(y) NO-g(x —y)].

yeX

Para provar a segunda inclusao em (i), suponhamos que existe y
em X tal que z* estd na intersegdo dos conjuntos 9. f(y) e d-g(z — y).
Segue de (1.22) que

fr@)+ fly) <@ y) +eeg (@) +glz—y) < (@" 2 —y) +e.
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Destas inequagoes e da Proposigao 1.6(i) obtemos

(fBg)* (") + f(y) + g(x —y) < (27, 2) + 2¢.

A partir da definicao de convolugao, ainda podemos minorar o lado
esquerdo esta ultima inequagao para obtermos

(fOg)" (") + (fOg)(x) < (z*, z) + 2¢.

Por fim, usando (1.22) novamente, z* € 0.(f0g)(z). Isto prova a
segunda inclusao e completa a demostracao do teorema.

O

A partir da inequacdo (3.2) e da conclus@o que a sucede, po-
demos perceber que as unides em (i) e (ii) ndo precisam ser tomadas
sobre todos os y € X. Em vez disso, basta tomar a intersecao sobre
0s y que estdo no conjunto X (x). Além disso, por (1.21), a interse¢éo
em (ii) pode ser tomada apenas sobre os epsilons pertencentes ao in-
tervalo (0,2], onde € pode ser tdo pequeno quanto se queira. FEstas
consideragbes nos permitem rescrever (i) e (ii) como segue:

o(fOg)(x) ¢ |J [0-f(y) NOg(z —y)] C Doc(fDg)(z);  (3.5)

yEX: ()

ofOg)x)= [ U [0-fw) Nog(z —y)]. (3.6)

0<e<EyeX.(z)

A férmula (3.5) pode ser simplificada ainda mais. De fato, para cada
€ (0,2, seja y. € X-(x). Segue de (3.6) que

A(fOg)(x) C O-f(ye) N O=g(x — ye) C Da2e(fOg) (). (3.7)

Basta tomar a interse¢ao nesta dltima expressao sobre todos os ¢ € (0, ]
e usar (1.21) para obter

o(fOg)(x) = () 0=f(y:) NO=g(x — ye). (3.8)

0<e<e

Se a convolugao de f e g é exata, entao existe y na intersecao dos
conjuntos X.(z), para todo € > 0. Neste caso, a férmula (3.8) fica mais
simples (sem a dependéncia de y em ¢) e poderia substituir aquela dada
na Proposi¢do 2.1. O mesmo raciocinio pode ser aplicado & férmula (ii)
do corolério a seguir.
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Em (3.8) os e-subdiferenciais de f e g dependem do mesmo e.
O resultado a seguir mostra que é possivel reescrever aquela expressao
de tal forma que os e-subdiferenciais de f e g dependam de parametros
distintos, ainda que dependentes um do outro.

Coroldrio 3.1 Sob as mesmas hipéteses do Teorema 3.1 valem as
formulas:

(i) o(fOg)x)c |J U [0-)Noe,g(z—y)] C 0-(fOg)(w);
YEX, () egllf 522>:0€

(ii) o(fOg)@x)= (| U [0= @) Noeg(z—y),

0<e<E yeX. ()
€1,622>20
g1+e2=¢

onde E pode ser tdo pequeno quanto se queira e X:(x) ¢ definido em

(3.3).

Demonstragao: Provemos (i). Sejam z* € 9(fOg)(z) e € > 0. Basta
proceder como na demonstragao do Teorema 3.1 para obter-se

f(y) = fu) +g9(x —y) —g(v) + (2%, (u+v) — ) <e. (3.9)

Esta desigualdade vale para quaisquer v e v em X e para todo y em
X:(x). Fixe y € X.(z). Seja

€1 = 51612 (", u—1) — flu)+ f(y). (3.10)

Segue que 1 < ¢ (basta tomar v = x —y em (3.9) para constatar isto).
De (3.10) obtemos

e1 > (" u—vy) — flu) + f(y), Yue X. (3.11)

Tomando u = y nesta expressao conclui-se que €; > 0. Além disso,
(3.11) permite concluir que

z* € 0, f(y). (3.12)

Por outro lado, somando e subtraindo y no argumento de z* em (3.9)
e reorganizando as parcelas obtemos

[z u—y) = f(u)+ fW)] + [9(z —y) —g(v) + (=0 — (z —y))] <e.
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Esta desigualdade vale para todo u e v em X. Apds tomar o supremo
em u e usar a definicao de 1 resulta

(" v—(x—y)) <glv)—gle—y)+e—e1, YvEX.
Segue da definicao de subdiferencial que
€ Oeyg(x —y), (3.13)
onde €9 := ¢ — 1. Portanto, de (3.12) e (3.13),

z* € 0., f(y) NO9(x —y), (3.14)

onde e =¢1 + &5 e y € X.(x). Isso prova a primeira inclusdo.
Provemos a segunda inclusdo. Sejam y € X.(z) e £1,e2 nao-
negativos tais que

2" € 0., fly) NOzyg(x —y), e =21 +ea. (3.15)
De (1.22) obtemos as seguintes inequagoes
f*(l'*) =+ f(y) < <I*ay> +e€1,
g7 (@) + gz —y) < (@2 —y) + e,

cuja soma fornece, depois de usar a Proposicao 1.6(i),

(fOg)* (") + f(y) + 9(x —y) < (a7, 2) +&.

Da defini¢ao de convolugao infimal, temos
(fOg)*(«*) + (fOg)(z) < (2", 2) +e.

Logo, de (1.22), 2* € 0.(fOg)(z). Com isto completamos a demons-
tragao da férmula (i).

Para provar (ii) basta tomar a interse¢do sobre todos os & per-
tencentes ao intervalo (0,2] em (i) e usar (1.21).

O

Um exemplo de aplicagao dos resultados apresentados anterior-
mente é dado na Proposicao 3.1. Ele mostra que para uma escolha
apropriada da fungao g é possivel trocar o problema de minimizar uma
funcao f pelo problema de minimizar f[Jg. Isto pode ser muito con-
veniente visto que para um escolha adequada de g a funcao fllg é



46

uma regularizacao de f, ou seja, o segundo problema pode ser mais
facilmente tratado quando comparado com o primeiro.

Proposicao 3.1 Sejam f,g : X — R funcées convexas, préprias e
s.c.i.. Suponha que g satisfaz

(i) 9(0) = infoex g(x);
(i) se g(xn) — g(0), entdo x, — 0.

Nestas condicoes, T € minimizador de f se, e somente se, T € minimi-
zador de fOg em X.

Demonstragao: Seja T um minimizador de f em X. Apods usar da
definicao de convolugao infimal e as hipdteses, obtemos

(fOg)(@) < f(7) 4 9(0)

= min (y) + min g(z)

= rylg)r(lf(y) + ggg(lg(x —Y),
(fOg)(z), Vx € X.

IN

Para provar a implicagao contraria, suponhamos que T seja um
minimizador de fOg em X. Entédo, 0 € 9(fOg)(Z). Da férmula (3.8),
com € = 1, temos

0€ () [0-F(ye) NO-g(@ —ye)]-

0<e<1
Em particular, para e = 1/n,

0€e a%f(yn) ma%g(f_yn)v Vn € N.

Isto significa que y,, € T — y,, sdo 1/n-minimizadores de f e g, respec-
tivamente, donde obtemos

1
n S i f R 1) 1
flyn) < inf f(z)+—, VneN (3.16)
1
T —yp) < inf -, N. 1
9(T —yn) < inf g(x) + —, Vn € (3.17)

Da hipétese (i) e de (3.17) resulta

9(0) < 97— yn) < 9(0) + =,
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donde concluimos que ¢(Z — y,,) — ¢(0), quando n — oco. Segue-se da
hipétese (ii) que y, — T. Por outro lado, de (3.16) temos que

flyn) < fz)+ % Vr e X.

Por fim, basta tomar o limite inferior com n tendendo ao infinito em
ambos os lados desta tltima inequagao e usar a semicontinuidade de f
para constatar que T é um minimizador de f em X.

O

Um exemplo bem conhecido de fungdo que possui as mesmas
caracteristicas de g da proposi¢ao anterior é
1 2
=—|-|I5, v>0.
g 27|| 1%~
Se H ¢ um espago de Hilbert e f : H — R é uma funcdo convexa,
prépria e s.c.i., entao a funcao f, : H — R, definida por

@) = ()@ = inf f0) + 5o =l (318)

é convexa, propria, continua e sua imagem é um subconjunto préprio
de R. Além disso, a convolugao infimal em (3.18) é exata e, para cada
x € H, o infimo é realizado em um tnico y € H [4, Proposicao 12.15].
Esta funcdo é conhecida como regularizacdo de Moreau e desempe-
nha um papel importante no estudo de problemas relacionados a recu-
peracao de sinais [5].

3.2 SUBDIFERENCIAL DA FUNCAO MARGINAL

Seja A um operador linear continuo de X em ), onde Y ¢ um
espaco de Banach. Seja f : X — R uma funcao convexa e prépria. A
funcao marginal de f sobre A é definida por

Af: Y =R, Af(y) =inf{f(x); Az = y}.

Algumas propriedades relevantes a respeito de Af estdo enunciadas
na proposigao a seguir, cuja demonstragao optamos por apresentar no
apéndice visto que a mesma nao tem muito a acrescentar a esta segao.

Proposigao 3.2 Seja A um operador linear continuo de X em Y e



48

A* o operador adjunto de A. Seja f : X — R uma funcdo convera e
propria. As sequintes afirmativas procedem:

(i) O dominio de Af coincide com a imagem do dominio de f pelo
operador A;

(ii) Af é convexa;

(i11) Se existe uma constante c e um funcional zfj € {A*y*;y* € Y*}
de modo que (x§,x) +c < f(x), Yo € X, entao Af é prdpria.

Convém observar que a condigao exigida em (iii) para garantir que Af
é prépria é realmente necessaria. Consideremos, por exemplo, X = R2.
Seja A : R? — R? um operador linear cujo nicleo coincide com o eixo
das abscissas. Seja f(z,y) = z. Neste caso,

Af(O) = inf {f(x,y)7A(m,y) = 0} = —0Q,

ou seja, Af nao é propria.
O préximo teorema fornece uma férmula para o subdiferencial
da fungao marginal.

Teorema 3.2 [12, Teorema 4.1] Seja A um operador linear continuo de
X em ). Seja f: X — R uma funcdo conveza e prépria. Suponhamos
que eziste uma constante ¢ e um funcional x§ € {A*y*;y* € Y*} de
modo que (x§,z) +c < f(x), Yo € X. Sejam € > 0 e y no dominio de
Af. Entao,

AN = U fweysay cof@)} (319

0<e<E {z;Az=y}
Demonstragao: Seja y* € 9(Af)(y). Por (1.18) temos
(AN W) +AfY) = ") (3.20)

Seja € € (0,2]. Da Proposigao 3.2(i), existe 2 no dominio de f tal que
Ar=vye
flx) < Af(y) +e. (3.21)

A soma de (3.20) e (3.21) fornece
(Af)" (") + f2) < (v, Az) +e. (3.22)

Afirmamos que f*oA* < (Af)*. De fato, a partir da definigao de fungao
marginal podemos constatar que (Af o A)(u) < f(u), para qualquer u
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em X. Segue da Proposicao 1.3(iii) que
() < (Af o A)*(u*), Yu* € X*.
Em particular, esta tultima desigualdade vale em u* = A*y*. Entao,

[ (A%y") < (Af 0 A)"(A%y") = sup (Ay", 2) — (Af o A)(2)

zEX

— sup (y", Az) — Af(Az)
zeX

< sup (y*,v) — Af(v) = (Af)"(y")
veY

Assim, concluimos a afirmagao. Ao levar esse fato em consideragao na
inequagao (3.22) obtemos

fr(A™Y) + f(2) < (y*, Az) + e = (A"y", ) + &

Segue de (1.22) que A*y* € O f(x), para todo € € (0,2] e algum = € X
tal que Az = y. Portanto, o lado esquerdo de (3.19) estd contido no
lado direito.

Mostremos a inclusao contraria. Seja y* contido no lado direito
de (3.19). Entdo, para todo ¢ € (0,€] e para algum = € X tal que
Az =y, temos A*y* € 0. f(x). Assim, como Af(y) < f(x), a defini¢ao
de e-subdiferencial e propriedades de operador auto-adjunto nos per-
mitem escrever

(y*, Au —y) < f(u) — Af(y) +&, Yu € X. (3.23)

Seja v no dominio de Af. Entao, da Proposicao 3.2(i), existe u € X
tal que Au = v. Com esta mudanca de varidvel segue de (3.23) que

(", v —y) <inf{f(u); Au = v} — Af(y) +e=Af(v) - Af(y) +¢,

para todo v no dominio de Af. Portanto, y* € 9:Af(y), para todo
€ (0,g]. Assim, basta usar (1.21) para concluir a demonstragao.

O
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4 CALCULO SUBDIFERENCIAL COM LIMITES

Neste capitulo, vamos demonstrar outro resultado importante da
teoria de subdiferenciais (Teorema 4.1). Uma série de resultados po-
dem ser facilmente obtidos a partir dele. Para ilustrar o que acabamos
de afirmar, vamos usar os resultados do Teorema 4.1 para demons-
trar trés resultados bem conhecidos em andlise convexa: o primeiro diz
respeito a férmula para o subdiferencial da soma de duas fungoes con-
vexas e proprias, bem como da pré-composi¢gao de uma fungao convexa
e prépria com um operador linear continuo; o segundo trata da den-
sidade do dominio do subdiferencial no dominio da funcao; por fim, o
teorema de integracao de Rockafellar.

A demostracao do Teorema 4.1 requer os resultados dos dois
lemas que passamos a demonstrar. Tanto o teorema como os dois lemas
estao enunciados em [22].

Lema 4.1 Sejam fi, fo, f3 : X — R fungées converas, proprias e
s.c.i.. Seja’ V- um subespago vetorial de X. Suponha que a dimensdo de
V' € finita e que f3(x) = 400 para todo x no complementar de V. Seja
S um subconjunto fechado e limitado de X. Suponha que f1, fo e f3
sdo finitas em algum T € S. Para cada (z1,22,73) € X3 et > 0 sejam

Az, w9, 23) = = (o1 — z2|® + |l21 — 23]* + ||lz2 — 23]%);

1
2

wi(x1, 2, x3) 1= f1(x1) + folxa) + f3(zs) + tA(z1, 22, 23).
Nestas condigoes, valem as sentencas:

i) Para qualquer rede (z1.4,Ta4,T34) C S° tal que
qualq , ,ty L3, q

e BT = e T T ) 120 O
tem-se
tA(x1 4, T2, T3,0) — 0; (4.1)
t—o0

() o029 2 B [A0) + ole) ().

Demonstragao: Afirmamos que existe o infimo de w; sobre S3. De
fato, como f1, fo e f3 sao convexas, proprias e s.c.i., existem funcionais
7, 25 e x5 em X", bem como uma constante ¢, tais que

(x1, 1) + (23, 72) + (23, 73) + ¢ < fi(z1) + fa(22) + fa(23).
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Como S é limitado, existe uma constante que minora o lado esquerdo
e garante a existéncia do infimo.

Provemos (i). Para tanto, seja (1,4, ©2,¢, Z3,) uma rede como na
hipétese. Para todo t > 0 temos

(21, 22,23) S Wi (L1, T2, T3,
(z1,22,23)ES3 2( ’ ’ ) 2( ’ ’ )

Ji(@re) + fo(xa,s) + fa(rse)

t
+tA(21,4, T2, T3 1) — §A($1,t, T4, T3t)

t
= wt(ﬂfl,taxQ,tafEB,t) - §A($1,t,$2,t7I3,t)~

Como o infimo ¢ finito,

0 < tA(w14, 24, T34) < 2[wi (@14, Ty, T34)— inf we (x1, 72, 73)].
(z1,x2,23)€83 2

A partir dai, basta somar e subtrair o infimo de w; no lado direito e
usar a hipétese para constatar (4.1).
Para provar (ii) observamos que

Ay(z,z,z) = fi(z) + fo(x) + f3(x), Vo € X.
Assim,
inf < inf
o wy(z1, 22, 23) < ;relswt(%w,w)
= inf f1(2) + fa(z) + fi(@).
Portanto,

lim inf wi(wq, 9, 3) < ;gfgﬁ(@ + fo(x) + f3(2).

t—00 (z1,22,23)€83
Resta provar a desigualdade contraria. Para todo m natural, existe

(%19, T2ns T3,n) €m S? tal que

. 1
Wi (X1,m5 T2ym, Tam) < inf wp (21, X2, T3) + —. (4.2)
(z1,22,23)€S3 n

Resulta que

W (1,05 T2my Tam) — inf wp (21, 22, x3) — 0. (4.3)
(z1,x2,23)€S3 n—00
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Segue de (i) que nA(z1 ., T2n, T3n) — 0. Entdo,

A(l‘l,n7x2,n7$3,n) — 0. (44)

n—roo

A partir de (4.2) concluimos que wy, (1,5, T2,n, T3,,) € finito para todo
n natural. Em particular, resulta que f3(xs3,) é finito para todo n
natural. Entdo, a sequéncia (23, )nen estd contida no compacto SNV.
Portanto, existe (23, )ken, subsequéncia de (23, )nen, € existe & € S
de modo que (x3,,) converge a Z. Tendo em vista a definicao de A,
segue de (4.4) que as subsequéncias (z1,n, )nen € (T2,n, )nen também
convergem a Z. Por fim, como

inf wn, — [inf wn —wa(Z10, T2.0, T3,0)] = WalZ10, 200, T3,0),

apds usar (4.3) e a semicontinuidade das funcées f1, fo e f3 podemos
escrever

lim inf  wp(z1,22,23) = lim wy (210, T2n, T3n)
n—oo (m17m27w3)653 n—o00

> liminf fi(21,0) + fa(w2.0) + fa(@3,0)
= [1(2) + f2(&) + f3(Z) + nA(Z, T, T)
> inf fi(z) + fol2) + fa(@)-

Isto completa a prova do lema.

O

Usemos o lema anterior e o principio variacional de Ekeland
(Coroldrio 1.1) para demonstrar o lema a seguir.

Lema 4.2 Sejam f;: X = R ,i=1,2,3, funcdes convezas, proprias e
s.c.i.. Seja’V um subespaco vetorial de X. Suponhamos que a dimensao
de V € finita e que f3(x) = 400 para todo © no complementar de V.
Suponhamos ainda que existe T € X tal que

(@) + f2(T) + f3(7) = ;Ielﬁc fi(@) + fo(x) + f3(z) < +oo. (4.5)

Seja € > 0. Entao, ezistem x; em X, bem como x} em X*, tais que
xf € 0f;(x;) e vale cada uma das sentengas a sequir:

(1) llzi = || <e&;

(ii) | fi(xi) — fi(@)] < e;
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(ii1) [lay + a5 + a3]| < e;
() |lz7]| max {[lzy — zaf|, 21 — @s]l; [z — x5} <e.

Demonstragao: Por meio do Lema 4.1 vamos buscar condigoes sufi-
cientes para aplicar o principio variacional de Ekeland (Corolério 1.1).
Com este propdsito, definimos S := B[, e]. Assim, segue do Lema 4.1,
de (4.5) e do fato que A(Z,Z,Z) = 0, que

(z1,22,23)€S3 t( 122, 3) t—00 t( Had] )

Entao, para cada n natural existe t, tal que

2

€
we (T, T, T) < inf we (21, %2, % —. 4.6
tn( s Ly ) (21,72,53) €S tn( 1,42, 3)+ n ( )

Esta inequacdo nos diz que (Z,7,T) é um &,-minimizador (e, = ¢%/n)
da fungao wy, (71, 2,23) em S3. Consideremos o espago métrico S3
munido da métrica induzida de X'3:

d((l‘l,ﬂfg,ﬂ?g), (yl7y27y3)) = |||($1,.T2,J?3) - (y17y2ay3)|||7
Onde ||| - ||| denota a norma do espago X3, definida por
1z, w2, )l = [l || + (o2l + [ls]l-

Nestas condigoes, o Corolario 1.1 garante que, fixado n natural, existe
(%11, Tony T3,n) € S® de modo que

wt" (xl,naxZ,naxS,n) S wtn (j; faj% (47)

com
(@10, 220, 23.0) = (T, Z,T)|| < Ans (A = /n). (4.8)

Além disso, o coroldrio também garante que para todo (1, x2, x3) € S3,
(x1,22,23) # (T1,n, T2,n, T3.0), Vale a desigualdade

Wy, (xl,n, $2,na$37n) < wy, (x1,x2,x3)

En
+ 3 @y, 22,23) = (@10, 220, 230l (49)

O resultado de (i) segue diretamente de (4.8) e da defini¢ao de
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Para provar (ii) afirmamos que
fi(z1n) + fo(z2n) + f3(3,0) — [(@) + f2(T) + f3(Z).  (4.10)
De fato, de (4.6) e (4.7) obtemos

wtn (xl,n7x2,n7x3,n) S f(fa f7 j)
2

€
< inf wy, (1,22, 23) + —, 4.11
T (w1,w2,3)€S3 tn( 12 3) n ( )

onde f(x1,x2,23) := fi(x1) + fa(za) + f3(z3). Apds majorar o infimo
da expressao anterior por ws, (xl,n, T2, l‘g}n) constatamos que

We,, (xl,namQ,nvl'S,n) 7 f(vav E)
n—oo
Por outro lado,

f@,7,7) < f(X1,n: T2m, T3.0) < Wy, (T1,005 T2,m, L3,m)-

As duas tltimas expressoes combinadas confirmam a afirmacdo. Usa-
mos a semicontinuidade de cada fungéo f; e (i) para concluir que

n—roo

Por fim, (4.10) e (4.12) implicam (ver Proposicao 4.4)
fi#in) —— fi(@).

Assim, basta tomar um natural suficientemente grande para concluir a
prova de (ii).

Para provar (iii) consideremos a fungéo convexa (ver Afirmagao
4.1) F,, : X3 = R definida por

Fo(x1,22,23) = f(21, %2, 23) + t, A(x1, 22, ¥3)

+elll(z1, z2, 23) — (Z1,n, T2.ny T3,0) ||| + 0g3 (21, 22, 3).

Segue diretamente de (4.9) que (21,5, Z2,n,Z3,,) ¢ um minimizador de
F,,. Portanto, como A é uma funcdo continua, o Teorema 2.1 nos
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permite escrever

0¢c 8Fn(1'1,n7 T2n, x3,n) = af(xl,vu T2 n, $3,n) + tnaA(xl,na T2 n, 1‘3,71)
+ €8||| : _(x17n7x27n7x3,n)|”(£1,nvx27nzx3,n)
+ 00g3 (T1,n, T2,m, T3,m)- (4.13)

Da Proposigao 4.1(1), temos que
Of (X1, Tam, Tan) = Of1(z1,n) X Ofa(x2.,) X Ofs(zsn).
Também temos (Exemplo 1.1) que
M- =(@1n, 22,m, 23.0) (210, 22,0, 23.0) = O] - [[(0) = Ba=s[0,1].
Além disso, segue de (1.17) que ddgz(x1,n, T2pn, T3,n) = {0}, visto que

(%11, T2,n, T3,n) €std no interior de S* (pelo menos para n maior que
1). Deste modo, resulta de (4.13) que

0e 6f1 ($17n) X 6f2($27n) X 8f3(l‘37n)
+ tnaA(.’El,n, T2 p, 373’”) + EB(X*)?, [0, 1].

Portanto, existem x7,, € 0fi(7i ), tais que
—(x7 n,an, ) € 1, 0A (21 0y T2n, T3,0) + €Bx+ys[0,1]. (4.14)

Se.]am (uin us,n’u;n) cm aA(xl,n"TQ;n’x3»”) € (’Uin,’US’n,U;,n) em
Bx+)3[0,1] tais que

—(T 0 T2 0 X3 ) = bn (U s U5 U3 ) +E(V] 05 0,05 ). (415)
Entao,
||x>1k,n + x;,n + x;,n” S thu;{,n + u;,n + u:”t,nH + 5””?71 + U;,n + U;,n”'

Da Afirmagéo 4.1(3), a primeira parcela do lado direito é nula. Deno-
tando a norma de (X*)3 com a mesma notacio usada para a norma de
X3, obtemos

23 + 255+ 25,11 < e[l[vFnll + 1050l + 1105 1]
= ell| (V1 s 030, 3,0 < e

Portanto, a sentenca (iii) estd provada.
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Finalmente, resta provar (iv). De (4.11) resulta

Wi, (T1,m, T2n, T3m) — inf wy, (¢1, %2, x3) — 0.
(z1,22,23)€S3 n—00

Segue do Lema 4.1 que

tnA(xl,na T2 n, IS,n) —0 (416)

n— oo

Da Afirmagao 4.1(3) temos que
1wl < llz1n — 220l + 21,0 — T3l + (22,0 — T30l
Esta dltima inequag@o combinada com (4.15) resulta

27 nll < ta(lz1m = 2l + 210 — 23,00 + 2200 — Z3,01)
+ellvinll- (4.17)

Seja
My, := max {[|z1,n — 2ol 21,0 — T3l 220 — 23,01}

Ap6s multiplicar a expressao (4.17) por M,, podemos majorar as trés
parcelas entre parénteses por 3(M,,)?. Assim, podemos escrever

|M,, < 3t, M7 + el|v],, || M.

27|

Visto que M2/2 < A(Z1.n, T2.n, T3.,), segue de (4.16) que o lado direito
desta ultima inequagao converge a zero. Portanto, existe um natural n
suficientemente grande de modo que

|M, <e.

127 0

Com isto concluimos a demonstragao do lema.
|

Finalmente, temos condicoes de demonstrar o Teorema 4.1. Ele
fornece cinco caracterizagoes alternativas para o subdiferencial da soma
de duas fungoes convexas, préprias e s.c.i., bem como para o subdiferen-
cial da pré-composicao de uma funcdo propria, convexa e s.c.i. com um
operador linear continuo. Além disso, o Teorema 4.1 fornece suporte
para demonstrar, de maneira relativamente elementar, uma série de
resultados que antes eram demonstrados com técnicas mais complexas.
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Teorema 4.1 Seja A um operador linear continuo de X em ). Sejam
f: X =>Reg:Y — R fungdes converas, proprias e s.c.i.. Suponha-
mos que existe T na intersecao dos dominios de f e go A.

Entao, * € O(f + go A)(T) se, e somente se, existem redes x; e
yr em X, bem como z} ey; em X*, tais que xf € Of (x1), yi € Ig(yt),

xy +y:oAix*, (4.18)
e vale uma das sequintes afirmativas equivalentes:
(1) (a) (m, f(z1)) = (Z, [(@)), (41, 9(ye)) = (AT, g(AT)),

(
b) (zf,z: —T) =0, (yf,y+ —AT) =0
(c) (=7l + Nl Dllye — Aze|| — 0;
(
(x

~

(2) (a) (x4, f(ze)) > @, f(@)), (y,9(ye)) — (A7, g(AT)),
(b) (xF,2: —T) = 0, (yf,ye —AT) =0

(3) (a) zy -, y — AT,

(b) f(@e) = (@i, 3 —T) = f(Z), g(ye) — (Y ye — AT) = g(AT);
(4) (a) ¢ =T, y — AT,

(b) (xf,ze —7) =0, (yf,ye — AT) =0
(5) (a) x¢ =T, yr — AT,

(b) iminf (zf, z; — T) > 0, liminf (y;,y. — AT) >0

Demonstragao: Identifiquemos com (0) a afirmativa:
¥ € d(f+goA)(T).

Além disso, mantemos a notagao (1), (2), ..., (5) para as afirmativas
correspondentes com a sentenca adicional dada em (4.18). Faremos a
demonstragido provando a equivaléncia das afirmativas (0) a (5).

Faremos em duas partes a demonstragio de que (0) implica (1).
Na primeira vamos considerar o caso particular em que X e ) sao iguais
e A é o operador identidade sobre X. Isto nos permite usar o resultado
do Lema 4.2. Na sequéncia usamos o resultado do caso particular para
demonstrar o caso geral. A demonstracdo das demais implicagoes sao
mais simples.

(0)=(1). Inicialmente consideremos o caso em que X e Y
sdo iguais e A é o operador identidade em X. FEntdo, por hipdtese,
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z* € O(f+9g)(T). Seja F o conjunto de todos os subespagos de dimensao
finita de X'. Consideremos o conjunto A = N x F com a relacao de or-
dem: (n1,V71) < (ng, V) se, e somente se, n1 < ny e V3 C V. Nestas
condigoes A é um conjunto dirigido!. De fato, sejam (ny, V1) e (na, Va)
elementos de A. Escolha n = ny; + ny e V 0 menor subespaco de X
contendo V; e V5. Entdo, (n1,V1) < (n,V) e (n2,V2) < (n,V). Sejam
n um natural qualquer e V um subespago de dimensao finita contendo
Z. Visto que z* € 9(f + ¢)(Z), segue da definigdo de subdiferencial que

(% y—7)+ f(@) +9() < fy) +9(y), Vy € X. (4.19)

Ap6s somar oy (T) e 0y (y) no lado esquerdo e direito, respectivamente,
de (4.19), constata-se que T é um minimizador da fungéo f—x*+g+0dy.
Seja t := (n,V). Entdo, pelo Lema 4.2 (com ¢ = 1/n, f1 = f — z*,
fao=ge f3=0y) existem x4,y e 2z, em X, bem como z},y; e z; em
X*, onde

5 € 0f(w), v € Ogl) e 27 € Doy (1),

tais que

(1) max {[lze — 2|, lye =z, [l2e = 7} < 33

(i) [(f —2")(ze) = (f =2") @) < 7, l9(ye) = 9(@)] < 5
(iif) fllof —a* +yp + 27l < 5

(iv) My(lley — 2| + lly |l + [I1]) < -, onde
My = max {{|lze — yell, e — 2], lye — 2]}

Convém observar que a existéncia de x; no subdiferencial de f é ga-
rantida de forma implicita pelo Lema 4.2. De fato, a principio, o lema
fornece a; no subdiferencial de f — x*. Contudo, do Teorema 2.1,

f —a*)(w) = 0f (w) — 2™
Portanto, existe tal x;, o qual satisfaz
ay =x; —z*.

A partir de agora, usamos os resultados de (i) a (iv) para provar (4.18)
e (1)(a) a (1)(c). Comecemos provando (4.18).

1Um conjunto A, munido de uma relacio de ordem parcial “ < ?, é dito dirigido
se para quaisquer dois elementos t1 e t2 de A, existe t em A tal que t; <teta <t.



60

Seja x € X. Por (iii), existe b} na bola unitdria de X* tal que
* * * * 1 k.
xy +y; — "+ 2 :Eb . (4.20)
Segue de (4.20) que
* * * * 1 *
<xt +yt7x> - <£L’ ,.’£> = <Zta_x> + ﬁ<btax> (421)

Sejam € > 0 e tg = (ng, Vo) um indice de A tal que ||z| < nee e
z € Vp. Seja t = (n,V) um indice maior que ¢y (isto é, n é maior que
ng e V contém Vy). Afirmamos que nestas condigbes a primeira parcela
do lado direito de (4.21) pode ser majorada por zero. De fato, como
zf € 0y (2t), segue de (1.17) que

(7,y—2) <0, VyeV. (4.22)

Assim, basta tomar y = z; — x para obter a desigualdade desejada.
Depois disso, usamos propriedades da norma e o fato que ||bf] < 1
para obtermos

* * * 1
et +ui,2) — (&% 2) < — |zl
Por fim, a escolha de tg nos permite concluir que
(2} +yi o) — (2" 7)| <e.

Portanto, (x; +y;,x) — (z*,z). Como z ¢ arbitrario, constatamos que
xy +y; converge fracamente a x*.

Com o propésito de provar (1)(a), fazemos algumas manipulagoes
algébricas a partir de (ii) até obtermos

[f (@) = f@)| = (2", 2 = T)| <

S|

=

Assim, propriedades da norma e o resultado de (i) fornecem

7@~ F@I <+ ], (423

Sejam £ > 0 e tg = (ng, Vp) um indice de A tal que 1 + ||z*| < nge.
Entéo, para t maior que tg, segue de (i) e (4.23) que

max {||z; — T, [f(2:) - f(@)]} <e.
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Para essa mesma escolha de tg, segue de (i) e (ii) que

max {|ly: — Z|, [9(y:) — 9(T)[} <e.
Concluimos destas duas iltimas desigualdades a demonstragao do item

(D)(a).

Provemos (1)(b). Para tanto, afirmamos que
(xy +yf, 2 —T) = 0. (4.24)

De fato, algumas manipulagoes algébricas a partir de (4.20) nos permi-
tem escrever

* * — * 1 * — * — *
(xy vy, xe—7T) = (x +Eb L, —T)— (21, 2t —T) + (27, 2 — ). (4.25)

Seja e > 0. Escolhemos um indice ¢ty = (ng, Vo) de A tal que V; contém
T e ||z*]| + 2 < nge. Para t maior que tg, tomando-se y = T em (4.22)
constata-se (z;,T—z;) < 0. Com isto, alguns cdlculos efetuados a partir
de (4.25) juntamente com os resultados de (i) e (iv) fornecem

(@i +ui, =) | < 2t ([llae =T+l =]+ |27 | 20— < %(I|$*||+2)~
Por fim, para todo ¢ maior que tg,
(2} +yi o —T)| <e.
Isto prova a afirmacgao. Por outro lado,
(@f + i, T—m) = (2, T — ) + (Wi e — o) + (U T — ).

Depois de algumas manipulagoes algébricas a partir desta equagao ob-
temos

limsup (x}, z; — T) < limsup |ly; ||||ye — z¢]| + limsup (y;, T — y¢)
teA teA teA
+ limsup (z} +y;,x: — T).
teA

A primeira e a terceira parcela do lado direito desta expressao sao iguais
a zero por (iv) e (4.24). Resulta que

0 < liminf (x},T — x¢) 4+ limsup (y;, T — yz)- (4.26)
teA teA
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Além disso, como z} € 9f(x) e yf € dg(y:), a definigdo de subdiferen-
cial fornece

(20,7 — ) < (@) = f2e) e (Y, T = i) < 9(T) = 9(ye)-
Ou ainda, usando (1)(a),

limsup (x},T — x;) <0 e limsup (y;, T — ;) < 0. (4.27)
teA teA

Por fim, segue de (4.26) e (4.27) a primeira convergéncia em (1)(b). A
segunda é provada de maneira andloga.

Resta provar (1)(c). Propriedades da norma e a definicao de M;
fornecem as inequacoes

lofll < llof — 2% + 2" e llze = gell + llwe — 2ell + llye — 2]l < 3My,
que multiplicadas resultam em
wi (lze —yell +lloe = zell + llye — 2l]) < 3Myf|af —2™[| +3M,[| <™. (4.28)

De (i) é possivel majorar M; por 2/n (basta partir da defini¢ao de M,
somar e subtrair T no argumento de cada norma e usar a desigualdade
triangular). Além disso, a primeira parcela do lado direito de (4.28)
pode ser majorada por 3/n usando-se (iv). Disto resulta a inequagao

* 3 *
2zl Clee = yell + llwe = zell + g = 2ell) < (1 + 2l|27]).

Sejam € > 0 e tg = (ng, Vo) um indice de A tal que 3(1 4+ 2||z*||) < noe.
Entao, para t maior que tg,

* e
lzzllClwe = yell + lloe = zell + g = zell) < 3-

De forma mais direta, e também para todo t maior que tg, constata-se
de (iv) que

w | m

[z l[(lee = el + [lze = 2zell + llye — 2zell) <

w | m

220 Cwe = yell + Ml = zell + llye = 2¢l1) <
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A soma das trés ultimas inequacoes fornece
g -y (1122 D Qe —=yell ez |+ lye—2e ) < e, VE > to. (4.29)
Em particular
(il + lyg Dllze — yell <&, VE > to,

donde concluimos a demonstragao do item (1)(c). Assim, completamos
a demonstracao do caso particular.

Consideremos o caso geral. Com o propdsito de usar o resultado
do caso particular, definimos as funcdes ¢,14 : X x Y — R definidas
por

e(x,y) = f(x) +9(y) e Yalz,y) =da(z,y),

onde G é o grafico do operador A. Por hipétese z* € 9(f + g o A)(T).
Afirmamos que
(x,0) € O(¢ +9a) (T, AT).

De fato, basta partir da definicao de subdiferencial e usar a defini¢ao
das funcoes ¢ e ¥4 para obter a desigualdade
(%, u =) < p(u, Au) — o(T, AT),
valida para todo u € X. Ou ainda,
(2%, 0), (u,v) = (Z, AZ)) < o(u,v) + Ya(u,v) — o(T, AT) — Ya(Z, AT),

valida para todo u € X e todo v € ). Esta ultima desigualdade
completa a prova da afirmacdo. O resultado do caso particular (com
(*,0), ¢ e ¥4 no lugar de z*, f e g) implica a existéncia de redes
(zt,yt) e (at, Aag) em X x Y, bem como (z7,y;) e (a7, bf) em X* x V*,
com

(m:, y:) € a(p(l‘t, yt) e (a:7 b:) € Yalas, Aat)

tais que
*

(x7,y;) + (af, by) = (27,0) (4.30)
e cada uma das sentencas a seguir procede
(I) (a) (zta yt) - (ia Af)a ag —» Ta
(b) f(ze) + 9(ye) — f(@) + 9(AZ);
D) (7, 97), (@, ye) — (T, AT)) = 0
D) (g, g+ W (ag, )N (e, ye) — (ar, Aar)[]| — 0.
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Usemos estes resultados para provar (4.18) e (1)(a) a (1)(c).
Para provar (4.18), afirmamos que
a; = —b; o A. (4.31)
De fato, como (af,b}) € O a(as, Aas), segue de (1.17) que
((ay,b7), (u, Au)) < 0= (a; +b; 0o A,u) <0,YVu € X.

Isto mostra que aj + b} o A é o funcional identicamente nulo e prova a
afirmacdo. De (4.31) e de (4.30) resulta que

P —bfo Azt e yr +0F 0.

Logo,
zi4+yfoA= (] —bfoA)+ (yf +b;)o A a*.

Para provar (1)(a) usamos a semicontinuidade de f e g, junta-
mente com o resultado de (I)(a), para constatar que

liminf f(z:) = f(z) e liminfg(ye) = g(Az).
Destas duas equagoes e de (I)(b) resulta que (Proposicao 4.4)

flz) = f(@) e gly) — 9(AT).

Isto completa a prova do item (1)(a).
Provemos o item (1)(b). Visto que (z},y;) € 9p(x,y:), temos
que (Afirmacao 4.1-(1)) z; € 9f(x+) e yf € dg(ye), isto é,

(xf,u—m) < fu) — f(a1), Yu € X
(e,v—ye) < g(v) —g(ye), Vv €.

Se u =7 e v = AT segue de (1)(a) que

limsup (@}, T — ;) <0 e limsup (y;, AT — y¢) < 0. (4.32)
teA teA

Por outro lado, como

<(mzayt*)’ (j’ AE) - (xtayt» = <.’L‘:,f - $t> + (yf,Af— yt>
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temos

limsup (x},z; — Z) < limsup (y;, AT — y)
teA teA
+ lim sup (zy, y7), (e, ) — (T, AT)).
te

O resultado de (II) garante que esta ultima parcela é nula. Segue que

0 < liminf (z},Z — x¢) + limsup (y;, AT — ). (4.33)
teA teA

De (4.32) e (4.33) concluimos que

(2}, T — ) P 0.

De maneira andloga constata-se que

AT — .
<yt7 x yt>t€—A>O

Por fim, resta provar (1)(c). Faremos isto usando (III). Para
tanto, majoramos ||y; — Ax¢||. Depois de somar e subtrair Aa;, propri-
edades da norma nos permitem escrever

1yr — Aze]| < lye — Aayl| + [|Allllar — 2
< (X +[[AINlye — Aagll + [lze — acll)
= (L+ | ADIN (e, ye) — (ar, Aag) |-

Ao multiplicar ambos os lados desta inequagao pela norma de (z7, y;)
obtemos

g+ Ny Dlye — Azl < (U4 AN G gl (e ye) = (ar, Al

Seja e > 0. Por (III) existe o em A tal que

G2 g e, y2) — (ar, Aar)|] < vt > to.

€

L+ [|A])°

Basta combinar as duas tltimas inequagoes para constatar que
(gl + lyr Dllye — Azl < e, VE > to.

Assim, concluimos a prova de (1)(c) e completamos a demostracao do
caso geral, isto é, constatamos que (0) implica (1).
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As implicagoes de (1) em (2) e de (2) em (3) sao verificadas de
forma imediata.
(3) = (0). Seja u € X. Temos

(i +y; oA, u=7) = (xg, u—ae)+(xg, 2 —T)+(y; , Au—ye)+{yy , yo — AT).

Como zf € Of(z¢) e y; € 0g(yr), a defini¢do de subdiferencial fornece
uma majoracao para a primeira e terceira parcela do lado direito desta
equagao, de modo que podemos escrever

(@7 +yi 0 Ayu =) < fu) = [f(2:) = {7, 2 = T)]
+9(Au) = [9(ye) = (v 9 — AT)]. (4.34)

Assim, segue de (4.18) e (3)(b) que

(z*u—7) < f(u) = f(T) + g(Au) — g(AT)
=(f+ged)(u) = (f+g0A)(T).

Como u € X é arbitrério, concluimos que z* € 9(f + g o A)(Z).

As implicagoes de (1) em (4) e de (4) em (5) sao verificadas de
forma imediata.

(5) = (0). Seja u € X. As hipéteses disponiveis nos permitem
obter (4.34) da mesma maneira que foi obtida anteriormente. Depois
de reorganizar as parcelas de (4.34) obtemos

T . VS T .=
flw) + g(Au) hrtlé}\nf(xtertoA,u x>_11£ré}\nf<xt,x )

liminf (i, AT — lim inf lim inf .
+limin (i, AT — y;) + im in flxe) + imin 9(yt)

Ou ainda, de (5)(a), (5)(b) e da semicontinuidade das fungoes f e g
obtemos

f(u) + g(Au) — (&%, u —T) = f(T) + g(AT)
& (@%u—T) < (f+goA)(u) = (f+90A)@)

Como u € X é arbitrario, concluimos que z* € 9(f + g o A)(Z). Com
isto, completamos a demonstracao do teorema.

O

As proximas duas proposigoes sao exemplos de aplicagbes do
teorema que acabamos de demonstrar.
Dado T no dominio de uma fungao f (convexa, prépria e s.c.i.),
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possivelmente se tem 0 f (T) vazio. Contudo, sempre é possivel encontrar-
se x, tao préximo de T quanto se queira, tal que Jf(z) é ndo-vazio. Isto
é 0 que garante a proposicao a seguir.

Proposigao 4.1 [22, Proposicio 2] Seja f : X — R uma fungdo con-
vera, propria e s.c.i.. Seja € > 0. Dado T no dominio de f, existe
x € X tal que Of(x) € ndo-vazio e

o =z +[f(z) - f(@)| <e.
Demonstragao: Seja S := {Z}. Entéo,
f(@) +05(T) < f(x) +0s(x), Vo e X.

Segue que T é um minimizador da fungdo f + dg. Isto implica que
0 € O(f+0s)(T). Nestas condigoes, a forma (2) do Teorema 4.1 garante
a existéncia de uma rede x; € X tal que

e =T e f(z) = f(T).
Basta tomar t suficientemente grande para concluir o resultado.

O

A prova original do teorema a seguir é datada de 1966 e foi apre-
sentada por Rockafellar [19, Teorema 3]. A demonstracao apresentada
neste trabalho é ligeiramente mais simples do que a original.

Proposicao 4.2 (Teorema de Integracao de Rockafellar) [22, Pro-
posicao 3] Sejam f,g : X — R fungdes convexas, prdprias e s.c.i..
Suponha que Of(x) estd contido em Og(x) para todo x € X. Entao,

f = g+ constante.

Demonstracao: O caso unidimensional pode ser provado usando-se
derivadas laterais [18, Teorema 24.2]. Provemos o caso geral. A Pro-
posicao 4.1 nos garante que df(a) é ndo-vazio para algum a no dominio
de f. Sem perda de generalidade, suponhamos que a = 0. Sejabe X e
Vi, = Rb o subespago unidimensional gerado por b. Denotemos por Ay
o operador imersao de V;, em X, isto é,

Apyu = u, Yu € V.
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Nestas condigoes, afirmamos que
O(f o Ap)(u) C (g o Ap)(u), Yu € V.

De fato, seja u € V,. A inclusdo vale trivialmente se 9(f o Ap)(u) é
vazio. Seja u* € O(f o Ap)(u). Pela forma (4) do Teorema 4.1 (com f
e u no lugar de g e T), existem redes x; € X e x} € X'* tais que

xf € Of (xy); wioAy = u*; (xf,xi—Apu) — 0; xy — Apu = u. (4.35)

Visto que Of(z) estd contido em Og(z), para todo z € X, temos
que (4.35) também vale com ¢ no lugar de f. Segue novamente pala
forma (4) do Teorema 4.1, desta vez usando a implicagao contréria, que
u* € 9(g o Ap)(u). Completamos a prova da afirmagao. Ao combinar
o resultado do caso unidimensional com a afirmacgao, constatamos que
existe uma constante c tal que

(foAp)(0) = (g0 A4p)(0) + ¢ e (foAy)b) = (g0 A)(b)+c.

Ap6s subtrair a primeira equagao da segunda, resulta

f(0) +9(0) = g(b) + £(0). (4.36)

Visto que o vetor nulo estd na intersegdo dos dominios de f e g (caso
contrario dg(0) seria vazio e, consequentemente, Jf(0) também seria
vazio), concluimos de (4.36) que b estd no dominio de f se, e somente
se, b estd no dominio de g, isto é, f e g possuem o mesmo dominio.
Além disso, a escolha de b € X foi arbitrdria. Portanto,

f=9+11(0) = g(0)].

4.1 SUBDIFERENCIAIS DA SOMA E DA PRE-COMPOSICAO

Em andlise convexa, frequentemente surge o interesse em minimi-
zar a soma de duas fungoes. Sendo assim, é muito conveniente ter uma
formula para subdiferencial da soma, em particular, de duas funcoes
convexas, préprias e s.c.i.. O mesmo se aplica a pré-composi¢ao de uma
funcao (convexa, prépria e s.c.i.) com um operador linear continuo. Na
Secao 2.1 apresentamos uma férmula para o subdiferencial da soma que
depende de uma condigao de qualificacao. Nesta se¢ao apresentamos o
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Teorema 4.2, que contempla tanto a soma como a pré-composi¢ao e nao
requer qualquer tipo de qualificagao. Originalmente este resultado foi
apresentado por Hiriart-Urruty e Phelps em [12] na forma de dois teore-
mas, a saber, Teorema 2.1 e Teorema 3.1. Para o caso da soma, outras
duas demonstracoes foram publicadas por Hiriart-Urruty, Moussaoui,
Seeger, e Volle em [11]. Contudo, a demonstragido que apresentamos
neste trabalho, devida a Thibault [22], segue como uma aplicagido do
Teorema 4.1 e é mais simples do que as trés mencionadas anteriormente.

Teorema 4.2 [22, Proposicao 1] Seja A um operador linear continuo
de X em ). Sejam f: X - R eg:Y — R funcdes convezas, préprias
e s.c.i.. Se existe T no dominio de f tal que AT estd no dominio de g,
entao,

s

O(f +g0A)T) =) 0:-(@) + O-g(AT) 0 A", (4.37)

e>0

onde

0:9(AT) o A = {y* o A;y" € 9:9(AT)}.

Demonstragao: Seja 2* € 9(f + g o A)(Z). Da forma (3) do Teorema
4.1 obtemos redes z; € X e y; € Y, bem como z} € X* e y* € V*, tais
que

xy € 0f(x¢) e yi € 0g(y); (4.38)

vale (4.18); valem as sentengas (3)(a) e (3)(b). Seja e > 0. Segue de
(3)(b) que existe tg tal que, para todo t > tg, valem as desigualdades:

fla) = (27,20 —7) = f(T) - (4.39)
g

>
9(e) = iy — AT) 2 (Arr) (4.40)

Por outro lado, a partir de (4.38) obtemos, para todo z € X,

(@i, e — ) < fla) = fla). (4.41)
De (4.39) e (4.41) resulta

(xf,2 = 7) = (f, & — x0) + (7, 20 — T)
< f@) = fla) + (a7, 20 = T)
< f(z) — f(T) +e, YV e X.

Portanto, =} € 0. f(T). Procedendo-se de maneira aniloga constata-se
que y; € 0-g(AT). Assim, concluimos que

xy +yf 0o A€ 0. f(T)+ 0:-9(AT) o A, ¥Vt > ty.
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Por fim, considerando a convergéncia em (4.18), segue que

v c0.f(@) 1 0.g(AT) 0 A" .

Resta provarmos a inclusdao contraria. Sejam ¢ > 0 e
x* € 0. f(T)+0.9(AT) o A. Entdo, existem z7 € 0. f(T) e x5 € J.9(AT)
tais que
x] + x50 A=2zx"

A partir da definicao de e-subdiferencial obtemos, para todo = € X,
(27,2 —T) < f(x)+ f(@)+e e (x5, Ax — AT) < g(Az) + g(AT) + <.
Ap6s somar estas duas inequagoes concluimos que

¥ =a]+250A€ 0o (f+goA)(z™).

Assim, como o e-subdiferencial é um conjunto fechado na topologia
fraca-*, constatamos que

*

0. 7@) + 0-9(AT)" COn(f+g0 A)@)" = 0ue(f +g0A)T).

Tomando a intersegao sobre todos os € > 0 e usando (1.21) concluimos
a demonstracao do teorema.

O

Existe uma versao do Teorema do Valor Médio para subdiferen-
ciais. O Lema seguinte contempla o caso particular onde X = R e na
sequéncia demonstramos o caso geral (Proposicao 4.3).

Lema 4.3 (Teorema do Valor Médio (em R)) [10, Teorema 2.3.3]
Seja ¢ : R — R uma funcao convexa e propria. Sejam a e b pontos do
dominio de p. Entdo, eziste ty entre a e b de modo que

@(b) — p(a) € Ip(to).

Demonstracgao: Sem perda de generalidade, suponhamos que a =0 e
b= 1. A convexidade de ¢ garante que o interior do intervalo (0, 1) estd
contido no interior do dominio de . Segue, por um resultado classico
de andlise convexa, que ¢ é continua no intervalo (0,1) [14, Secao 6,
Teorema 10]. Seja ¢ : [0,1] — R a funcdo definida por

Y(t) = o(t) — 0(0) — t[p(1) — @(t)].
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A convexidade e continuidade de ¢ no intervalo (0,1) implicam em
1) ser convexa e continua. A continuidade nos garante que v possui
um minimizador, e a convexidade nos garante que i assume seu valor
minimo em algum ponto entre 0 e 1, pois (0) = 0 = ¥(1). Seja tg o
minimizador de 1. Entao,

0 € 9¢(to) = Op(to) — [¢(1) = p(0)] = ¢(1) = ¢(0) € dp(to).

O

Proposicao 4.3 (Teorema do Valor Médio) [12, Exemplo 3.2] Seja
f: X = R uma fun¢ao convexa, propria e s.c.i.. Sejam a e b pontos
distintos no dominio de f. Entdo, existe ¢ entre a e b tal que

*
w

J0) — fa) e @00 -a)" = ({0 —ahy € 0.5 ()
e>0 e>0

(4.42)

Demonstragao: Sem perda de generalidade, suponhamos a = 0. Seja
A o operador imersao de R em X definido por At = bt. Seja ¢ : R = R
a fungdo definida por ¢ := f o A. Pela proposigdo anterior, existe %
entre 0 e 1 tal que

@(1) — ¢(0) € dp(to). (4.43)
Pelo Teorema 4.2
Dp(to) = (f o A)(to) = () - By € 0oS(Ab) " . (4.44)
e>0

Como (1) = f(b) e p(0) = f(0), segue de (4.43) e (4.44), com ¢ = Aty,
que

*

f(b) - f(0) € ﬂ " b—0)y € 0:-f(c) . (4.45)
>0
O
APENDICE

Demonstracao da Proposigcao 3.2

(i) Seja y € dom(Af). Entao, inf {f(z); Az =y} < +oo, isto
é, {f(z); Ax = y} é ndo-vazio. Portanto, existe z € dom(f) tal que
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Az =y, ou seja, y € {Az;x € dom(f)}. A inclusdo contréria segue
trivialmente da definigao.

(ii) Sejam u,v € dom(Af) = {Ax;2 € dom(f)} e X entre 0 e
1. Sejam z; e x5 no dominio de f tais que Axy; = u e Azs = v. Neste
caso, A((1 — N)z1 + Azz) = (1 — A)u + Av. Portanto,

Af((1=XNu+ ) =inf {f(z); Az = (1 — Nu+ \v}
S f((]. — )\)CE1 + )\1‘2)
< (=N f(z1) + Af(22),

para quaisquer x1 e xo tais que Ax; = u e Ars = v. Assim,

Af((T=XNu+ M) < (1 =N inf {f(21); Az = u} + \f(22)

<
<A =XNAf(u) + Af(2).
Logo,

Af((1=XNu+ ) < (1= NAf(u) + Xinf {f(z2); Aze = v}
< (1= NAf(w) + AAf(0).

(ili) Como f é prépria, segue de (i) que o dominio de Af é
nao-vazio. Mostremos que Af > —oo. Por hipétese existe y* € Y*
tal que A*y* = zj. Da definicdo de fungdo marginal e da inequacao
fornecida na hipétese obtemos

Af(y) = it {(z3,2) + 6 Az = y}
=inf {{A*y*, z) + ¢; Ax = y}
=inf {(y", Az) + ¢; Az = y}
=(y*,y)+¢> —oc0, Vy e V.

O

Proposicao 4.4 Sejam (x;) e (y;) redes. Suponhamos que liminf z; = x
eliminfy, =y. Se (xy +y1) > v+ y, entdo xy — = ey — y.

Demonstragao: Sejam a = limsupz; e b = limsupy;. Entdo, a > z
e b > y. Suponha que a é estritamente maior que z (o que implica
em a + b ser estritamente maior que x + y). Por definicao de limite
superior, existem sub-redes (z;_) e (y:,) tais que 2, = a e y, — b.
A partir da hipétese obtemos

x+y=lim(z; + y¢) = lim (2, +yz, ) = limaz,, +limy,, =a+0.
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Contradicao! Entao, a = z. Segue que o limite de x4 é = e
limy, = lim (y + #¢) —lima;, = +y —z =y.
O

Afirmagao 4.1 (Detalhes do Lema 4.2) Sejam f; : X — R,
i = 1,2,3, funcdes convera. Sejam f, A -] : &% — R as funcoes
definida por

f(x1, 22, 23) = fi(w1) + fa(z2) + f3(23),
A, 72, 5) = 3 (Il = 22l + ller = ol + = z3]1?),
I (21, 22, 23) = llza |l + lw2ll + [ls]]-
As sequintes afirmativas sao verdadeira:
(1) Se (z1,x2,x3) estd no dominio de f, entdo

Of (x1,w2,73) = 0f1(x1) X Of2(x2) X Of3(x3);

(2) A fung¢iao A é conveza;
(8) Se (ut, us,ug) € OA(ur, uz, us), entdo

(a) ui +uz +uz =0;
(0) Nluill < llur = ol + flur = us|| + [lug = us]-

Demonstragao:
(1) Seja (z7,25,2%) € Of (21, x2,23). Da definigdo de subdife-
rencial obtemos, para qualquer (y1,y2,y3) € X3,

<37T7y1 - $1> + <x§7y2 - .'I,'2> + <‘/I’.§ay3 - -T3> S

< fi(yr) + f2(y2) + fa(ys) — [fi(@1) + fa(z2) + fa(ws)].

Se yo = x5 e y3 = x3 resulta

(1,91 —21) < filyr) — fi(z1), Yy € X,

donde concluimos que z3 € df1(x1). De maneira andloga, se y; = x;1 e
y3 = x3, resulta que x5 € dfz(x2) e, se y1 = x1 e Y2 = x9, concluimos
que z% € 0f3(x3). Portanto,

(z7,25,23) € Of1(z1) x Ofa(w2) X Of3(w3).
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Isso mostra que o lado esquerdo esta contido no lado direito. Para
provar a inclusao contraria basta somar as inequacoes resultantes da
defini¢ao de subdiferencial.

(2) Segue da definigao de fungao convexa e do fato que z +— ||z||?
é convexa.

(3) Da definicao de subdiferencial temos

((ui,us3,u3), (1,92, y3) — (u1, ug,uz))
S A(yhyQa yS) - A(ul7u27u3)7 (446)

para qualquer (y1,v2,93) € X3. Se y1 = yo = y3 = z resulta

(ul +ul +uy, z) < (uj,ur) + (uj,ug) + (ul, us) — A(ug, uz, us),
para todo z € X. Como o lado direito é constante, sé podemos ter
ul +us +uz = 0.

Provemos (4)(b). Sejam r > 0 e v € X tal que ||v]| = 1. Para
Y1 = uj + v, ya = ug e y3 = ug resulta de (4.46) que

(ut ) < 3 (s + 70 = sl = Jur = )
45 (v —” — e — s %)
= 2 (s + 70— ual) = iy = o) (s + 70 = | + i — )
+ %(IIM + 70— ug|| = [Jur — usl]) (lus + v —usl| + [lus — us]]).
A desigualdade triangular e o fato que ||v|| = 1 nos permitem majorar

o lado direito desta ultima inequagao e obter

(uf7) < 5 (s = el + = s = wal] (s = il 7+ = )
%(nul —ugl| + 7 — [lur — usl)) (Jlus — us]| + 7+ Jur — ua]))

= ; (||u1 — Ua|| + 7+ [Jug *“2”)

+ %r(nul —ugl + 7+ lur — ug).

Depois de dividir esta ltima inequagao por r e tomar o limite com r
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tendendo a zero podemos escrever
(ui, v) < flur =zl + flur — usl| + [luz — us].

Visto que esta desigualdade vale para qualquer v tal que |jv|| = 1,
concluimos que

Juill < flua —uall + flur — usl| + [uz — us]|. (4.47)
De maneira andloga conclui-se que
lus s lluzll < [lur —ugll + [Jur — us|| + [Juz — us]- (4.48)

O
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7

CONCLUSAO

Conforme ja mencionado, o e-subdiferencial foi introduzido ainda
na década de 60, mas foi sé em 1993 que regras de calculo subdiferencial
sem condigoes de qualificacao foram apresentadas pela primeira vez.
Entre as férmulas estabelecidas por Hiriart-Urruty e Phelps [12] na-
quela ocasido, estdo aquelas que apresentamos no Capitulo 3. Férmulas
para o subdiferencial da soma e da pré-composicao também sdo encon-
tradas em [12] e até chegaram a fazer parte deste trabalho tal com séo
apresentadas no artigo. Contudo, optamos por demonstra-las usando
técnicas mais recentes, no caso, usando limites, conforme pode ser ob-
servado no Capitulo 4. Afinal, ndo seria exagero dizer que estas s@o as
regras de calculo mais importantes deste trabalho.

E preciso admitir que a demonstracao do Teorema 4.1 nao é
elementar. Tampouco o lema que o precede. Em todo caso, as ca-
racterizagoes estabelecidas no Teorema 4.1 sao tao ricas que permi-
tiram Thibault obter a férmula para o subdiferencial da soma e da
pré-composicdo (as mesmas introduzidas por Hiriart-Urruty e Phelps
em [12]) como um coroldrio. O mesmo se aplica & Proposicao 4.1 e &
Proposigao 4.2. Ainda como uma aplicagao do Teorema 4.1, Thibault
[22] provou um resultado muito bem conhecido da andlise convexa, a
saber, o fato de que o operador subdiferencial é monétono maximal.
Também em espacos de Banach, outras demonstragoes deste resultado
foram publicadas usando diferentes ferramentas. Entre elas vale citar a
original, devida a Rockafellar [21], e outra muito mais simples apresen-
tada em 2008 por Marques Alves e Svaiter [16]. Mesmo reconhecendo
a importancia do assunto, optamos por nao abordar a teoria maximal
acreditando que se desvia um pouco do objetivo deste trabalho. Maio-
res informacoes podem ser encontradas nos dois artigos citados.

Cogitamos abordar o conceito de subdiferencial mais profunda-
mente antes de passar ao estudo das regras de cédlculo. Contudo, nos
contivemos em fazer isso para evitar que o trabalho se tornasse dema-
siadamente extenso. Alguém que por ventura venha a se interessar por
mais informagoes sobre o assunto pode ver as referéncias [1, 10, 18].

Enfim, além de ter contribuido significativamente para a formacao
do autor, acreditamos que este trabalho fornece uma boa visao geral
das principais ferramentas utilizadas em anédlise convexa, sobretudo em
dimensao infinita.
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