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Resumo

Considere Q2 C R? um aberto (limitado ou ilimitado) sem hip6teses
adicionais sobre a regulariadade de sua fronteira 0f2, assumindo apenas
que vale a desigualdade de Poincaré sobre 2, ou seja, existe A\; > 0 tal
que

2 1 2 1
/Q(,ZS dxg/\—l/ﬂ|v¢| dx, V¢ e Hy(Q).

A formulacgao variacional do problema de valor inicial e de fronteira
para as equagoes de Navier-Stokes 2D de um fluido homogéneo e in-
compressivel pode ser expressa da seguinte forma: se f € V' e ug € H,
entdo existe uma tnica funcio u € L?(0,T;V) N L>(R*; H), VT > 0,
que satisfaz

% (u,v) + v ((u,v)) + blu,u,v) = (f,v), YveV,
u(+,0) = uo(-).

Deste problema podemos definir um semigrupo continuo {S(t)};>o em
H, dado por S(t)ug := u(t), com u sendo a solu¢do encontrada. Da
equacgao de energia associada, provamos a existéncia de um conjunto
absorvente e mostramos que o semigrupo é assintoticamente compacto,
obtendo assim, um atrator global que possui as dimensoes de Hausdorff
e fractal finitas.

Palavras-chave: Equagoes de Navier-Stokes; Atrator Global; Dimen-
sdo do Atrator; Dissipacao Fraca; Dominios Ilimitados.






Abstract

Let Q C R? be an open subset (bounded or unbounded) without
any regularity assumption on its boundary 0f2, in which we only assume
that Poincaré’s inequality holds, i.e., there exists A\; > 0 such that

2 1 2 1
/Q(;S dxgx/ﬂ|v¢>| dx, V¢ e HL(Q).

The variational formulation of the initial and boundary value pro-
blem to the 2D Navier-Stokes equations of a homogeneous and incom-
pressible fluid can be expressed as follows: if f € V' and ug € H, then
there exists a unique function v € L2(0,T;V) N L>®(RT; H), VT > 0,
which satisfies

%(um) + v ((u,v)) + blu,u,v) = (f,v), YveV,
u(-,0) = uo(:).

This problem allows us to define a continuous semigroup {S(¢)}+>0 in
H, by S(t)up := u(t), where u is the unique solution mentioned above.
With the associated energy equation we prove the existence of an ab-
sorbing set and that the semigroup is asymptotically compact, thus
obtaining a global attractor which has finite Hausdorff and fractal di-
mensions.

Keywords: Navier-Stokes Equations; Global Attractor; Attractor Di-
mension; Weak Dissipation; Unbounded Domains.
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Introducao

As equagdes de Navier-Stokes foram assim denominadas ap6s Claude
Louis Marie Henri Navier e George Gabriel Stokes desenvolverem um
conjunto de equagdes que descreviam o movimento de fluidos e gases.

A primeira descricdo matematica do movimento de um fluido ideal
foi formulada por Euler [9] em 1755. Essa formulacao foi obtida através
da segunda Lei de Movimento de Newton em um fluido que se move sob
a ac¢do de uma forga interna conhecida como gradiente de pressdo. Res-
tringindo ao caso em que os fluidos sdo homogéneos e incompressiveis,
isto é, com densidade de massa constante, ocupando todo o R™ com
n = 3 (ou de forma teorica, n = 2), as equagoes de Euler descrevem
a evolugdo no tempo do campo de velocidade u = u(z,t) e a pressao
p = p(z,t) de um fluido e tem a seguinte forma:

0
%+(U~V)u = —-Vp, zeR"t>0,
divu = 0, reR", t>0,
U(J},O) = U,O(Z‘), T e Rn:

com u(x,0) = up(x) sendo a condigdo inicial (com divergente nulo).
Estas equacoes, embora importantes teoricamente, omitem os efeitos
das forcas de atrito. Para incorporar tais efeitos, Navier publicou em
1823 o trabalho [|21] com a dedugdo da equagdo do movimento para
fluidos viscosos no qual incluiu os efeitos de atragao e repulsao entre as
moléculas. A partir das consideragdes feitas por Euler, ele deduziu a
seguinte modificagdo das equagoes de Euler:

0
8—1:+(u~V)u = vAu—Vp, xze€R" t>0
divu = 0, reR" t>0
u(z,0) = wup(z), z € RY,

com u(x,0) = ug(z) sendo a condigdo inicial com divergente nulo.



Para Navier, v era simplesmente uma funcdo do meio molecular
para o qual ele nao atribuiu significado fisico algum. Em 1845, Stokes
publicou uma deducao das equagodes para o movimento de fluidos vis-
€0s0s, as quais sao seguidas nos textos atuais. Em oposicao & Navier,
Stokes tornou claro que o pardmetro v tem um importante significado
fisico, ele mede a viscosidade do fluido.

Como as equagoes de Navier-Stokes incorporam os efeitos do atrito,
elas tornam-se fisicamente mais realistas do que as equacoes de Euler.
Contudo, por razoes fisicas e matemaéticas, ambas sdo importantes.

As equagoes de Navier-Stokes sdo usadas para modelar fendmenos
climaticos, correntes oceanicas, fluxos de 4gua em canais, fluxos de gas
em canos e turbinas, entre outros. Estas equacdes nao procuram esta-
belecer relacdo entre as variaveis de interesse (por exemplo, velocidade
e pressdo); em vez disto, elas estabelecem relagdes entre as taxas de va-
riacao ou fluxos destas quantidades. Além disso é necessario, em geral,
levar em conta a compressividade de gas ou mesmo de um liquido.

Um fluido incompressivel pode ser visto como um fluido onde as
variagoes da densidade no movimento de uma particula do fluido sao
despreziveis. Nenhum fluido é realmente incompressivel; até mesmo li-
quidos podem ter a densidade aumentada aplicando-se uma pressao su-
ficiente. Em geral, a incompressibilidade é vista como uma propriedade
do escoamento. Um escoamento é incompressivel quando o divergente
da velocidade é nulo divu = 0.

Nas situagoes praticas, o fluido nunca ocupa todo o espaco R?® (ou
de forma teérica, R?) e sim uma regido com fronteira, digamos 2 C R3.
Para determinar o fluxo completamente, algumas consideracoes sobre
a fronteira 0N desta regido devem ser apresentadas. Neste trabalho
consideramos uma condicdo fisica adequada, a chamada condicdo de
antideslizamento para fluidos viscosos, no qual o fluido tera a velocidade
nula na fronteira da regiao. Conceitualmente, pode-se pensar que as
moléculas mais exteriores do fluido estao presas as superficies por onde
escoam. Matematicamente, isso significa que

u(z,t) =0, em 0N x (0,T).

Levando em conta a apresentacao feita acima, a formulagao classica
do problema de valor inicial e de fronteira para as equacoes de Navier-
Stokes de um fluido homogéneo incompressivel é: dados T' > 0, 2 C R™
(n = 2 ou n = 3) aberto com fronteira 02 suficientemente regular,
v>0,f:0Qx(0,7T) = R"euy: O — R" Queremos encontrar
uma fungao vetorial u = (uy,--- ,u,) : Q x (0,T7) — R™ e uma funcéo



escalar p: Q x (0,T7) — R que satisfazem

%—VAU—I—(U-V)U-FVP:ﬁ em 2 x (0,7),
divu =0, em Qx (0,7,
u =0, sobre 99 x (0,T),

u(z,0) = up(x), em Q.

Na equagdo acima u(x, t) representa a velocidade, v a viscosidade (cons-
tante), p(z,t) a pressdo, ug(z) a velocidade inicial e f(z,t) uma forca
externa dada.

A primeira equacado descreve o balanco das forcas que atuam no
sistema de acordo com a segunda Lei de Movimento de Newton. O
termo div v = 0 nos d& a condicdo de homogeneidade e incompressi-
bilidade do fluido. Os termos du/dt e u - Vu descrevem a aceleragao
total da particula no fluido e o termo —vAw descreve a fric¢ao entre as
particulas do fluido.

Um avanco importante na teoria das equagoes diferenciais parciais
foi o conceito de solugbes fracas introduzidas por Leray (1933) [20], em
especial para as equacgoes de Navier-Stokes. Isso permite que objetos
em classes muito maiores que o espago de fungoes cléssicas sejam usa-
dos para descrever o movimento de um fluido. E mais facil provar a
existéncia de uma solugdo em uma classe maior, mas tal solucao pode
nao ser unica. A teoria de Leray fornece a existéncia de solucgoes fra-
cas, possivelmente irregulares e possivelmente nao-exclusivas para as
equagoes de Navier-Stokes. Sua abordagem é baseada em estimativas
de energia (isto é, limites na integral do quadrado da velocidade) e,
portanto, requer que os dados iniciais estejam em L?(R™) cartesiano n
vezes. Um tratamento mais completo s6 teve inicio com os trabalhos de
Foias e Prodi (1967) [12], Foias (1973) 11|, Foias e Temam (1989) [14],
Ladyzhenskaya (1991) [19], dentre outros.

O atrator global das equagoes de Navier-Stokes 2D foi obtido primei-
ramente para dominios limitados nos trabalhos de Ladyzhenskaya [18]
e Foias e Temam [13], com este ultimo trabalho mostrando também a
finitude da dimensao de Hausdorff do atrator.

Ao tomarmos 2 C R? ilimitado, a imersiao compacta de V em H
é perdida e assim, algumas propriedades da compacidade assintética
do semigrupo gerado pelas equagoes de Navier-Stokes deixam de valer.
Para contornar este problema, Abergel [1] e Babin [3| trabalharam com
o termo de for¢a f em espagos de Sobolev com peso, tais como

L2(R") = {u (R — R/ /Rnu + 122 Ju(z)? dx < oo} ,



HL 4(R") = {u € L2(R") / g“

. €LZR™),i=1,-- n}

para a e  adequados. Para valores apropriados de a e 3, a imersao
de H,, 5(R") em L7 (R") é compacta e as propriedades da compacidade
assintotica do semigrupo gerado pelas equagoes de Navier-Stokes vol-
tam a valer. Contudo, a estimativa da dimensao do atrator neste caso,
independe da norma com peso do termo de forca e assim, foi natural
almejar que haja a existéncia do atrator global para termos de forca
mais gerais. De fato, neste trabalho mostramos a existéncia do atrator
global e a finitude de suas dimensées de Hausdorff e fractal para termos
de forca em V',

Em [1] e [3] era preciso uma suavidade adequada para a fronteira
do dominio, afim de obter a regularidade apropriada do dominio do
operador de Stokes. Contudo, como neste trabalho nos baseamos no
artigo de Rosa [22], ndo necessitamos de nenhuma regularidade sobre a
fronteira e a unica condicdo que precisamos é de que o dominio  C R?
seja um aberto arbitrario com fronteira 02, no qual vale a desigualdade
de Poincaré.

O Capitulo [I] tem como objetivo apresentar os principais resulta-
dos da anélise funcional e os espagos de funcoes a serem utilizados no
trabalho, além de resultados técnicos e consideracées sobre a forma
trilinear b e o operador B, oriundos da teoria das equagoes de Navier-
Stokes. Por fim, fazemos algumas consideracoes sobre as dimensoes de
Hausdorff e fractal de um dado conjunto.

No Capitulo [2| apresentamos as formulagoes classica e variacional
para o problema de evolugdo nao linear para as equacoes de Navier-
Stokes e ainda, o teorema de existéncia, unicidade e regularidade de
solucao fraca para as mesmas com n = 2. A existéncia é baseada na
construcao de uma solucao aproximada dada pelo método de Faedo-
Galerkin, entao uma passagem ao limite das mesmas, usando uma es-
timativa a priori sobre a derivada fracionaria de Riesz no tempo da
solucado aproximada, e ainda, um resultado de compacidade. Por fim,
apresentamos as consideracoes a serem feitas ao tratarmos o dominio
Q2 como sendo um ilimitado do R2.

O Capitulo[3]¢é destinado a uma apresentagio dos elementos basicos
da teoria de semigrupos com o intuito exibir uma caracterizacao dos
semigrupos que possuem um atrator global, o qual é um dos principais
objetivos deste trabalho.

No Capitulo (] exibimos as consideragoes do problema central, além
de estabelecermos alguns resultados sobre continuidade fraca para o se-
migrupo correspondente, tudo isso com o intuito de provarmos a com-



pacidade assintética do semigrupo e deduzirmos a existéncia do atrator
global. Por fim, mostramos estimativas das dimensoes de Hausdorff e
fractal do atrator global.






Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos as notagoes, conceitos e re-
sultados técnicos acerca dos espacos funcionais que usamos no estudo
das equacgoes de Navier-Stokes.

1.1 Um breve estudo da analise funcional

As nocgoes introduzidas nesta secao sao classicas da teoria da anélise
funcional e podem ser encontradas em [5] e [17]. E por esse motivo que
nao dedicaremos tempo demasiado nesta apresentacao inicial.

Definimos abaixo duas classes importantes de espagos para nosso
estudo: os espacos de Banach e de Hilbert.

Defini¢ao 1.1. Sejam X um espaco vetorial munido da norma |||y
e Y um espago vetorial com produto interno (-,-),. Dizemos que
(X, [l ) e (Y,(-,-)y) s@o espacos de Banach e de Hilbert, respecti-
vamente, se s30 espagos completos com respeito a métrica gerada por
|-l x e (- -)y, respectivamente.

O espago dual (topologico) de um espago vetorial normado é essen-
cial para se estudar as distribuicoes, os espaco de Hilbert entre outros.
Além disso, varios resultados sdo obtidos analisando as caracteristicas
do espaco e do seu dual.

Definigao 1.2. Seja X um espago normado. Denotamos por X' o
espaco dual de X, que consiste de todos os funcionais lineares limitados



de X. Ainda, X’ é um espaco vetorial normado munido da norma

[(f, @)
[£]l 5, = sup = sup [(f,z)l,
zeX HxHX reX
270 ]l =

com o simbolo (f, z) significando a avaliagido do funcional linear f € X’
no elemento x do espaco X.

Proposigao 1.3. O espaco dual X’ de um espaco normado X é um
espago de Banach (mesmo que X néo o seja).

Apresentamos agora um dos resultados importantes da andlise fun-
cional: o Teorema de Representacdo de Riesz. Com este resultado
podemos identificar os funcionais lineares continuos de um espaco de
Hilbert através do produto interno.

Teorema 1.4. (Representacdo de Riesz) Seja H um espago de Hilbert
real com produto interno (-,-). Para cada f € H’, existe um tnico
elemento uy € H tal que

<f,v>:(uf,’l}), Vv € H.

Ainda,
1 g = Nugll g s

e a aplicagdo f — uy é um isomorfismo linear de H' em H.

Definigao 1.5. Seja X um espago normado. Definimos o espago bidual
de X como sendo o espaco dual de X', ou seja, (X') = X”.

Definimos agora os conceitos de convergéncia fraca e fraca* em um
espaco de Banach. Ambas as convergéncias possuem diversas aplica-
¢oOes na teoria de equacOes diferenciais e, em especial neste trabalho,
desempenham um papel fundamental nos Capitulos 2 e 4.

Definigao 1.6. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que uma
sequéncia (ug)gen € X converge fraco para u € X, e denotamos por
up — u, se (f,ur) — (f,u), para cada f € X'.

Abaixo seguem algumas propriedades da convergéncia fraca.

Proposigao 1.7. Sejam X um espaco de Banach e (ug)gen € X.
Valem os seguintes resultados:

(i) Se up — u, entdo w é tnico.



(ii) Se ur — u, entdo toda subsequéncia (ug,)jen € (ur)ren converge
fraco para wu.

(iii) Se up — u, entdo (|Jug||),cy € limitada. Além disso,

< lim inf .
llull < lim inf [lu

(iv) Se up — u, entdo up — u.
(v) Se urp, =~ ue fr — fem X', entdo (fi,ur) = (f,u).
(vi) Se dim X < oo, entdo

ur — u se, € somente se up — U.

(vii) Se X é um espaco de Hilbert, u; — u se, e somente se valer que
(ug,v) = (u,v), para cada v € X.

Proposigao 1.8. Seja X um espacgo de Hilbert. Se (ug)geny € X € tal
que up — u e

lim sup |Jug| < |Ju|,
keN
entao up — u.

Observacgao 1.9. A hipotese de X ser um espaco de Hilbert na Pro-
posi¢ao[I.8] pode ser substituida por algo mais geral, a saber, X ser um
espaco de Banach uniformemente convexo (encontra-se em [5 p. 76]).

Para aprofundarmos um pouco mais o estudo da convergéncia fraca,
introduzimos a seguinte nocao: considere o operador J : X — X" que
satisfaz

(Jx, f) :==(f,z), VeeXeVfeX.

Observamos que pelo Teorema de Hahn-Banach (encontra-se em [17] p.
223]), J é uma isometria de X sobre sua imagem J(X).

Definigao 1.10. Dizemos que um espaco de Banach X é reflexivo se
o operador J : X — X" for um isomorfismo isométrico.

Agora apresentamos um resultado relativo a nocdo de convergéncia
fraca.



Teorema 1.11. (Compacidade fraca) Seja X um espaco de Banach
reflexivo. Se a sequéncia (up)reny € X & limitada, entdo existe uma
subsequéncia (u, )jen € (uk)ren € um elemento u € X tais que

Uk; — U

Ou seja, sequéncias limitadas em um espaco de Banach reflexivo sdo
fracamente compactas. Em particular, uma sequéncia limitada em um
espaco de Hilbert contém uma subsequéncia que converge fraco.

Definicao 1.12. Sejam X um espaco de Banach e (fx)ren C X'.
Dizemos que (fx)ren converge fraco® para f € X' se (fx,z) — (f,x),
para cada = € X. Denotamos essa convergéncia por f, — f.

Abaixo seguem algumas propriedades da convergéncia fraca*.

Proposigao 1.13. Sejam X um espago de Banach e (fi)reny € X'.
Valem os seguintes resultados:

(i) Se fr = f, entdo (|| fxl|)rey @ limitada. Além disso,

< liminf || fy| .
IF1F < i inf | £ |

(ii) Se fr — f em X', entdo fr — f.
(iii) Se fr — f e up — u em X, entdo (fr,us) — (f,u).

Um dos principais objetivos do estudo da convergéncia fraca™ esta
no fato de que a bola unitaria fechada em X’, que nunca é compacta
na topologia forte (a menos que dim X < o0), é sempre compacta na
topologia fraca*.

Teorema 1.14. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitéaria fechada
BX(0)={feXx’'/ Il fllx, < 1} é compacta na topologia fraca*.

Abaixo faz-se necessario introduzir dois novos conceitos, a fim de
termos as ferramenta necessarias para descrever um classico resultado
da analise funcional.

Defini¢ao 1.15. Seja M um espago topologico. Dizemos que M é
separavel se existe um conjunto N C M que seja denso em M e enu-
merével.

Defini¢ao 1.16. Sejam H um espaco de Hilbert e ¢ : H® — R uma
funcgao real definida em H" = H x --- x H.

10



(i) Dizemos que a é uma forma multilinear de H", se a é linear em
cada coordenada.

(ii) Dizemos que a é uma forma multilinear continua em H", se existe
uma constante C' > 0 tal que

la(ur, - un)| S Cllually - lunlly s wie Hii=1,---n.

(iii) Se n = 2, dizemos que uma forma bilinear continua a em H x H
é coerciva se existe o > 0 tal que

a(u,u) > « ||u||§{ , YueH.

O teorema a seguir, conhecido por Teorema de Lax-Milgram (home-
nagem aos mateméticos Peter Lax e Arthur Milgram), tem um papel
importante na teoria de equagoes diferenciais. Em especial, através
dele, sob certas condigoes, pode-se demonstrar a existéncia e unicidade
de uma solucdo fraca do problema eliptico com condi¢do de Dirichlet
na fronteira (encontra-se em [15, p. 118]).

Teorema 1.17. (Lax-Milgram) Sejam H um espago de Hilbert sepe-
ravel e a(+, -) uma forma bilinear continua e coerciva em H x H. Entéo,
para cada L € H’, existe um tinico v € H tal que

a(u,v) = (L,v), Yve H.

Ainda mais, a transformacdo L — u é um isomorfismo entre H' e H.

Para a passagem de limite na sequéncia adquirida através do método
de Faedo-Galerkin no Teorema de existéncia e unicidade de Solugdo
para as equagdes de Navier-Stokes, utilizamos fortemente o conceito de
imersbes continuas e compactas. Para isso, fazem-se necessérias tais
definigoes.

Definigao 1.18. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que Y estéa
imerso em X, e denotamos por Y < X, se Y for um subespaco vetorial
de X. Dizemos ainda que a imersao de Y em X é

(i) continua, se existir uma constante C' > 0 tal que
ull x < Cllully, VueY;
(ii) compacta, a qual denotamos por Y < X, se para toda sequén-

cia limitada (uy)ren de Y, existir uma subsequeéncia (ug;);en de
(uk)ken que converge na topologia forte de X.

11



1.2 Espacos funcionais e suas propriedades

Nesta secao sdo apresentadas defini¢oes e resultados de certos espa-
¢os, tais como os espagos LP(Q2), de Distribuicoes e de Sobolev. Para
um estudo mais detalhado dos mesmos, veja [2], [5], [6], [10] e [15]

Defini¢ao 1.19. Sejam Q C R" e 1 < p < oo. Denotamos por LP(f2)
o espago de todas as classes de equivaléncia de funcoes u : 2 — R Le-
besgue mensuraveis tais que [, |u(x)|” dx < co.

Se p = o0, entdo denotamos por L () o espago de todas as fungoes
u : 2 — R essencialmente limitadas, isto é

L>*(Q) :={u:Q—=R/3IC =C(u) >0 tal que
lu(x)] < C q.s. em Q}.

Em L?(Q2), consideramos a norma dada por

1
P
(/ |updx> , sel<p<oo,
Q

sup ess |ul, se p = oo.
Q

||U’HLP(Q) =

Assim, pelo Teorema de Riesz-Fischer (encontra-se em [5, p. 93]) temos
L? () um espago de Banach.

Observagao 1.20. O supremo essencial de uma funcao u é dado por
supess |u| = inf{C/ |u| < C q.s. em Q}.
Q
Teorema 1.21. Se 1 < p; < ps < o e 2 C R for limitado, entao
LP2(Q) C LP1(Q).

Observagao 1.22. Se 1 < p < 0o, o dual de LP(f2) pode ser identifi-
cado com o L1(), desde que 1/p + 1/q = 1. Temos ainda que LP(Q) é
um espago reflexivo. No caso p = 1, o dual de L(£2) pode ser identifi-
cado como o L*>(2), contudo o contrario nao é vélido.

No caso p = 2, podemos definir um produto interno em L?(2), o
qual é dado por

(w V)20 :/uvdx.
Q

Disso segue que L?(Q) é um espago de Hilbert reflexivo.

12



Defini¢ao 1.23. Denotamos por L} (£2) o conjunto das funcoes que

sao localmente p-integraveis, ou seja, u € L} () se u € LP(O) para
todo compacto O C .

Agora introduzimos uma série de desigualdades que serdo recorren-
temente utilizadas ao longo deste texto.

Teorema 1.24. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p, ¢ < oo tais que
1/p+1/q = 1. Dados a,b > 0, entdo
I X
ab < “ + —.
p q

Teorema 1.25. (Desigualdade de Holder geral) Sejam 1 < p; < oo
com f; € LPi (), paracadal <i<k.Sel/p=1/p1+ -+ 1/pr =1,
entdo f = f1--- fr € LY(Q) e

sy < Willmay - Il poecny-

Uma consequéncia imediata do resultado acima é a famosa desigual-
dade de Holder.

Corolario 1.26. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p, ¢ < oo tais
que 1/p+1/g=1. Se f € LP() e g € LY(Q), entdo fg € L1 () e

||fg||L1(Q) < Hf”Lp(Q) ||9||Lq(s2) :

Neste ponto se faz necessario abordar o conceito de fungdo teste.
Estas funcoes desempenham um papel vital no estudo de solucoes fracas
para equagoes diferenciais parciais.

Definigao 1.27. Seja ¢ : Q@ C R® — R continua com 2 C R" aberto.
O suporte de ¢ é definido como o fecho em R" do conjunto no qual ¢
nao se anula, ou seja,

supp ¢ = {z € Q/¢(x) # 0}.

Se ainda, supp ¢ for compacto, dizemos que ¢ possui suporte compacto.

Definigao 1.28. Seja Q2 C R™ aberto. O conjunto das fungoes definidas
de 2 em R que sdo infinitamente continuamente diferencidveis com
suporte compacto (chamadas de fungoes teste) sera denotado por D(Q).
Dizemos que uma sequéncia de fungoes (¢, )men € D(2) converge para
0 se existir um compacto fixo K C  tal que supp ¢,, C K para todo
m € N e ¢,, e todas as suas derivadas convergem uniformemente para
0 sobre K.

13



Defini¢ao 1.29. Um funcional linear 7' sobre D(Q) é dito ser uma
distribui¢do sobre Q se para toda ¢,, — 0 em D(), noés tivermos
T(¢m) — 0. Definimos o espago das distribui¢oes em 2 como sendo
o dual do espago D(Q), e o denotamos por D’(Q). Em D’()) usamos
a topologia da convergéncia pontual sobre o espago D(2). Assim, as
propriedades vetoriais e de convergéncia deste espago sao dadas por:

(i) (S+T,¢) = (S,0) +(T,¢), Y¢eDQ).
(i) (cT,¢) =c(T,¢), Ve DQ).

(iii) Dizemos que T, — T em D’(Q)), se para cada ¢ € D(Q) tivermos
que (T, 6) — (T,6) em K.

Exemplo 1.30. Toda funcio u € L}, () define uma distribuigdo T,
dada por

(Turd) = /Q u(@)p(x)dx, Yo e D).

Observacao 1.31. Nem toda distribuicdo é oriunda de uma funcao
localmente integravel. A contrapor, podemos considerar a distribui-
cao delta de Dirac centrada em z, denotada por d,, e definida por
(020, @) = @(x0), Ve € D(Q). Para mais detalhes veja |15, p. 7].

Defini¢ao 1.32. Seja T € D’(2). Denotamos a a-ésima derivada
distribucional de T por D*T que é dada através de

(DT, ¢) = (—1)1*(T, D*¢), V¢ € D(),

com o = (aq, -+, a,) multi-indice, |a| = a1+ -+, e D o operador
diferencial definido por

glal

o
b* = Ozt - dapn’

Observacao 1.33. Toda distribuicao possui infinitas derivadas distri-
bucionais e todas elas sao distribuigoes.

Definigao 1.34. Sejam m > 0 e 1 < p < co. Definimos o espago de
Sobolev W™P()) como o conjunto das fung¢oes de LP(Q) tal que todas
as suas derivadas distribucionais até ordem m também estdo em LP (),
ou seja,

W™P(Q) = {u € LP(Q)/D%u € LP(Q2) para cada |a| < m}.

14



Com a norma dada por

1

Z/\Dau|pdx , sel<p<oo,
| — { \lajgm 7
Ullwm.p ()
Z sup ess | D%l , se p = o0,
Q
la|<m

o espaco W"™P(Q) é de Banach.

Quando p = 2, denotamos W™2(Q) por H™(L2). Ainda, H™(Q) é
um espaco de Hilbert com produto interno

(V) gy = Y (D4, D)oy = Y /Q (D“u) (D) dx.

la|<m la|<m

Definigao 1.35. Por W;""(Q) e HJ*() denotamos o fecho de D(Q)
em W™P(Q) e H™(Q)), respectivamente, ou seja,

W) =) e HPQ) = D)

H™(Q)
Proposicao 1.36. Se Q@ = R", entdo HJ*'(R") = H™(R"). Ja se
Q C R for limitado, entdo H{*(£2) é um subespago proprio de H™ ().

Observacgao 1.37. Como D(Q2) C W™" () densamente, um funcional
linear limitado em W;™?(€) pode ser visto com uma distribui¢ao. Por
outro lado, se f € L1(Q) com 1/p+ 1/q = 1, podemos tomar a distri-
buicdo D“f, para |a| < m, que se estende de forma continua ao dual
de Wy"P(Q). Assim, denotamos por W~"4(Q) o dual de W;""(9).
Para mais detalhes veja [15, p. 88].

Agora apresentamos propriedades de imersdo relacionadas aos es-
pagos de Sobolev W1P(Q). Para isso, definimos o expoente critico p*
da seguinte forma:

1

11 np
px p n

n—p

ou pkx =

Note que px > p. Assim, embora saibamos diretamente da defini¢dao
que W™P(Q) — LP(Q), é uma informacao bastante tutil sabermos se
as fungoes de W™P(Q) sdo mais regulares.
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Definigao 1.38. Seja 2 C R™ um aberto limitado, para algum n > 2, e
assuma que k € {1,2,...}. Diremos que Q é de classe C* (Lipschitz), se
para cada zg € 00 existir 7 > 0 e uma funcdo v : R*~! — R" de classe
C* (Lipschitz) tal que, a menos de uma renomeacdo e reorientacio dos
eixos coordenados, caso necessario, vale

QN B(xo,r) = {x € B(xo,7)/xn > y(T1,...,Tn-1)}

Teorema 1.39. Sejamn > 2,1 < p < oo e C R" um aberto limitado
de classe C''. Entdo temos as seguintes inclusdes continuas:

(i) se 1 <p<n, WHP(Q) — LP*(Q),
(i) se p =mn, WL (Q) — L1(Q), n < q < oo,
(iii) se p >n, WHP(Q) — L>=(Q).

Ainda mais, no ultimo caso temos a imersdo continua no conjunto das
fungdes Holder continuas de expoente « = 1 — (n/p). Em particular,

WhP(Q) — C(Q), p > n.
Demonstrag¢io. Encontra-se em |15, p. 78]. O

Teorema 1.40. (Rellich-Kondrachov) Seja 2 C R™ aberto limitado de
classe C'. Entdo as seguintes inclusdes sdo compactas:

(i) se p < n, WhP(Q) < L9(Q), 1 < g < p,
(i) se p=n, WHP(Q) < LI(Q), 1 < ¢ < oo,
(i) se p >n, WhP(Q) S C(Q).
Demonstra¢ao. Encontra-se em |15, p. 84-85]. O
O Teorema do Trago, que é introduzido logo abaixo, possui con-

sequéncias importantes, dentre as quais, a obtencdo da Foéormula de
Green para fun¢oes em H' ().

Teorema 1.41. (Traco) Seja  um subconjunto aberto limitado e de
classe C'. Entdo existe um operador linear continuo

Yot HY(Q) — H7(89Q) C L*(9),

chamado operador traco, tal que:
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(1) vou = uloe, Yu € H'(2) N C*(Q),
(ii) ker~yo = HL(Q).

Se v(z) é o vetor unitario ortonormal a fronteira 9, nés denotamos
suas fungdes componentes por v;(z) e assim, v = (v1, -+ ,vy,).

Teorema 1.42. (Formula de Green) Seja 2 C R™ um aberto limitado
de classe C!'. Entdo para u,v € H'(Q) e para 1 < i < n, temos a
identidade

8x /ax vdx+/ (ou) (vov)v;idS. (1.1)

No que se segue, ao invés de escrevermos ~yyu, €screvemos apenas u
sobre 02 e entendemos isto como o trago de u sobre 0f2.

Observagao 1.43. Se u € H2(Q) e substituirmos du/dz; no lugar de

wem (1.1]), obtemos

ou 31} ou
—vd —;dS.
/Q ox; 8371 / X+ /39 o0x; vvidS

Assim, nos temos

/Vu~Vvdx: —/(Au vdx+/ v—dS
Q o0

com Ou/dv sendo o traco da derivada normal de u.

Denotamos por LP(Q) := (LP(R2))", ou seja, o espago das fungdes
vetoriais u = (u1,- -+ ,uy) : @ — R”™ tais que u; € LP(f2), para cada
t=1,---  n. Tal espago é de Banach quando munido da norma

n v
2
(Z ||Ui||Lp(Q)> , sel<p<oo,
i=1

||u||LD(Q) =

Z”ui||L°°(Q) ; se p = 0.

O espago L.2(Q2) é de Hilbert com produto interno denotados por

(1, V)p2(q) = Z(uuvl 12(0) = Z/“ @)vi(®

i=1
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De forma anéloga aos espagos LP(2), denotamos que:
D(Q) = (D(Q))", H™(Q) := (H™(Q))" e Hy(Q) := (Hy ()"

Em H™(Q) o produto interno e a norma sao dados, respectivamente,
por

n
a
U 'U Hm™ (Q) E uza”z Hm(Q) = E E D%u;, D v’i)Lz(Q)7
i=1

i=1 |a\§m

[SIE

2 n
2
Hu”Hm(Q (Z ||qum(sz> = Z Z ||DauiHL2(Q)

i=1|a|<m

Apresentamos abaixo a Desigualdade de Poincaré (cujo nome é dado
em homenagem ao matemético francés Henri Poincaré). Essa desigual-
dade nos permite estimar a norma LP(f2) de uma funcio em W, ?(Q)
pela norma LP(§2) de seu gradiente com derivada fraca.

Teorema 1.44. (Desigualdade de Poincaré) Seja @ C R™ aberto e
limitado e 1 < p < co. Entéo, existe C = C(£2,p) > 0 tal que

[ull o) < ClIVUllipy, Yue Wy ().
Observagao 1.45.

(i) Varias generalizacoes da Desigualdade de Poincaré sdo possiveis.
Por exemplo, se €2 for limitado em (a0 menos) uma dire¢do, ou
ainda, se as fungdes nao se anulam (no sentido do trago) sobre a
fronteira toda, mas somente em uma porcao dela em que se tenha
uma medida (n — 1)-dimensional positiva (encontra-se em |15, p.
71)).

(ii) Em geral, a Desigualdade de Poincaré ndo é valida para dominios
ilimitados (encontra-se em [15, p. 71]).

Da Desigualdade de Poincaré, segue que a norma ||-[| 71 () em HYQ)
é equivalente a norma
1
2 2
L2(Q)> 7

n
el g oy = (Z
e que o espago HJ () ¢ de Hilbert com o produto interno dado por

=1
"/ Ou Ov
((w, 0) ) = Z ((‘333/ 3%‘) '

ou
ox i
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Neste caso, denotamos o produto interno e a norma em H(Q) respec-
tivamente, por

n

" [ Ou; Ov;
(s 0y = D (Wi 0:)) oy = D <axj’8xj> @
L2

i=1 i,j=1

2

n 2 n n au

2 7

el ) = (Z'“i”H&(Q)) =22 oz,
i=1

i=1 j=1

L2(9)

Definimos agora outras classes de espagos de fung¢des continuas e
espagos LP(12), cujos elementos sao fungbes do tempo em um espaco
de Banach. Em espacos como estes que as solucoes das equagoes de
Navier-Stokes serao encontradas.

Definigao 1.46. Sejam X um espago de Banach, T'>0e 1 <p < 0.
Denotamos por LP(0,7;X) o espaco de todas as fungdes vetoriais
w:[0,T] = X tais que ||u(t)||x é uma fun¢io real Lebesgue mensuravel
e [lu(t)]x € LP(0,T).

O espago LP(0,T; X) é de Banach se consideramos a norma

. 1
(/ ||u<t>|§dt> L sel<p< oo,
0

sup ess [[u(t)||  , se p = oo.
(0,77

Hu||Lp(07T;X) =

Teorema 1.47. Se 1 < p < oo e X é reflexivo, entdo LP(0,T; X) tam-
bém é reflexivo. Se 1/p+1/¢ =1, o dual de L?(0,T; X) é identificado
como o L%(0,T; X'), e ainda, se p = 1, o dual de L'(0,T; X) pode ser
identificado como o L*°(0,T; X').

Definigao 1.48. Sejam X um espaco de Banach e T' > 0. Denotamos
por C([0,T7]; X) o espago das fungdes vetoriais continuas v : [0,7] — X.

O espago C([0,T]; X) é de Banach se consideramos a norma
”uHC([O,T];X) = sup [u(t)] y -
No estudo das equagoes de Navier-Stokes utilizamos alguns espacos

funcionais importantes, os quais denotamos por V, H e V, que sdo dados
por:

V = {u € D(Q) /divu = 0},
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2
H:V]L(Q)

v =y

)

Em V utilizamos o produto interno ((-, ~))H(1)(Q) e a norma H-||H(1](Q)
herdadas de H}(2) e em H, utilizamos o produto interno (-, @) ©
a norma ||+[|;2(q) herdadas de L2(Q). Por simplicidade, ao tratarmos
dos produtos internos e normas destes espacos, omitiremos a indexa-
¢do, ou seja, denotamos ((+,-)) e (+,-) os produtos internos de V e H,
respectivamente e ||| e || serdo as normas, respectivamente.

Se Q for um subconjunto aberto limitado e Lipschitz de R", entao
os espacos H e V possuem caracterizagdes (cujas provas podem ser
encontradas em [26, p. 15-19]) dadas por

H = {uecL*Q)/divu =0, u-v = 0 sobre 9Q},
V = {u € H}(Q) / divu = 0}.

Teorema 1.49. Os espacos V,H e V' sdo espacos de Hilbert reflexivos
quando consideramos V e H munidos dos produtos internos de H(£2)
e L2(92), respectivamente. Ainda, V < H = H' < V' com a imersdo
V — H sendo continua e compacta.

Como consequéncia das identificagdes no Teorema para cada

u € Ve f€H,oproduto escalar (f,u) em H coincide com o produto

de dualidade (f,u), quando identificamos f com seu representante em
V', ou seja

(fyu) =(f,u), VfeH YueV. (1.2)

Agora, para cada u € V fixo, o funcional v — ((u,v)) é linear
continuo e injetor em V, e assim, existe um tnico elemento em V’, que
denotamos por Au tal que

(Au,v) = ((u,v)), YveV. (1.3)

A continuidade do funcional linear se da pois

| (Au,v) | = | ((u,v)) | < lull [|v]|
= lAulys = sup |(Au,v)
veEV
ol=1
< sup ul| [|v]] < [Jul] . (1.4)
T
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Ainda, temos A sendo um isomorfismo entre V e V'. O operador
A é chamado de Operador de Stokes e, além disso, se u € H2(2) NV,
temos Au = —Au.

1.3 Resultados técnicos

Esta secao é destinada & apresentacao de resultados técnicos que
usaremos nos capitulos seguintes. Dentre eles, estao a desigualdade de
Gronwall e teoremas de imersdes compactas necessarios para as estima-
tivas a priori na demonstracao do Teorema de Existéncia e Unicidade
de solucao fraca das equagoes de Navier-Stokes.

Definigao 1.50. Uma fungdo f : [0,7] — R é dita ser absolutamente
continua em [0,T], se para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que para toda
sequéncia de subintervalos (si, ) disjuntos de [0, 7] que satisfizerem

Z(tk — S;g) < 6,
k

tivermos que

D If(tR) = fsk)| <e.

k

O conjunto de todas as func¢des absolutamente continuas em [0,7] é
denotado por AC([0,T1).

Observagao 1.51. Sabe-se que o conjunto das fungoes absolutamente
continuas coincide com o espago formado pelas primitivas de fungoes
Lebesgue integraveis, isto é,

f € AC([0,T)) <= 3o € L'(0,T) tal que
f@) = c—i—/tga(s) ds, Vt €1[0,T].
0

Para detalhes deste fato veja [16, p. 338].
Na mesma linha da observagao anterior, temos o seguinte resultado,

Lema 1.52. Sejam X um espaco de Banach e fun¢des u, g € L*(0, T; X).
Entao, as seguintes condicoes sao equivalentes:

(i) u éigual q.s. em [0,7] & uma primitiva de g, ou seja, 3¢ € X tal
que

u(t) =¢ +/0 g(s)ds g.s. em [0,T].
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T T
(i) /0 w(t)d (H)dt = — /0 g(B)6(t)dt, Vo € D(O,T).

(iii) %(n,u(f)} = (n,9(t)), ¥n € X' no sentido das distribui¢des es-

calares em (0,7).

Se u satisfaz uma (logo, todas) das condigbes acima, entdo u é igual
g.s. & uma fungdo absolutamente continua de [0,7] em X.

Demonstragio. Encontra-se em |26} p. 250-252]. O

Lema 1.53. (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Seja 7
uma fun¢ao absolutamente continua nio negativa em [0, T, que satisfaz
q.s. em [0,T], a desigualdade diferencial

' () < ¢(t)n(t) + ¥ (t),

com ¢ e 1 fungdes integraveis e ndo negativas em [0, T]. Entéo

w < e ([ o10s) [a0)+ [ voas]. vee o

Se além das hipoteses acima, tivermos que 1/(t) < ¢(¢)1(t) em [0,7] e
n(0) = 0, entdo
n=0 em|0,T].

Demonstrag¢io. Encontra-se em |10, p. 708-709]. O

Sejam X, X e X; espagos de Hilbert. Se v € L'(R; X1), denotamos
por ¥ sua transformada de Fourier, dada por

u(E) = / " ey gat.

A derivada fracionaria de Riesz de ordem ~ > 0 de v é dada pela trans-
formagédo de Fourier inversa de (27i€)"v (quando existir), ou ainda,

o —

Djv(§) = (2mi&) 0 (§).
Para « > 0, consideramos o espaco de Hilbert

HY(R; Xo, X1) = {v e L*(R; Xy)/ DJv € L*(R; X1)}
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com a norma definida por

2 ~12 1
HU”g{w(R;XO,Xl) = (HU||L2(R;XO) + |||§|’YU||L2(R;X1))2'

Para qualquer conjunto K C R, definimos o subespago 3}, de H?
como sendo o conjunto das fungdes v € H? com suporte contido em K,
ou seja,

H (R; Xo, X1) = {v € H"(R; Xy, X1)/ suppv C K}.
Assim, podemos enunciar o seguinte Teorema de Compacidade.

Teorema 1.54. Sejam X,, X e X; espacos de Hilbert satisfazendo
Xo <% X < X;. Entdo para qualquer conjunto limitado K C R e
qualquer v > 0 temos

H (R; Xo, X1) <= L*(R; X).
Demonstrag¢iao. Encontra-se em [26] p. 274-276]. O

Sejam X, X e X; espagos de Hilbert com X < X < X;. Defini-
mos o espago

X = X(0,T; po, p1; Xo, X1) = {v € L*(0,T; Xo)/v' € LP*(0,T; X1)},
com 0<T <ooel<pg,p1 <. Oespago X munido da norma

vl = ||UHLP0(07T;XO) + ||UI||LP1 (0,T;X1)
é um espaco de Banach.

Teorema 1.55. (Aubin-Lions) Sobre as condigbes citadas anteriore-
mente
(&
X(0, s po, p1; Xo, X1) = L7 (0, T3 X).

Demonstragio. Encontra-se em |26}, p. 271-273]. O

Teorema 1.56. Sejam X, Y e X’ espacos de Hilbert que satisfazem
XY =Y < X' Seuc L*(0,T;X) e u € L*(0,T; X'), entdo
u € C([0,T);Y) e vale que

o =2 ) 0

no sentido das distribuigbes escalares em (0, 7).
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Demonstrag¢iao. Encontra-se em |26}, p. 260-264]. O

Observacao 1.57. Note que ao aplicarmos o Lema [1.52] ao Teorema
garantimos que ||u|\§, é igual q.s. a uma funcdo absolutamente
continua de [0,7] em Y.

Teorema 1.58. Sejam X e Y espacos de Banach com Y <% X. Con-
sidere ainda, B um subconjunto limitado em L' (0,T;Y) N L*(0,T; X),
T>0,p>1tal que

T—a

lim sup/ lut + a) — u(®)|% dt = .
a—0 weB Jo

Entao, B é relativamente compacto em L%(0,T; X), Vq € [1, p].

Demonstrag¢io. Encontra-se em |25, p. 100]. O

1.4 Consideragoes sobre o termo nao linear
das equacoes de Navier-Stokes

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a forma trilinear
correspondente ao termo nao linear presente nas equacgoes de Navier-
Stokes e ao seu operador associado. Vale frisar que para estes resul-
tados, tomamos a dimensao do espago como sendo n = 2. Um estudo
com n = 3 pode ser encontrado em [26].

Vale a pena enfatizar que os assuntos discutidos aqui fazem parte
do cerne das questoes abordadas por esta dissertacdo. E por isso que
faremos as demonstracgoes de todos os resultados desta secao.

Lema 1.59. (Desigualdade de Ladyzhenskaya) Se n = 2 e £ é um
aberto arbitrario, vale

1 1 1
H“||L4(Q) <2 HU||22(Q) Hv“Hfz(Q) . Yue Hg(Q). (1.5)
Demonstragao. Seja ¢ € D(Q). Considere z = (z1,z2) €

~ o Jo(x), se x€Q
o) = {0, se v € RA\Q’

P = [ g [Pem]a=z[ $<s7x2>§f<s,x2>ds7
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e ainda, se definirmos

0

a—f(s,xg) ds,

§l~51(962) = /+°° ‘(Z(S,xz)‘

—00

temos _ _
¢% () < 201 (w2).

De forma anéaloga, se

03
¢2($1 / ’d) 1, w ‘ ‘af(xhw) dW7
temos _ _
¢*(z) < 262 (21).
Assim,
¢4( $1 (2) (1) dx
4( ¢1 T2 dX2> </ ¢2 T Xm)
:4( /’q’)sxz ‘ (s,22) dsdxz>
(/ / ‘gf) .’El, ‘ ’ 1’1, deX1>
(Holder)< 4 || a@fqﬁ H(Z‘ 87(;5
2 2 2 2
L2(R?) || 021 L2 (R2) L2(R?) 2 L2(R?)
80 2L
(Young) < 4 g 2 oz L2(R2) Oz L2(R2)
L2 (R2?) 2
12 v 2
=2
¢ L2(R?) ¢ L2(R2)’
e portanto
|5 <24|8°, [v9|
LA(R?) — L2(R?) L2(R2)

Como ¢ = 0 em R2\Q, resulta que

1 1 1
100l sy < 2F 160y IVl g
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Das Imersoes de Sobolev, segue que H}(Q2) < L*(Q2) (pois n = 2),

assim, por densidade, segue a desigualdade (1.5]).

O

Lema 1.60. Sejam n =2 e a funcdo b: Vx V xV — R dada por

b(u,v,w):/[(u V) vjw dx = Z/ (%J)wjdx.

i,j=1
Neste caso, b € uma forma trilinear continua e vale que

bu,v,v) =0, VYu,v € V;
b(u,v,w) = —b(u,w,v), Yu,v,w e V.

(1.6)
(1.7)

Demonstra¢ao. A trilinearidade segue imediatamente usando a lineari-

dade do operador derivada, da integral e da somatoéria.

Para a continuidade da forma trilinear, tome u,v,w € V e fixe
arbitrariamente i,j € {1,2}. Como u; € H}(Q), dv;/0x; € L*(Q),
wj € HY(Q) e vale HY(Q) — L), pela desigualdade de Holder

generalizada segue que

J

e da imersdo de Sobolev, H}(Q) < L*(€), concluimos

’Uj avj
uigtw, dx < [Juill paq) 0z || 120

||wj||L4(Q) 5
)

v; dv;
; dx < C'||u; 1 ; .
| < € g | 52 sl
Dai segue que
v;
uza—;lw] € Ll(Q),

logo b(-,-,-) esta bem definido e ainda,

|b(u, v, w)| = Z/uza w; dx

i,j=1
ov;

< J
- Z/ ul(‘)gcZ

7,7=1
() ov;
203 ully, \ il gl

3 g [2],.,, Wb
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2

2
=0y (Z llwill gz ()
=1 1

1=

I
8:10,»

Da estimativa feitos acima, deduzimos que

LQ(Q)> ||wj||Hé(Q) .

2 2 % 2 v 2 %
) ,
b(u, v, w)| < C’Z (Z ||ui||H3(Q)> <Z 8753 > w51l g3 ()
j=1 \i=1 i=1 v1IL2(Q)
2
= C llullga ) D 103l a3 ) 10sll 2
i=1

2 2 2
2 2
< OH“HH%(Q) Z||UjHH[}(Q) ZHwJHH(}(Q)
j=1 j=1

1
2

=C ||U||H3(Q) ”UH]HI})(Q) HU}HH})(Q)
= Cllull ol lwl -

Para mostrar (1.6]), considere ¢, ¢ € V. Entéo, temos (pela Formula
de Green)

2
o
o) = 3 [ 05 s

i,j=1
2 o [ v?
:”ZZ:I/Q@»&Q (;) dx
2 [ 0g [V 2 2
=3 [ () e 2 Lo (3) s

12
= di 2dx = 0,
2;/& tvo)us? de

pois ¢ € V. Assim, b(¢,¢,1) = 0, para todos ¢,¢ € V. Agora,
dados u,v € V, existem sequéncias (¢ )menN € (¥m)men em V tais que
dm — u e Y, — vem V. Dai que, pela continuidade da forma trilinear
b e das consideragoes acima, segue que

b<¢m7 wma wm) — b(“’a v, U)7

b(fbma%mwm) = 07 VYm € N,
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ou seja,
b(u,v,v) =0, Vu,veV.

Agora, para mostrarmos (|1.7)), considere u, v, w € V e note que

ﬁ
[=2)

0 b(u,v — w,v — w)

b(u,v,v) — b(u, v, w) — b(u,w,v) + blu, w, w)

Wl 1

—b(u, v, w) — blu, w,v).

Assim,
b(u, v, w) = —b(u, w,v).

O

Definimos agora o operador bilinear B : V x V — V' tal que, dados
u,v € V, temos

(B(u,v),w) :=b(u,v,w), YwéeV,
e ainda, para cada u € V, temos

Bu = B(u,u) € V' e ||Bully, = su‘[; |b(w, u, v)].
€

v
llvll=1

Como V_¢é subespaco de H, pelo Teorema de Hahn-Banach, temos
que existe Bu € H' tal que

<Bvu,v> = (Bu,v),Yv e Ve H]fBVuHH, = ||Bul|y -

Agora, do Teorema de Representacdo de Riesz segue que existe um
dnico 6, € H tal que

<l/3vu,v> = (0y4,v), Vv € H, e ainda
0l = || Bu = I1Bully, = sup Jb(u,u,v)].
H veV
llvll=1
Lema 1.61. Considere n = 2.
(i) Se w € L*(0,T;V), entdo Bu dado por
(Bu(t),v) = b(u(t),u(t),v), YveVeaqs. em]|0,T],

pertence a L*(0,7;V’). Mais geralmente, este resultado segue se
n < 4.
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(i) [b(ut, v, )] < 23 [u [l ? [[o]| ] ® [lw]|? , Vu, v,w € H(Q).
(iii) Sew € L*(0,T;V)NL>(0,T;H), entdo Bu € L*(0,T;V') e ainda,
1
1Bull 207y < 2% [ul Lo 0,15m) [l 20,7,y -
Demonstragio. (i) Note que
[ Bu(t)|ly, = sup [(Bu(t),v)]
veEV
loll=1
= sup [b(u(t),u(t),v)|
veEV
lloll=1
2
< sup Cflu(@®)[I* [|v]l
|\11);\6|Z1

< Cllu®|?, ¥t € [0,7].
T
Como u € L?(0,T;V), segue que / |u(t)]|? dt < co. Logo,
0

T T
/|wmwwasc/\mwwa<m,
0 0

ou seja, Bu € L'(0,T;V").
(ii) Dados u,v,w € H§(9),

2 v,
b Z i 77 .
|mwwn_2§;mhmnb%LmJ%hmn
2 2
v;
:ZHuillL‘l(Q) Z o ij||L4(Q) g
i=1 j=1 0z; L2(Q)
entdo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz deduzimos que
2 32 [ %\ °
0v;
2
|b(u, v, w)| < (Z ||Ui||L4(Q)> Z Z 5.;_ ||wj||L4(Q)
i=1 i=1 | j=1 vilL2(Q)
e que
: :
2 2 2 2
6vj ov; 2
[w;ll pagqy < . l[w;ll7a ;
j; 0zill o) ]2::1 0zi| 20 ; e
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e portanto, juntando essas informacoes concliimos

LR 1/,
2
(Z ||ui||L4<m> D lwjllfa o
1=1 j=1

O primeiro membro da desigualdade acima, nada mais é do que

3vj 2
Gxi

b(u,v,w)| < | D

1,j=1

L2(Q)

8Uj 2
8$i

1
2 2 2 2
2
ol oy = [ D Ioiliney | = (D22
j=1 j=11

i—1

L2 ()

No segundo membro, usamos a desigualdade de Ladyzhenskaya (1.5)) e
a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e vemos que

2 2
2 1

Z ||Ui||L4( 22 Z ||Uz||L2 (®) HVUzHL?

i=1

De forma anéloga, Z ||wj||i4(m <23 |w| ||w||. Assim, temos
j=1

1b(u, v, w)| < 2% Jul? [Jul|® o] [w]® [|w]|? , Yu,v,w € HY(Q). (1.10)

Ainda, se u,v,w € V, da relacdo b(u,v,w) = —b(u,w,v), temos
outra estimativa para b, dada por

1b(u, v,w)| < 22 [ul? [[ul? |v]? ||o]|? [[w]|, Ya,v,w € V.
(iii) De (|1.10), temos
1
1b(u, u, 0)] < 2 [ul ul o], Va0 € V,

e assim, )
| Bully, <22 |u| ||ul|, Yu e V.

Agora, se u € L*(0,T;V) N L>(0,T;H), entdo Bu(t) € V' q.s. em
[0,T] e assim,

[Bu(t)ly: <27 [u()] [u(t)]] -
Dai que

T T
/ 1Bu(®)|3 dt < 2/ ) [lu(t)]* dt
0 0
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T
2 2
<2l | o) at
2 2
< 2ulp oo o, 1l 20,77 »

ou seja,

<23

HBUHL2(O,T;V’) |u|L°°(O,T;H) ||“||L2(0,T;v) :

Portanto, Bu € L*(0,T;V’). O
Lema 1.62. Se u; — u em L*(0,T;V) e uj — uem L?(0,T;H), entao

para toda fungio vetorial w com componentes C(Q x (0,T)), vale que

/b(uj(t),uj(t),w(t))dt%/ b(u(t), u(t), w(t))dt.  (1.11)
0 0

Demonstragao. Escrevemos

T T
/ b(uj,u;, w)dt = —/ b(uj, w, u;)dt
0 0
n T
ow
- / /(uj)i (ak> (uj)y, dxdt.

ik=1"0 /@ i

Das hipoteses de u; — uem L*(0,T;V)e uj; — uem L?(0,T;H) usando

o item (v) da Proposi¢ao segue que o somatorio de integrais acima
converge para

n T T
- Z/ /ui (M) ukdxdt:—/ b(u, w,u)dt
ik=170 79 O 0
T
:/ b(u, u, w)dt,
0

0 que prova o lema. O

1.5 Dimensoes de Hausdorff e fractal

Nesta pequena secdo apresentamos as nocoes de dimensao de Haus-
dorff e dimensao fractal. Aproveitamos ainda para introduzir alguns
resultados com o objetivo de estudarmos a finitude destas dimensoes
para o atrator global das equacoes de Navier-Stokes, o qual sera discu-
tido no Capitulo 4.
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Em geral, esta teoria trata de responder se os atratores dos semi-
grupos em espacos de Banach de dimensdo infinita podem ser vistos
como objetos em espacos de dimensao finita. Para uma abordagem
mais detalhada, veja 23] e [24].

Seja X um espaco métrico e um subconjunto Y C X. Dados a € RT,
e >0e {B;}icr € X uma cobertura de Y por bolas, com r; > 0 sendo
o raio da bola B;, definimos

,uH(Y,a,g):inf{Zr?/YgUBierigg}, (1.12)
el el

com a convencdo de que inf @ = oco. Como py(Y,a,¢) cresce ou fica
constante quando ¢ decresce, definimos

pa(Ye) = lim g (Y, a,e) = sup pr (Y, a,¢).
€

Proposig¢ao 1.63. Seja p(X) o conjunto formado por todos os sub-
conjuntos de X. Fixados « > 0e § > 0, valem:

(i) pa(,a,e): p(X) — [0,00] é uma medida exterior (para mais de-
talhes veja [23]).

(i) pu(,a): p(X) — [0,00] é uma medida exterior métrica (para
mais detalhes veja [23]).

Demonstrag¢do. Encontra-se em |23} p. 76]. O

Proposigao 1.64. Seja o’ > a. Se uy (Y, a) < oo, entdo uy(Y,a') =0
ese ug(Y,a') >0, entdao pug (Y, a) = .

Demonstracio. E suficiente mostrar a primeira afirmacao, visto que a
segunda é sua contrapositiva. Se pug (Y, a) < oo, para todo valor § > 0
suficientemente pequeno, existe {B; };c; com

YQUBi, r; <0 e ZT?SMH(Y,Q)—I—L
iel iel

Mas para o’ > «,

S <6 Y e < 6 g (V.0) + 1],

i€l i€

logo, 1 (Y, o/, 8) < 6% ~*[up(Y,a) +1] =3 0 e pn (Y, ') = 0. 0
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Definicao 1.65. Para qualquer Y C X, a dimensdo de Hausdorff de
Y é definida pelo namero real nao negativo dado por

dimgY =inf{a >0/ pupg(Y,a) =0} =sup{a >0/ upg(Y,a) = co}.

A dimensao de Hausdorff consegue analisar um conjunto a um ni-
vel infinitesimal, pois se vale de e-coberturas com e arbitrariamente
pequeno. Chegar a tal nivel é a chave para detectar as propriedades
fractais do mesmo, como irregularidades ou autossimilaridades.

Proposigao 1.66. Seja X um espaco métrico. Todo subconjunto enu-
meravel de X possui dimensao de Hausdorff igual a 0.

Demonstrag¢do. Note que todo conjunto unitario {z} possui dimensio
de Hausdorff zero, qualquer que seja o > 0, pois ele préprio é uma
cobertura enumeréavel para {z}, a qual é uma e-cobertura de {z}, para
todo € > 0, pois o raio de {z} ¢ 0. Assim, py({z}, o, ) =0.

O resultado segue da propriedade de subaditividade enumeravel de
pr (-, a,e) : p(X) = [0,00] que é uma medida exterior. O

Considere ¢ > 0 e Y C X. Seja Ny (g) o nimero minimo de bolas
de raio € > 0 necessario para cobrir Y.

Uma questdo natural que surge é saber quao rapido Ny (g) cresce,
quando ¢ vai a zero; o que em um certo sentido, é investigar como
Y adquire alguma regularidade ou nao, a medida que observamos o
conjunto numa escala maior (¢ menor). Dadas duas grandezas ac® e
beP | note que

logac® «
et logbe? B’
de modo que, na escala log por log, conseguimos mensurar de que forma
estas grandezas se relacionam quando € — 0%. A funcdo da dimenséo
fractal é estabelecer, quando for possivel, como as grandezas Ny (¢) e
1/e se compensam na escala log por log, quando ¢ — 0%. Como o
limite acima pode nao existir, dependendo das irregularidades locais
de Y, usamos o limite superior.

Definicao 1.67. Dadose > 0,Y C X e Ny(¢). A dimensao fractal de

Y (ou capacidade de Y') ¢ definida pelo ntimero

log N
dimp(Y) = limsup log Ny (c)

. 1.1
e—0t IOg 1/5 ( 3)
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A diferenca entre as dimensoes de Hausdorff e a fractal estdo no
fato de que, na primeira, consideramos a cobertura de Y por bolas de
raio menor ou igual a €, ja na segunda, consideramos a cobertura de Y
por bolas de raio €. Assim, podemos definir o ntmero ur(Y, o, ¢) de
forma analoga a defini¢do de puy (Y, «,e) para a dimensdo fractal, ou
seja, se em considerarmos € = r;, Vi € I, segue que

pp(Y, o, €) :inf{zaa/yg UBZ}

iel i€l
—inf{5a21/Y C UBl}
i€l iel

Como Ny (g) é o ntimero minimo de bolas de raio € > 0 necessario para
cobrir Y, segue que

ur(Y,a,e) = Ny (e).
Logo, é claro que
pa(Y,o,€) < pp(Y, o€),
assim,

limsup pp (Y, o) = pu(Y,a) < pp(Y, o) = limsupe® Ny (¢).

e—0t e—0t

Portanto,

A desigualdade acima pode, de fato, ser uma desigualdade estrita,
como apresentamos no exemplo abaixo.

Exemplo 1.68. Sejam X =ReY ={1,1/2,1/3,...}. Se

Ml 1y 1
" 4\n n+1)  dn(n+1)

entdo os pontos 1,---,1/n pertencem necessariamente a n diferentes
bolas de raios €,,. Dai que Ny (¢) > n e do limsup em (1.13)), concluimos
que dimgp Y > %

Por outro lado, como Y é enumeravel, da Proposigao [1.66] temos
que dimg Y = 0.
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Capitulo 2

Um estudo das equacoes
de Navier-Stokes

A formulacao classica do problema de valores iniciais e de fronteira
das equagoes de Navier-Stokes de um fluido homogéneo incompressivel
em uma regiao limitada é dada a seguir:

Formulacao Classica: Dados T >0, QCR"™ aberto e li-
mitado com fronteira 02 suficientemente regular, v >0,
f:Qx(0,T)—=>R" e up:Q2—R"  Queremos encontrar uma
fungdo vetorial uw = (u1, -+ ,u,): Q2 x[0,7) = R" e uma funcio
escalar p: Q x (0,7) — R que satisfazem

%—yAu+(u-V)u+Vp=f, em Q x (0,7), (2.1)
div u =0, em §2x (0,7, (2.2)

u =0, sobre 90 x (0,T), (2.3)

u(z,0) =wup(x), em Q. (2.4)

Acima u(z,t) denota o vetor velocidade do fluido, p(x,t) a pressdo
e f(z,t) uma forga externa dada.

Em temos o balanco das forcas que atuam no sistema de acordo
com a segunda Lei de Movimento de Newton. O termo div u = 0 nos
dé& a condicao de homogeneidade e incompressibilidade do fluido, isto
é, uma, densidade de massa constante. A constante v > 0 é chamada
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de viscosidade do fluido e depende das propriedades fisicas do mesmo.
Os termos du/0t e u - Vu descrevem a aceleragdo total da particula no
fluido. O termo —vAu descreve a friccao entre as particulas do fluido.
O termo u = 0 sobre 9Qx (0, T') refere-se a condicao de antideslizamento
do fluido, em que temos a velocidade do fluido em todos os limites da
interface fluido-solido sendo igual & do contorno do sélido, ou seja, as
moléculas mais exteriores do fluido agem como presas as superficies
por onde escoam. Por fim, a condigdo inicial, dada por u(z,0) = uyg,
representa a velocidade inicial do fluido no espago = € Q2 e tempo t = 0.

Nosso objetivo neste Capitulo é investigar a formulacao fraca para
o problema, a existéncia e a unicidade solugao do sistema descrito pelas

condigbes (2.1) — (2.4) para o caso n = 2.

2.1 Formulacao fraca para as equacoes de
Nayvier-Stokes

Assuma que u e p sdo solugoes classicas de (2.1)) — (2.4), isto &,

we C?(Qx (0,T);R%) N € (2% (0,T);R?)

peC (2 x(0,T);R?),

e satisfazem as equagdes (2.1) — (2.4)).

E claro que v € L*(0,T;V) e ainda, se v € V segue que
(?;:(t) —vAu(t) + (u(t) - V) u(t) + Vp(t),v> = (f(t),v), (2.5)

q.s. em (0,7).
O termo (—Au(t),v) pode ser visto como ((u(t),v)). De fato,

(—Au(t),v) = —Z Aui(t), v) Z / Awi(t) - vids
= Z/vu, Vvldx—Z/

_ Z / Vui(t) - Vo, dX—Z(Vui(t),VUi)
= ((U(t),v))-
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O termo (Vp(¢),v) se anula. De fato,

w0 = 3 (grw) =3 [ 20-us

=1
- 8vi - 8112»
- —;/ﬂpw Gdx = _/Qp@).; o

= —/p(t)~divvdx:0.
Q

Como u € C? (2 x (0,7);R*) N C(Q x (0,T); R?), entdo temos as-
segurado que vale du/dt € L*(0,T;V). Mais ainda, do fato de termos
Ve H=H < V' entio u € L*(0,7;V’). Assim, para cada v € V, a
aplicagdo t — (du(t)/0t,v) & L*(0,T). Logo, define uma distribui¢io
sobre (0,T') e para cada ¢ € D(0,T) temos

()} (oo [ (Fos o
_ < OT ?Z(t)¢(t)dt,v> _ <—/OT u(t)ccll(f(t)dt,v>

o /OT <“(“(§£(t>’”> dt = - /OT (ut), v) 2 (1)
= [ ) oo = (.0, %)

— (G w.0).0).

ou seja,

(‘Z@),U) - <g7:(t),v> - % (u(t), v) @:s. em (0,T), Vo € V.

Portanto, a Equagdo (2.5) pode ser reformulada como

% (u(t), v) + v ((u(t), v)) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v)

q.s. em (0,7T), para todo v € V. Por densidade a equagio acima segue
para cada v € V.
Assim, podemos apresentar a seguinte formulacdo fraca para as

equagdes (2.1) — ([2.4):
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Formulacao Fraca (1) Dadas f e uo com
feL*0,T;V"), (2.6)
up € H. (2.7)
Queremos encontrar u satisfazendo
u € L*(0,T; V), (2.8)

d (u(t),v) + v ((u(t), v)) + bu(t), u(t),v) = (f{t),v),  (2.9)

dt
q.s. em (0,7, para todo v € V e

u(0) = up. (2.10)

Como temos apenas que u € L2 0 T, V a condicao (-b néo faz

sentido. Contudo, se u satisfaz (2.8) ), usando (1.2)), (T.3) e o
item (i) do Lema [1.61] podemos escrever 1 i da seguinte forma

— (u(t),v) = (f(t) — vAu(t) — Bu(t),v), Yo € V.

Do item (i) do Lema € como
f, Au € L*(0,T; V'),

concluimos que

f—vAu— Bu e L'(0,T; V).
Usando agora o item (i73) do Lema [1.52] segue que
o' € LY0,T;V'), jaque o =f—vAu— Bu,
e portanto u é igual q.s. a uma func¢do em C ([O,T] ;V') (o que faz

([2.10) ter sentido).

Agora, podemos enunciar uma formulagido alternativa para a For-
mulagdo Fraca (1):
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Formulagao Fraca (2) Dadas f e uo com
ferL?0,T; V", (2.1
up € H. (2.12)
Queremos encontrar u satisfazendo
u € L*0,T;V), v € L'(0,T; V'), (2.13)
u' +vAu+ Bu=f emL'(0,T;V'), (2.14)
u(0) = up. (2.15)

Temos entdo que toda soluc¢do para o Problema (1) é uma solugao
para o Problema (2). A implicagdo contraria também é facilmente
verificivel e assim, os Problemas (1) e (2), sdo equivalentes.

2.2 Existéncia e unicidade de solucao fraca
para as equacoes de Navier-Stokes

Nesta secao apresentamos o primeiro grande resultado deste traba-
lho, que diz respeito a existéncia e unicidade de solucao fraca para as
equacoes de Navier-Stokes no caso bidimensional.

Teorema 2.1. (Existéncia e Unicidade de Solu¢do Fraca) Considere
Q C R? aberto e limitado. Sejam f € L?(0,T;V’) e uo € H. Entdo
existe uma tnica funcdo u € L?(0,T;V) N L>(0,T;H) tal que (2.9) e
seguem. Além disso, u' € L*(0,T;V') e u € C ([0,T];H).

Demonstra¢do. A demonstracao deste teorema é baseada na constru-
cao de uma solucao aproximada dada pelo método de Faedo-Galerkin;
entao uma passagem ao limite usando, em particular, uma estimativa
a priori sobre a derivada no tempo da solugao aproximada e ainda, um
teorema de compacidade.

Passo 1: Construcdo da Solucdo Aproximada — Faedo-Galerkin

E classico da teoria das equacdes de Navier-Stokes (encontra-se em
[4, Teorema IV.5.5] para detalhes) que existe (w;), .y uma sequéncia de
funcoes ortonormais em H, ortogonais em V e que é total em V. Para
cada m € N, definimos o espago V,,, = Span{wy, -+ ,wy,}. Em V,,,
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considere o problema aproximado de (2.9): queremos encontrar uma
funcao
Um : [0,T] — Vp

Eoo () =Y gim(Ow (2.16)
tal que, para cada j € {1,2,...,m} temos
(tp (8), w5) + v (U (), w5)) + b(um (t), um (t), w;)
= f(t),wj> ,tel0,T],j=1,---,m, (2.17)

com ug,, sendo a projecao ortogonal em H de ug sobre o espaco V,,,
isto &,
m
Ugm = Z (uo, wj) w; — up em H,
j=1
quando m — oo.
Observamos que usando ([2.16) no problema aproximado dado em

(2.17) e (2.18), temos

' (wiawj)gim(t)+VZ((wi,wj))gim(t)
+ 3 b(wi, i, w;) i (£ gum (£) = (f(2),w;)
=1

9im(0) = (ug,w;), parai € {1,2,...},

que nada mais é do que um sistema de equacoes diferenciais ordinarias
nao lineares dadas por

Ay X (1) + By X () + Cin () = Fu(2),

Xm(0) = Xom,
[(wi,wi) o (Wi, wi) gim (1)
Am = : : s Xm(t) = )
_(wlvwm) T (wvmwm) gmm(t)
[((wi,wi)) o ((wim,wr)) b(u (£), um (t), w1)
Bm = R ) Cm(t) =
_((wl,wm)) ((wm,wm)) b(um(t),um(t),wm)



(f(t),wr) (uo, w1)
Frn(t) = : e Xom=|
(f(8), wm) (1o, wpm)
Como (w;)™, é ortonormal em H, segue que A,, = Id, logo reinterpre-
tamos o sistema acima como
X! (t) + VB X (t) + C(t) = Fin(t), (2.19)
Xm(0) = Xom. (2.20)

Por fim, ainda podemos ver (2.19)) - (2.20) como
Xm (0) = X0m7

com G, (X (t),t) = Fp(t) — vBp X (t) — Cpp(t). Nao é dificil mos-
trar que a funcdo Gy, (X, (t),t) satisfaz as hipoteses do Teorema de
Carathéodory (encontra-se em |7} p. 43]) e, utilizando o mesmo, asso-
ciado ao teorema de continuacgao de solucgoes, existe uma tnica solugao
maximal X, € C* ([0,T,,))™, para algum [0,T},,] C [0,T], e portanto
segue que gim € C* ([0, T0n)).

A conclusao acima nos diz entao que existe uma tnica solugao apro-

ximada u,, € C1([0,T,n);V.m) que satisfaz ([2.17) e (2.18) para todo
te[0,1,,).

Passo 2: Estimativa a Priori (I)

O objetivo deste passo é mostrar que T, = T e estimar u,, em
L>(0,T;H) e L*(0,T; V).
Ao multiplicar (2.17) por g;,,(t) e somar as igualdades para todos
j=1,---,m, obtemos
(U (8); i () + ¥ ((una (8), i (1)) + bt (), i (£), um (1))
= (), um(®) . (2.21)
Como u,, € C([0,T},); Vi), segue que
d
7 [ (D)1 = 2 (g (1), um (£))

Este fato, juntamente com o fato de bty (t), tm(t), um(t)) = 0 nos
ajudam a reinterpretar (2.21) como

% [ (8)[* + 20 [ (8)1* = 2 (£ (1), wm (1) (2.22)
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Note que o lado direito de (2.22)) pode ser majorado da seguinte forma

NI
NG

1
(Youn) < v || ()]I° + 5 1 (E)[3 -

2(f(#)sum(t)) < 2Oy [lum @] = 2= [[f Oy [lum (@]

Assim, segue que

(O + v I < D170 (2:23)

Considere 0 < s < T},,. Integrando a Desigualdade (2.23) de 0 até
s, obtemos

Sd S S
| Gtum@Patw [ ac< S [ o
= a0 < oonl? + % [ 170t

2
< |uol” + ; ||f||L2(0,T;V’) )

Logo,

1
sup  fum(s)] < |uo| + —= [ f| / (2.24)
«€[0.7] m \f L2(0,T;V')

o que implica que

lim |up(t)] < C < oo,
t—Tp,

e juntamente com o teorema de Blow Up para solucoes de equacoes
diferenciais ordinéarias, concluimos que 7T,, = T. Além disso, através

da desigualdade ([2.24) obtemos:

A sequéncia (Um)men estd num subconjunto limitado de L*°(0,T;H).
(2.25)

Agora, integrando a Desigualdade (2.23) de 0 até T', obtemos

[ P ai ey [ nlPac< [0 a
T
=l 40 [ O < o+ 2 [ 101 a

2
= umllz20.7:v) < |U0| T ||f||L2(o V) ) (2.26)
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o que implica que:

A sequéncia (U, )men estd num subconjunto limitado de L*(0,T;V).
(2.27)

Passo 3: Estimativa a Priori (II)

Considere u,, € L*(R; V) dada por

 fum®), teloT],
U (t) = {0, teR\[0,7],

e tome i, como a transformada de Fourier de u,,. Neste passo mos-
tramos que

_— 1
[P d<a parmo<y<g @29)
R

e dai, juntamente com ([2.27)), concluimos que:

A sequéncia (Um)men estd num subconjunto limitado de H"(R;V,H).
(2.29)

Nesta afirmagéo acima, 1" (R; V,H) = {v € L*(R;V)/D;]v € L*(R; H)}
2 . 2 2 v~ 12

estd munido da norma [[v|[3¢, gy 1) = 1Vl 722®v) + 1€ Ol 2 Ry
Para provar (2.28)), observamos que se (4,,)" € L*(R;V’) e ainda,

se ¢ € D (R), temos

(Gm(0.00)) = = (@(0). ()
— [0 Ot = [ w00 O
R 0
T
:ﬂ%@wwwwm@wm+4 u (D(H)dt
:ﬂm@W@HWMWMW+A@ﬁW@M

= (—un (1)o7 + 1w (0)8 + 1w, (1), 6(1))

no sentido das distribui¢oes em R, com g e ér sendo as distribuicoes
delta de Diracem ¢t =0et =T. Se denotarmos f,, = f —vAu,, — Bun,
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T fm t ) te O7T )
Fo (It
0, t e R\[0,T7,
da ultima sequéncia de igualdades, deduzimos que para j =1,--- ,m,
d ~
7 (um(t), wj) = <fm(t)’wj> + (tom; w;) 0o — (tm (1), w;) 0.

(2.30)
Ao usarmos a transformada de Fourier em ([2.30) e usando as pro-

priedades da transformada de Fourier de fungoes (du/dt = 2migu) e de

distribui¢oes (5A0 =1le g; = e~ 2mTE) segue que

2mi€ (U (§), w;) = <fm(§),wj> + (uom, wj) = (um(T),w;) e 27 TE.
(2.31)
Multiplicando a igualdade por G;m(€) (que é a transformada
de Fourier de g;,,,(t)) e adicionando as equagoes resultantes para cada
j=1,---,m, temos

2rig i (€)1
= (Fn(©):Tn(€)) + (wom, T () = (i (1), T (€)) €27 T, (232)

Vamos limitar o lado direito da igualdade (2.32)). Como u,, esta em
L?(0,T;V), para cada m € N, segue que

/0 [ fm (8)]l dt :/0 1F(t) = vAup(t) = Bum(t)]y- dt

T
< /0 IF @Oy + v [[Aum @)y + [ Bum )]y dt,

e como o item (i) do Lema [1.61} garante que | Bu(t)|ly < Cs u(t)])? e
(T-4) garante que || Auyy, ()|l < ||um ()], V¢ € [0,T] e Yu € L*(0,T; V),
concluimos que

T
/ 1 (®) [ dt
0

< WFOl Lo,y + ¥ lum @Ol Lo vy + Cs lum ] 20,750y < Cas
(2.33)

para cada m € N, ji que f € L?(0,T;V’) e a desigualdade (2.26)
garante a limitacao uniforme dos demais termos.
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Agora, usando (2.33)) segue que

supHﬁ\n(ﬁ)H = sup /e%igtﬁn(t)dt
£ER V' ¢eR ||JR v
Ssup/ H};‘(t>H dt
¢ER JR v’
T
= / | frn (t)]|r dt < C4, Vm € N. (2.34)
0
Da estimativa (2.24)), segue que
lum(0)] < Cs5 e |un(T)| < Cs. (2.35)
Por fim, ao usarmos (2.34) e (2.35]) em (2.32]), concluimos
2
€[ 1%m (&)
1
<

o= (|7 11+ ltom 1 (€)1 + (D] 7 (€)1
1 _ _ _
< 5 (Call@n (@)l + Cs [am (&) + Cs [am (©)1)
< Cs [ltm ()] - (2.36)
Agora afirmamos que se 0 < v < %, entdo existe C,, > 0 tal que

1+ [¢]

B veer 2.37
g (237

(™)

1+ |z

2
€77 < Gy

De fato, considere h : R — R dada por h(z) = |z|*” que

¢é continua em R e satisfaz

2 (1412 77)
lim A(z) = lim

T—00 z—00 1+ |x|
2T+ |
= lim ———
x—oo 1 4+ |x|
. S|
= lim .

||

Como v < %, segue que 27 — 1 < 0 e assim,

]

lim h(z) = lim —— =1



Do mesmo modo, lim h(z) = 1. Portanto, h é limitada em R e (2.37))

segue. e
Assim,
2~ d 1+ ¢ 2
[ i@ er ¢ /1+|51 =l (€))7 de

im (O1F | 1Ellam(©)I
=4 </R N df)

o, Il
= os/Rnwan d§+c/ e
(2.38)

Para finalizarmos a prova de (2.28]), precisamos mostrar que o lado
direito da desigualdade acima é limitado. Da conhecida identidade de
Parseval, segue que

T
[ ac™= [ o= [ a2 o
R R 0

(2.39)
Por outro lado, da desigualdade de Schwarz e da identidade de Par-
seval, temos

/1”+%|2(1)|l7 A= /(H;')cif YACIES)
/RM% (/R ||ﬂ7n(t)||2dt)2
/Rwdf (/OT |Um(t)||2dt>

(2.40)

IN

N
[N

IN

Resta-nos provar que a primeira integral do lado direito da desi-

2
gualdade acima é finita. Para isso, note que ¢(§) = 1/(1 + |§|1_2V) é
uma funcao par, logo
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Para 0 < £ < 1, temos £ 27 = 6; > ¢, logo

1 1 L 1
/0 (1+§1—2’v)2d£§/o (1+§)2d£:5'

Para ¢ > 1, temos

o 1 >~ 1
/1 (1 +§1*2’Y)2d5 </1 52—47df~

Assim, segue que

oo 1 . M 1
————d{ = lim —d
e A N )
M 4y—1
]\4hi>noo 4’7 — 1 |1

M1 1
= lim —
M—oo \ 4y—1 4v—1

b
4y -1’

< lim
M— o0 1

TR

pois 7 < 1/4. Portanto, a primeira integral de (2.40) é finita e assim,

de (2.38),(2.39) e (2.40), obtemos (2.28)). Dai que, de (2.27) e ,

segue que (U, )men € limitada em H7(R; V, H), ou seja,

—~ 2 — 12 2
HumH}m(R;v,H) = ||Um||L2(1R,v) + [I1€1” umHLZ(R,H) < Cho. (2.41)

Se considerarmos K = [0, 7], de (2.25)), (2.27) e (2.41), concluimos
que

(Um)men € limitada em L°°(0,T; H),
(tm)men € limitada em L?(0,T;V),
(Wm)men € limitada em 3}, (R; V, H).

Passo 4: Passagem ao Limite

Pelo Teoremal|l.54} temos a imersao H}-(R; V, H) < L2(R, H). Deste
fato, juntamente com os Teoremas [1.14 - temos assegurada a
existéncia de uma subsequéncia (uy)ren C (um) en € uma fungdo
u € L*(0,T; V)N L*>(0,T;H) tais que

up — w em L0, T;H), (2.42)
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up— u em L*(0,T; V), (2.43)

up— wem L*(0,T;H). (2.44)

Através de um argumento de passagem para subsequéncias, a fungdo u
acima, é a mesma para cada uma das convergéncias.

Fixe j € N tal que j < k na equagao aproximada (2.17)) para a sub-

sequéncia (uy)ren mencionada acima. Multiplicando-a por ¢ € D(0,T)
e integrando de 0 até T, obtemos

T T

/ (), ;) S(£)dt + / ((ur(t), wy)) d(t)dt

0 0

+ / b (1), k() w;) () dt = / (1), wy) S()dt,
ou ainda,
T T
- / (u (1), ;) &' (1)t + v / (uk(t), wy)) d(t)dt

0 0

+ / b(ux(£), ux (£), wy)S(1)dt = / (1), wy) S(t)ds. (2.45)

Levando em conta as convergéncias em ([2.42)) — (2.44)) para os ter-
mos lineares e a convergéncia dada em ((1.11) para o termo nao linear,
podemos tomar o limite quando k — oo, obtendo assim

T T
- / (ult), w;) &/ (£)dt + v / (u(t), wy)) H(t)dt
0 0
T T
+ / b(u(t), u(t), w;)d(t)dt = / (F (), ;) (2)dt

Como (wj);en € um subconjunto total de V, por densidade temos

T T
- / (u(t).v) &' (1)dt + v / (u(t), v)) (t)ds

+ /0 but), u(t), v)p(t)dt /0 (F(t),0) d(t)dt, Vo€ V.

Portanto, a Igualdade (2.9) é satisfeita, ou seja,

d

7 (u®),v) + v ((u(t), v)) + blu(t), u(t), v) = {f(t), v)
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em D’(0,T), para todo v € V.
Passo 5: Regularidade

De (2.14)), segue que v’ = f — Au — Bu. Como cada termo do lado
direito esta em L?(0,T;V’) (f por hipétese, Au por defini¢do e Bu pelo
item (iii) do Lema [1.61)), segue que

u' € L*(0,T; V'), (2.46)

0 que prova

(2.13).
Agora, de (2.46) e do fato de u € L?(0,T;V), pelo Teorema m

segue que
ue C([0,T];H).

d
Além disso, do Teorema |1.56] segue que T lu(t)]® = 2 W/ (), u(t)), o

qual, usaremos na prova da unicidade, feita no Passo 7.

Passo 6: Condicao Inicial

Fixe j € N tal que j < k na equacio aproximada para a
subsequéncia (ug)geny mencionada no inicio do Passo 4. Multiplicando-
a por ¢ € C* ([0,7)) tal que ¢(0) =1 e ¢(T) = 0 e integrando de 0 até
T, temos

T T
[ @i wpoe sy [ (), w) ot
0 0
T T
+ / b (t), i (), w;)(£)dt = / (F(t)w;) B(t)dt.

Como
T
/0 (1 (t),07) B(t)clt = (g (T), w5) B(T) — (g (0), ;) $(0)
T
- / (un(t), w;) @' (1)t
T
= (up(0) ) — / (u(t), w;) &' (1),

entao temos

T T
— (ur(0), w;y) - / (un(t),w;) &/ ()t + v / (uk(£), wy)) d(t)dt
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+ / b(u (£), s (1), ;) (1) dt = / (F(8),w;) B()de.

Usando as convergéncias dadas em - para os termos
lineares, a convergéncia dada pelo Lema[l.11]para o termo néo linear e o
fato de ugx — ug, podemos tomar o limite quando k — oo na igualdade
acima, obtendo assim

T T
— (uo, w;) —/0 (U(t),wj)¢’(t)dt+V/o ((u(t), w;)) p(t)dt

T T
+ / b(u(t), u(t), w;)p(t)dt = / (), w5) G(t)dt. (2.47)

Por outro lado, de (2.14)), temos
o' (t) + vAu(t) + Bu(t) = f(t)em V' q.s. em (0,7).

Multiplicando a igualdade acima por uma fungio ¢ € C* ([0,T]) tal
que ¢(0) =1 e ¢(T) = 0 e integrando de 0 até T, temos

/Ou’(t)¢(t)dt+u/o Au(t)¢(t)dt+/0 Bu(t)¢(t)dt=/o f(t)o(t)dt

em V'. Além disso, ao integrarmos por partes o primeiro termo da
igualdade acima, obtemos

T

T T
—u(0) — /0 u(t)e (t)dt + v /0 Au(t)p(t)dt + /0 Bu(t)p(t)dt
T
= [ f()o(t)dt em V’.
0
Aplicando w; € V membro a membro, concluimos que
— 0)w) = [ 00 6O+ [ (Aule) ) o0
T T
+ [ Bt o= [ i) o0,
ou ainda, que

T T
— (u(0), w;) - / (ult), w;) &/ ()dt + v / (u(t), wy)) 6(t)dt
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+ / b(u(t), u(t), wy)b(t)dt = / (F(t),wy) S(t)ds. (2.48)

De (2.47)) e (2.48]), verifica-se que
(u(0) = uo, w;) =0,
=u(0)=up em H.

Passo 7: Unicidade

Suponha que u; e ug sejam solugoes de (2.13)—(2.15). Agora defina
w = uy — ug. Claramente w satisfaz (2.46)). Ainda, w satisfaz o seguinte
problema

w'(t) + vAw(t) = —Buy(t) + Bua(t) em V|

w(0) = 0.
Como w € L*(0,T;V), entdo w(t) € V quase sempre em [0, T, logo
(w'(£), w(t)) + v (Aw(t), w(t)) = (—Bua (t), w(t)) + (Bua(t), w(t))

:%% w(®)]* + v lw()|* = bluz(t), ua(t), w(t)) = blu (1), ur (t), w(t))

?% w(t)[* + 20 [[w(@)||* = 2b(ua(t), uz(t), w(t)) — 2b(us (t), ur (t), w(?)).
(2.49)
Note que
2b(uz(t), u(t), w(t)) — 2b(ur (t), ur (t), w(t))
= 2b(uz(t), u2(t), w(t)) — 2b(ur (1), ua(t), w(t))
+ 2b(uy (t), ua(t), w(t)) — 2b(uq (t), us (t), w(t))
= —2b(w(t), ua(t), w(t)) — 2b(uq (t), w(t), w(t)).

Mas, como sabemos, se w € V, entdo b(w, v, v) = 0, para todo v € H(Q),
assim, a igualdade acima fica

2b(ua(t), ua(t), w(t)) — 2b(u1 (t), w1 (t), w(t)) = —2b(w(t), ua(t), w(t)).
Agora, do item (ii) do Lema|1.61} temos

|~ 2b(w(t), ua (t), w(t)| < 27 [w(t)] [w(®)]| us(®)]]

2 )] *ﬁ )] lua(t) |
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< 2vlw(®)|” + % ()] [Juz (D))

Usando a desigualdade acima em (2.49), temos

d

7w < 3 [t [[uz(8)[]*

Pela Desigualdade de Gronwall, segue que
lw(t)]> =0, Vtel0,T].
Assim, u; = uo. O

Observagao 2.2. Até o Passo 4 poderiamos melhorar pouco os resulta-
dos apresentados de modo que eles valeriam em R"™ com n < 4. Porém,
como isto nao faz parte do objetivo principal deste texto, omitimos tais
justificativas.

Observagao 2.3. (Dominios ilimitados) Quando o dominio Q2 ¢ ilimi-
tado, devemos usar V munido do produto interno dado por

[[u, 0] = ((u, 0)) + (u,v)

e norma, dada por
2 2 2
[l = llull™ + [ul

e assim, as imersdes V — H = H — V' seguem sendo continuas,
contudo, perdemos a imersao compacta de V em H.
Agora, de (2.21)), temos

D OF + 20 [ < 21Ol [ (0]

dt
< v {[um ()] + % £ )13
<V [um @) 4 v [ (8)] + % IF OIS

2

d 1
=7 [ (O + ¥ [ (B[ < v [ ()] + ” Gl (2.50)

e assim, temos o seguinte problema de valor inicial

d 9 2 1 2
- [t ()" = v Jum (8)]” < > £y

Um (O) = UOm,,
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o qual podemos usar o método de fator integrante para obtermos uma
estimativa do tipo (2.24)

2 2 4 wl [ 2
[t (1) < Juom|” €t + e t; i [ £(s)|l5 ds

1 T
< |uo|26”T+e”Tf/ 17(s)2, ds
vV Jo
2 2 1 2
sup |um ()" < Jug €”T+€”T;||f||L2(o,T;v')-

te[0,T]

Por outro lado, integrando (2.50) de 0 até T', temos

Td T
/—|um(t)|2dt+u/ o (82t
o dt 0

T 5 1 T 5
<v / i (1) 2t 4 - / 1£(0)]13, dt
0 V.o

T
= Jum(T) + v / e ()2 dt

2 2 1 2
< [um (0)] +VT< Sup [t (?)| ) + = 1 llz20,7v)
t€[0,T) v

T
2 1 2 2 1 2
=>/ [um @7 dt < = [uol” +T | sup |um(®)]" | + — [ £ll7200,7:v7) -
0 v t€[0,T) v

Por fim, conseguimos uma estimativa do tipo (2.26)) dada por
2 T 2 T 2 T 2
o ooy = [ @7t = [ e+ [ (o a

1
- luo|> + T ( sup |um(t)|2>

te[0,T)

IN

1 2 2
+ = flzz0rvy + T sup |um(t .
s 1y (tew 0 )

Como antes, podemos extrair uma subsequéncia (ug)ren que satis-
faz (2.42)) e (2.43). Porém, como V ndo estd compactamente imerso
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em H, precisamos usar outra estratégia para obtermos a convergén-
cia forte em L?(0,T; H). Observe que para toda bola O C €, segue

H'(0) <5 L2(0) e de ([2.29) temos
A sequéncia (um‘o)mGN estd num subconjunto limitado
de 37 (R; H'(0),1L2(0)), YO C Q.

Do Teorema [I.54) segue que
U’C‘o — u|o em L*(0,T;1%(0)),

ou ainda,
up — wem L?(0,T;1L7 .(Q)).

loc

Em particular, se §2; := supp w;, ao fixarmos j, temos
uk|Qj — u|Qj em LQ(O,T;ILQ(QJ-))7

e isso é suficiente para passarmos o limite em (2.45) para este caso de
dominio ilimitado.

Observagao 2.4. Se () é ilimitado, em geral, a norma em V dada por
(11> = |I-II°+]-|* ndo é equivalente a norma ||-||. Contudo, no Capitulo 4,
tomamos 2 um dominio qualquer (limitado ou ilimitado) em que vale a
Desigualdade de Poincaré, o que torna a norma [[-]] equivalente a norma
|I-|l. A suposi¢do de no dominio valer a Desigualdade de Poincaré se
d& para conseguirmos estimar a equagao da energia com o intuito de
obtermos o conjunto absorvente necessario para a existéncia do atrator
global e ainda, para estimar as dimensoes do atrator global obtido.
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Capitulo 3

Elementos da teoria de
sistemas dinamaicos

Neste Capitulo apresentamos os conceitos e resultados basicos da
teoria de semigrupos, a fim de que possamos tratar de uma caracteri-
zacao dos semigrupos que possuem um atrator global.

As principais referéncias para a elaboragio deste capitulo foram [8]
e |24] e algumas demonstragoes foram omitidas no decorrer do texto
por fugirem do escopo do trabalho.

3.1 Semigrupos de operadores

Seja X um espaco métrico com a métrica d: X x X — RT.

Defini¢ao 3.1. Uma familia {S(¢)},>¢ de operadores continuos de X
em X é dita ser um semigrupo fortemente continuo (ou apenas semi-
grupo) em X, quando satisfaz:

(i) 5(0) = 1d,
(il) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s >0,

(iii) A aplicacdo [0,00) x X > (t,x) — S(t)zr € X & uma aplicagio
continua.

Os semigrupos também sdo chamados de sistemas dindmicos auto-
nomos.

Observagao 3.2.
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(i) Devido a condigao (ii) da definicdo de semigrupo, a familia de
operadores {S(t)}:>0 € comutativa com respeito a operacdo de
€composicao.

(ii) Se a familia {S(t)};>o for um semigrupo com a propriedade de
que S(t) é um homeomorfismo para cada t > 0, entdo a familia

{8(t) }+er com
S(t), t>0,
8(t) = »
S(—t)~, t<0,
define um grupo em X.

Exemplo 3.3. Seja GL(n,R) = {A € M,(R)/detA # 0}. Considere
a familia de operadores {S(¢)};>0 dada por

S(): GLmR) — GL(n,R)
A — etA

Segue que S(t) é continua para cada t >0, S(0)A =e"A=Ae

S(t+s)A=eT5A=c¢'e’A
= S(t) (e’ A)
= 5(t)[S(s)4],

para todo t,s > 0 e A € GL(n,R). Portanto, a familia {S(t)};>o define
um semigrupo em GL(n,R).

Defini¢ao 3.4. Sejam {S(¢)}+>0 um semigrupo, up € X e B C X.
(i) Para cada t > 0, a imagem de B sob S(t) é dada por

S(t)B = {S(t)x /x € B}.
(ii) As orbitas positivas por ug e B, respectivamente, sdo dadas por

v (ug) = U Stug e ~H(B)= U S(t)B.

t>0 >0

(iii) As orbitas positivas de S(s)ug e S(s)B, respectivamente, sdo da-
das por

Y (uo) = | St e ~F(B) =SB

t>s t>s
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Definicao 3.5. Dizemos que um semigrupo {S(¢)}:>0 € eventualmente
limitado se para cada subconjunto limitado B C X, existe tg > 0 tal
que v, (B) ¢ limitado. Ainda, dizemos que {S(t)};>0 ¢ limitado se
v+ (B) ¢ limitado para todo subconjunto limitado B C X.

A seguir definimos um objeto certamente fundamental para o de-
senvolvimento da teoria, o conceito de w-limite, o qual, se associado a
um semigrupo assintoticamente compacto, goza de propriedades inte-
ressantes para o estudo do atrator global.

Defini¢ao 3.6. Sejam {S(t)};>0 um semigrupo, vy € X e B C X.
Definimos os conjuntos w-limite de ug e w-limite de B por

wluo) = ()75 (o) = () |J S(t)uo

s>0 s>0t>s
€ o -
wB) =% B = Us®s,
s>0 s>0t>s
respectivamente.

Note que o conjunto w-limite de qualquer subconjunto B C X é um
conjunto fechado, pois é intersecao de fechados.

Ainda, podemos nos referir a definicdo acima como sendo a defi-
nicdo topoldgica do conjunto w-limite. A Proposicio [3.7, provada a
seguir, nos d4 uma caracterizagao muito 1til para o conjunto w-limite
e, consequentemente, uma definicao métrica dele.

Proposicao 3.7. Se B C X, entdo o w(B) é fechado e
w(B) = {z € X /existem sequéncias (t,)nen C [0,00) € (Ty)neny C B
tais que t, —3 0o ez = lim S(t,)z,}. (3.1)
n— oo

——

Demonstrag¢io. Denotamos por w(B) o conjunto a direita em ((3.1)).
Por um lado, seja z € w(B), entao

ze ()7 (B),

s>0

ou ainda, € 74 (B), Vs > 0. Assim, para cada n € N, existe um
elemento z, € v,7(B) tal que d(z,z,) < 1/n. Da defini¢do de v, (B),
existem ¢, > n e x, € B de maneira que z, = S(t,)z,. Dai segue que,

x = nl;ngo S(tn)Tn,
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com t, =3 00 e (Zn)nen C B, ou seja, segue que x € w(B).
Reciprocamente, se © € w(B), entdo existem (t,)nen C [0,00) e
(zn)neny € B tais que ¢, "2 e z= lim S(tn)x,. Agora, dado
n—o0

7 > 0 qualquer, escolhemos n, € N de modo que ¢, > 7 sempre que

n > n,, o queresulta que {S(t,)xn }¢, > C v (B) ex € 7 (B). Assim,
da arbitrariedade de 7 > 0, concluimos que

ze () (B),

5>0
ou seja, v € w(B). O
O conjunto w-limite goza de algumas propriedades, a saber:
Proposigao 3.8. Sejam A, B C X.
(i) w(w) =2.
(i) w(S(t)B) = w(B).
(iii) (Monotonicidade) Se A C B, entdo w(A4) C w(B).
(iv) w(AUB) Cw(A) Uw(B).
No que segue, abordamos algumas outras noc¢des que juntamente

com a definicao do conjunto w-limite nos leva ao principal resultado
deste capitulo.

3.2 Conjuntos invariantes e atratores

Definigao 3.9. Sejam A C X e {S(¢)}+>0 um semigrupo. Dizemos
que A é:

(i) Positivamente invariante pelo semigrupo {S(t)}:>0 se

S(HAC A, Yt >0;

(ii) Negativamente invariante pelo semigrupo {S(¢)}:>0 se

S(HAD A, Vit >0;

(iii) Invariante pelo semigrupo {S(t)}i>0 se

S(t)A=A, Vt>0.
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Observagao 3.10. Em geral, a intersecao de conjuntos invariantes nao
é invariante. Contudo, se para todo ¢ > 0, S(¢) for injetor, entdo, do

fato de que
S(t) (ﬂ AA> =[] 54,

A€A AEA

para qualquer familia (Ay),., de subconjuntos de X, a intersecdo de
invariantes é invariante.

Defini¢ao 3.11. Um ponto fixo (ou ponto de equilibrio ou ponto es-
tacionério) por um semigrupo {S(t)};>0 € um ponto ug € X tal que

S(t)uo = U, Vi Z 0.

Note que um conjunto de pontos fixos € invariante e ainda, a Orbita
e o conjunto w-limite de um ponto fixo ug € igual a {ug}.

Para estudar o comportamento assintético dos sistemas dinamicos,
uma ferramenta ttil é a semidistancia de Hausdorff, a qual sera respon-
sével por descrever a nocao de proximidade entre dois conjuntos.

Definicao 3.12. Dados A, B C X nao vazios, definimos a semidistan-
cia de Hausdorff de A até B como o nimero real nao negativo

distg (A, B) = sup d(a, B),
acA

com d(a, B) = binjfg d(a, b) indicando a distancia usual entre ponto e um
€

conjunto.
Observagao 3.13.
(i) Se A C B entao da defini¢do disty(A, B) = 0.

(ii) Por outro lado, se disty(A, B) = 0, entdo para qualquer a € A,
segue que d(a,B) = 0. Assim, da defini¢do de infimo, ¥n € N,
Jb,, € B tal que d(a,b,) < 1/n, ou seja, by, "Z% 4. Daif segue que
a € B, e portanto que A C B.

Tendo fixado o conceito de semidistancia de Hausdorff, podemos
dar sentido a noc¢ao de atragao e absorcgao.

Definigao 3.14. Sejam A, B C X e {S(¢)};>0 um semigrupo.
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(i) Dizemos que A atrai B (ou que B é atraido por A) sob a acao do
semigrupo {S(t)}i>0 se

tlgrolo distp(S(t)B, A) = 0.

(ii) Se existir tg > 0 tal que S(t)B C A, Vit > tp, dizemos que A
absorve B (ou que B é absorvido por A) sob a a¢do do semigrupo

{S(®)}e=o0-

Observagao 3.15. Se A absorve B, entao A atrai B (a reciproca nao
é verdadeira). De fato, na volta podemos apenas inferir que existe uma
certa vizinhanga de A que acaba absorvendo B.

Apresentamos agora o conceito de e-vizinhanca de um conjunto, o
qual serd util na elaboracao de uma caracterizagao para um conjunto
que atrai outro.

Definigao 3.16. Dados A C X e € > 0. Definimos a e-vizinhanga de
A por O.(4) = {x € X/ d(z,A) < €} ou equivalentemente, como a
unido de todas as bolas abertas centradas em pontos de A com raio ¢,
ou seja,

0:(A) = | J B:(a).

ac€A

Proposicao 3.17. Sejam A, B C X e {S(t) }+>0 um semigrupo. Entao
A atrai B se, e somente se, Ve > 0, 37 = 7(¢, B) > 0 tal que

S(t)B C 0.(A), Vt>rT.

Agora, podemos definir o principal objeto de estudo deste trabalho:
o atrator global.

Definigao 3.18. Um subconjunto A C X é dito ser um atrator global
para o semigrupo {S(t)};>0 se é compacto, invariante e atrai subcon-
juntos limitados de X sob a acao de {S(¢)}+>o0-

Exemplo 3.19. Seja {S(¢)}+>0 0 semigrupo sobre R? dado por

St: R - R2,
(x,y) = (eTmely).

Segue que A = {(0,0)} é atrator global para este sistema. De fato,
claramente A é nao vazio, compacto e invariante. Resta mostrar que
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A atrai todo subconjunto limitado de R?. Seja B C R? limitado, entdo
existe C' > 0 tal que d ((z,y),(0,0)) < C, para todo (z,y) € B. Dado
um valor ¢ € (0,C), tome t, > 0 tal que to > —1In &, logo para todo
t> tO:

d (S(t)(z,y),(0,0)) = ||(c'z, e'y)|| < 7™ [|(z, )| S eTC <.

Portanto, dado € > 0 (caso seja maior que C basta reescolher £ menor
que C), existe tg > 0 tal que S(t)B C O.(A), para todo t > tg, isto é,
A atrai B. Observe abaixo a trajetéria do sistema.

Figura 3.1: Trajetoria do sistema.

Seguem algumas propriedades do atrator global.

Teorema 3.20. Se o semigrupo {S(¢)};>0 possui um atrator global A,
entao vale que:

(i) A é anico;

(ii) A é o menor fechado e limitado que atrai limitados, em particular,
¢ 0 menor compacto que atrai limitados;

(iii) A é o maior limitado que é invariante.
Demonstragao.
(i) Suponha que A também seja um atrator global para o semigrupo

{S(t)}t>0. Como A ¢ compacto, ele ¢ limitado em X e assim,
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como A é um atrator global, segue que

tlggo distp (S(t)A, A) = 0.

Mas a invariancia de A por {S(t)}+>0 garante que S(t)A = A,
Vt > 0. Assim,
0= lim distg (S(t)A,A) = Jlim disty (A, A) = disty (A, A).
— 00 — 00

Logo, do item (ii) da Observacéo [3.13] segue que A C A = A,
pois A é fechado. De forma analoga, A C A.
Portanto, A = A.
(ii) Seja F' C X um conjunto fechado e limitado que atrai limitados.
Como A é compacto, logo limitado, F' atrai A, ou seja,
0= tlir(r)lo distu(S(t)A, F)
invaridncia
T

e assim, pelo item (ii) da Observagao|3.13} segue que A C F = F.

lim disty (A, F) = distg(A, F),
—00

(iii) Seja B € X um conjunto limitado e invariante. Como B ¢é limi-
tado, A o atrai, ou seja,

0= tlggo distp(S(t)B, A)

imarddncia 1 disty (B, A) = disty (B, A),

t—o0
e assim, pelo item (ii) da Observacio|3.13| segue que B C A = A.
O

Agora apresentamos um resultado de caracterizacdo de atratores em
termos de subconjuntos invariantes limitados.

Corolario 3.21. Se um semigrupo {S(t)}+>0 possui atrator global A,
entao A se exprime como a uniao de todos os subconjuntos limitados e
invariantes de X.

Demonstra¢do. Assuma que A seja dado pela uniao de todos os sub-
conjuntos limitados e invariantes de X. Como A é atrator, entdo A é
invariante e limitado e portanto A C A. Reciprocamente, seja B um
subconjunto limitado e invariante de X. Pelo item (ii) do Teorema

, B C A e portanto ACA. O
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3.3 Compacidade assintética de semigrupos

Nesta secao introduzimos as ferramentas relacionadas ao estudo do
chamado semigrupo assintoticamente compacto, que é um conceito fun-
damental para abordarmos a existéncia de atratores globais.

Definicao 3.22. Um semigrupo {S(t)}:>0 € dito ser assintoticamente

~ . n—oo
compacto se para toda sequéncia (t,)nen C [0,00) com ¢, — oo e
toda sequéncia limitada (2, )neny € X, tivermos que (S(t,)rn ), POS-
sui uma subsequéncia convergente.

Defini¢ao 3.23. Um semigrupo {S(¢)}i>0 € dito ser eventualmente
compacto se existe tg > 0 tal que S(¢g) é um operador compacto.

Observagao 3.24.

(i) Seja {S(t)}t>0 um semigrupo eventualmente compacto e 7 > 0
tal que S(7) é um operador compacto. Entdo, como a imagem
de compactos por operadores continuos é compacta e da condicao
(ii) da Definicdo de semigrupo, deduz-se que V¢ > 7, S(t) é um
operador compacto, pois S(t) = S(t —7)S(7), se t > 7.

(ii) Se {S(t)}+>0 € um semigrupo eventualmente compacto e eventual-

mente limitado, entdo {S(t) }+>0 € assintoticamente compacto. De
fato, considere (t,)neny C [0,00) com &, " o e (Zn)neny € X
limitada. Como {S(¢)}:>0 € eventualmente compacto, 3to > 0
tal que S(t9) é um operador compacto e ainda, como {S(t)};>0 €
eventualmente limitado, existe 7 > 0 de maneira que ;" (By) seja
limitada, com By := {z,, € X /n € N}.
Fixe ng € N tal que se n > ng sempre vale que t,, > to + 7. Con-
sidere agora B := {S(t, —to)z, /n > no} C v, (Bo). Fica claro
que B é limitado, e portanto segue que S(to)B é relativamente
compacto. Como a sequéncia (S(tn)@n)n>n, € composta exata-
mente pelos pontos de S(ty) B, a conclusio segue.

Apresentamos agora as principais propriedades do conjunto w-limite
para semigrupos assintoticamente compactos.

Teorema 3.25. Seja {S(t)}1>0 um semigrupo assintoticamente com-
pacto. Para todo conjunto limitado nao vazio B C X, seu conjunto
w-limite satisfaz as seguintes propriedades:

(i) w(B) é nao vazio, compacto, invariante e atrai B.
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(ii) w(B) é o menor conjunto fechado de X que atrai B.

(iii) Se B é conexo, ou ainda, se existe um conexo C que contém B e
que é atraido por w(B), entdo w(B) é conexo.

Demonstragao.

i) w(B) # @: Considere sequéncias (t,)neny C [0,00) com t,—00
quando n — 00 e (n)neny € B. Da compacidade assintotica,
segue que a sequéncia (S(t,)Tn)nen possui subsequéncia conver-
gente e da Proposicao segue que o limite esta em w(B).

w(B) é compacto: Seja (Tn)neny € w(B). Da Proposi(;éo

para cada n € N existem (t("))jeN C [
n

,00) com t(" 2% e
(xgn))jeN C B tais que z,, = lim S(t )z () 64 seja, para cada

_]—)OO

n € N, existe j, € N tal que
(n)y, )y _ 1 (n) n—co
d(zy,, S(t;,")z;") < - e t; — oo. (3.2)

Pela compacidade assintética, podemos extrair uma subsequéncia

(S0 o © (SE05),

que converge para x. Da Proposicao segue que z € w(B) e
de (3.2)), temos

1
d(zn,, St )al) < —

g 1 Cin, e’

.. k—
Ao tomarmos o limite quando k£ — oo, resulta que z,, oy

(usando a desigualdade triangular), o que demonstra a compaci-
dade de w(B).

w(B) ¢é invariante: Sejam x € w(B), (tn)nen < [0,00) com

te = 00 e (n)nen C B de maneira que

x = lim S(t,)z,.

n—oo

Entao, dado t > 0, da continuidade do operador S(t) e da condi-
¢ao (ii) da Definicao [3.1] segue que

S(t)z = S(t) ( lim S(tn)xn) = lim S(t+t,),

n—oo n—oo
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com t +t, — 00 e (zp)nen C B, ou seja, S(t)x € w(B) e assim,

S(t)w(B) C w(B).

Reciprocamente, sejam = € w(B), (t,)nen C [0,00) com t,—00

quando n — o0 e (Tp)neny C B tais que z = lim S(t,)x,. Fi-
n—oo

xando t > 0, vemos que

x = lim S(t,)x, = Um S(t+(tn—t))x, = Um S(t)S(tn—t)zn.

n—00 n— oo n—00
(3.3)

Por outro lado, da compacidade assintética, existe um elemento
y € X e uma subsequéncia (S(t,, — t)xng) de (S(t, — t)xn)neN
tal que y = hm S(tn; —t)xn,, 0 que resulta da Proposigao

que y € w(B ) Por ﬁm usando a continuidade do operador S(¢
em (3.3) e do fato de que toda subsequéncia de uma sequéncia
convergente converge para o mesmo limite, obtemos

= lim S()S(tn, — t)an, = S(t) (JE& S(tn, )xnj) = S(t)y,
ou seja, x € S(t)w(B) e assim, S(t)w(B) 2 w(B).

Portanto, S(t)w(B) = w(B) e assim, w(B) é invariante.

w(B) atrai B: Para provarmos esta afirmacao, devemos mostrar
que tlim distg(S(¢t)B,w(B)) = 0.
—00

Suponha o contrario, ou seja, Jeg > 0 e (tn)neny C [0,00) com
tn, "3 oo tais que Vn € N, disty(S(t,)B,w(B)) > g. Agora,
da Definicdo de semidistancia de Hausdorff, Vn € N, podemos
encontrar x,, € B tal que

d(S(tn)Tn, w(B)) > . (3.4)

Note que da compacidade assintotica de {S(t)}i>0, podemos ex-
trair uma subsequéncia (S(t,,)2n;)jen de (S(tn)Tn)nen tal que
S(tn,)rn; —x quando j — oo, em que, pela Proposigéo esté
em w(B). Entdo, da continuidade de d(-,w(B)) e segue que
d(z,w(B)) > €o, 0 que contradiz o fato de « € w(B).

Portanto, w(B) atrai B.

Da Definicdo, sabemos que o conjunto w(B) é fechado e por (i),
que w(B) atrai B.

Considere F' C X fechado tal que F' atrai B. Devemos mostrar
que w(B) C F.
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(iii)

Suponha que w(B) € F, ou seja, 3z € w(B) com z ¢ F. Como
F ¢ fechado, segue que d(z,F) = § > 0. Com = € w(B), exis-
tem sequéncias (¢, )neny C [0,00) com ¢,—00 quando n — oo e
(n)neny € B de maneira que z = n11_>ngO S(tp)xn. Agora, como F

t—o0

atrai B (distH(S(t)B, F)— O), podemos encontrar T > 0 tal
que Vt > T,

disti(S(t)B, F) <

IV ol

Logo, escolhendo ny € N tal que Vn
concluimos que Vn > nr vale

nr tivermos t, > T,

1)
d(S(tp)zn, F) < 3
e assim, da continuidade de d(-, F'), ap6s fazermos n — oo, temos
que d(z, F) < g, 0 que contraria a existéncia de um tal x.

Portanto, w(B) é o menor fechado que atrai B.

Suponha que exista um conexo C que contém B e que seja atraido
por w(B), mas que w(B) nao seja conexo. Assim, existem con-
juntos fechados e disjuntos ndo vazios Fy,Fy C w(B) em que
se tenha w(B) = F; U Fy. Como (por (i)) w(B) é compacto,
segue que F; e Fy também o sdo, logo d(Fy,Fs) = § > 0,

com d(Fi, Fy) = inf inf d(a,b). Agora, como w(B) atrai C,
a€EF1 bEF>

Ir =71(5,C) > 0 tal que

logo,
7H(C) CO4(w(B)) = 04 (F1) VO, (Fy). (35)

Note que, como [0,00) x X > (t,z) — S(t)z € X é continua,
[T,00) x C é conexo e a imagem de [1,00) x C por tal aplicagio
é exatamente v, (C), assim, v, (C) é conexo. Como 0s(F1) e
O (F,) sdo abertos disjuntos e 77 (C) é conexo, por (3.5), segue
que v, (C) esta inteiramente contido em exatamente um destes
conjuntos, suponhamos que em Og (F1). Entao,

F2 g W(B)

N

i (B) S~ (C) C 04 (F),

[V

ou seja, d(Fs, Fy) < %, o que contradiz a defini¢do de 4.
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Portanto, w(B) é conexo quando w(B) atrai um conexo que con-
tém B.

O caso em que B ¢é conexo segue do caso anterior ao fazermos
C = B e usando o item (i).

O

Agora podemos exibir um resultado que assegura a existéncia de um
atrator global para um semigrupo assintoticamente compacto quando
h& a existéncia de um conjunto absorvente.

Teorema 3.26. Sejam X um espaco métrico completo e {S(t)}1>0 um
semigrupo assintoticamente compacto. Se existe um conjunto limitado
e absorvente B pelo semigrupo, entao {S(t)}>¢ possui um atrator glo-
bal dado pelo conjunto w-limite de B, ou seja, A = w(B). Tal conjunto
é ainda, o atrator limitado maximal (sob a relagao de inclusdo). Além
disso, se o operador [0,00) 3 ¢ — S(t)up € X é continuo e B é conexo,
entao A é conexo.

Demonstrag¢io. Como B ¢ limitado (e ndo vazio) e {S(t) };>0 € assintoti-

camente compacto, entdo do Teorema segue que w(B) é nao vazio,

compacto e invariante. Devemos mostrar que A = w(B) atrai conjuntos

limitados. Suponha o contrario, ou seja, assuma que exista By C X

limitado com disty (S(¢)Bg, A)- 0 quando ¢ — oo, assim 36 > 0 e uma
A . n—oo

sequéncia (t,)nen C [0,00) com ¢, — oo e

diStH(S(tn)Bo,A) >46, VneN.

Note que Vn € N, 3b,, € By tal que

distrr(S(t)bn, A) > 2. (3.6)

~— N

Como B é absorvente, existe tg = to(Bgy) > 0 tal que se t, > o,
S(tn)Bo C B (consequentemente, S(t,)b, € B). Como {S(t)}i>0 €
assintoticamente compacto e By € limitado, a sequéncia (S(¢n)bn)nen
possui subsequéncia convergente, digamos S(t,,)b,, — b. Note que

b= lim S(t,,)b,, = lim S(t,; —t0)S(to)by,.

j—o0 Jj—o0

Como S(to)b,, € B, da caracterizagdo de w-limite segue que be w(B),

o que contradiz ([3.6).
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A é o atrator maximal: Seja A C X um atrator limitado com

A C ]1, entdo para t > 0 suficientemente grande (B é absorvente),
S(t)A C B, ou ainda A C B (devido a invariancia de A). Assim, da
monotonicidade do w-limite, segue que

w(A) Cw(B)=A.

Por fim, se B é conexo, do Teorema [3.25] segue que w(B) = A é
conexo. 0O
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Capitulo 4

Estudo do atrator global
das equacoes de

Navier-Stokes 2D sobre
alguns dominios ilimitados

Neste capitulo apresentamos as consideragoes do principal problema
deste trabalho, tais como o dominio  C R2 ser um aberto qualquer com
fronteira 0f2, em que vale a desigualdade de Poincaré. Esta condi¢ao
é essencial para gerar a equagao da energia, o conjunto absorvente
e outras estimativas a serem utilizadas na continuidade fraca para o
semigrupo gerado pelas equacoes de Navier-Stokes 2D, com o intuito
de obtermos o atrator global. Além disso, fazemos um estudo das
dimensoes de Hausdorff e a fractal do atrator global, mostrando que
elas sao finitas.

As principais referéncias utilizadas na escrita deste capitulo foram
[22] e [24].

4.1 Preliminares

Assuma que Q C R? seja um aberto limitado ou ilimitado sem que
haja nenhuma suposicao sobre a regularidade da fronteira 02, mas que
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vale a desigualdade de Poincaré, ou seja, existe A\; > 0 tal que
2 1 2 1
o dx < — IVo|”dx, V¢ e Hy(Q). (4.1)
Q A1 Ja
Mais ainda, segue que
1
[l <+ llull”, Yu e V. (4.2)
1

Do Capitulo 2, para f € V' (ou seja, f ndo depende de t) e up € H a
formulacao fraca das equagdes de Navier-Stokes é dada por: encontrar
uma u € L°>°(0,T;H) N L?(0,T; V) para cada T > 0, tal que

% (u,v) + v ((u,v)) + blu,u,v) = (f,v), YoeV,Vi>0, (4.3)

u(0) = up. (4.4)

Ainda, sabemos que a formulagéo fraca dada em (4.3) é equivalente
a equagcao funcional

w +vAu+Bu=f, em V', parat > 0. (4.5)

Das consideragoes acima, podemos estabelecer um anélogo ao Teo-
rema [2.1] dado por:

Teorema 4.1. Seja Q C R? tal que (4.1)) vale. Dadas f € V' e ug € H,
existe uma tnica u € L°(R™;H) N L*(0,T;V), VI' > 0, que satisfaz

@3) (logo, [@3)) e (@4). Além disso, v/ € L*(0,T;V'), VT > 0 e
u e C(RT; H).

Observagao 4.2.

(i) Fica claro que como o Teorema e a Observagao valem
para todo T > 0, o Teorema [4.1] segue como uma consequéncia
imediata.

(ii) Tomamos f € V' para podermos gerar um semigrupo, pois se
tomassemos f € L2 (0,T; V"), gerariamos um processo de evolugao
que esta fora do escopo do estudo desenvolvido neste texto.

Se u=wu(t), t > 0, é a solugdo do Teorema sabemos que
u € LR H)NL*(0,T;V) e que v’ € L*(0,T; V'), para cada T > 0.
Agora, pelo Teorema temos

d

2
Sl =2 ()
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e de (4.5)), segue que
(' u) = {f — vAu — Bu,u)
1d 2 2
= 5 VP = (o) = o ) = b, ).
Observe ainda que de (1.6]) obtemos
d
Tl 2w ul® =2(f,u), V>0, (4.6)

em D'(0,00). A igualdade (4.6) é chamada de equacao de energia.
Note que podemos majorar o lado direito de (4.6) por

(fou) < 1 fllv [l
Nz
< 7 £l ull

v 2 1 2
<= — .
< 2l + 5 10
As estimativas acima nos levam a desigualdade
d 2 2 _ 1, 0
Sl 4w ul® < 1 (47)
Usando (4.2), segue que
d o o _ 1.2
P ul® + v Ap ful” < ” 11
e assim, temos a seguinte desigualdade diferencial

d 2 2 _ 1.0
Ll o nul < IR
u(0) = up.

Esta desigualdade pode ser simplificada através do método de fator
integrante, que nos da

Y 1
lu(@®)|? < |uol?e Mt + o Ifl%:, V> o0. (4.8)

Agora, se em (4.7)) integrarmos de 0 até t, segue que

‘d 2 ‘ 2 LY e
| Gl Pas e [ uPas< s [k as
0 0 0
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t
= @) = [P + v [ uts)|?ds < 2R
t 0 t
= uOF +v [ u(e)ds < fwl*+ 5 171%
¢ 2 2 1 2
v [ ()P ds < ol + 171

e assim, obtemos
L[ s < Ll Lisi, veso. o)
- u(s s< —|u = ‘s . .
t Jo A V2 v

Por outro lado, se u(t) ¢ a funcdo que o Teorema [4.1] garante existir,
podemos definir uma familia de operadores

S(t):H— H,
dada por S(t)ug = u(t), para cada ¢ > 0.

Teorema 4.3. Para cada t > 0, o operador S(t) : H— H é Lipschitz
continuo sobre limitados de H.

Demonstragio. De fato, considere B C H limitado e ug, vg € B. Fixado
t >0, temos S(t)ug = u(t) e S(t)vo = v(t), com u e v solugdes de e
u(0) = ug e v(0) = vg. Por simplicidade, no que se segue, denotaremos
u=u(t) e v=uv(t). Note que, como u e v satisfazem

%(w,@)—l—y((w,e))—kb(w,w,@) =(f,0), VOeV,

deduzimos

s (u - U,Q) +v ((u -, 0)) + b(uvua 0) - b(’U,”U, 9) =0. (410)

b(u, u,0) — b(v,u,0) + b(v,u, ) — b(v,v,0)
=b(u — v,u,0) + bv,u —v,0)

b(u —v,u,0) —b(u —v,v,0)

bu—v,v,0) +b(v,u —v,0)
=b(u—v,u—v,0)+b(u—v,v,0) + b(v,u —v,0),
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e assim, (4.10) fica

%(u—v,@)+1/((u—v,9))+b(u—v,u—v,9)
= —b(u—v,v,0) —b(v,u —v,0).

Ao tomarmos § = v — v em (4.11), o Lema garante que

(4.11)

d
%\u—v|2+u||u—v\|2:—b(u—v7v7u—v)

Lema [L61] 1 1 1 1
< V2u—of? [lu— o2 ol [u = v|? lu—o||?

< V2 u—of [lu— vl [|v]

< V22 fu = ol fu =] Io]

2

1
< vl + 5 [u— of? ol
Dai que,
d 2 1 2 2
D putt) —v(e) < o ult) (O o(0)]
m t1
s u0) o) < o — ol esw ([ o o))
0

2 1 2 t 2
2 huo —wl*exp (o lnl* + 555 112 )

= u(t) — v(t) 57

Portanto, para cada t > 0,

1 t
(80 = (ool = u(t) = (0)] < fuo = wnlexp gz ool + 505 171 ),

ou seja, o operador S(t) é Lipschitz continuo. O

Isto nos permite enunciar o seguinte resultado que decorre direta-
mente das conclusoes dos Teoremas [£.1] e [4.3]

Corolario 4.4. Nas condicoes apresentadas anteriormente, {S(¢)}:>0
define um semigrupo em H.

Neste ponto ja temos definido o semigrupo que necessitamos para
iniciar o estudo do atrator para as equagoes de Navier-Stokes 2D apre-
sentadas neste texto. Porém, ainda sdo necessarios alguns resultados
preliminares.

73



Um dos principais pontos para garantirmos a existéncia de um atra-
tor global para o semigrupo {S(¢)};>0 ¢ mostrarmos que existe um con-
junto limitado que absorve limitados pela acdo do semigrupo. E disto
que trata o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Defina a constante pg := /2/(A\ v2) || f||y - Se conside-
rarmos o conjunto B :={v € H / |v| < po}, entdo B absorve limitados
de H pela agdo do semigrupo {S(¢)}i>o0-

Demonstra¢do. Seja B um subconjunto limitado de H e tome uy € B.
Neste caso, de (4.8) obtemos

1
V2 )\1

2
[Raliv

[S(t)ug| < \/Me—”‘lt +

com M = sup,cp \b|2. Como Me¥*t — 0, quando ¢t — oo, conclui-
mos que existe tg > 0 tal que

Me—llklt < 1
ez A1

2
£l Yt > ts.

Mas entao obtemos

1 [2
1S (t)ug| < V\/;||f||v, = po.

Como a escolha do elemento ug no limitado B foi arbitraria, con-
cluimos que S(t)B C B, Vt > tp. O

Apresentamos agora um lema auxiliar que trata da continuidade
fraca do semigrupo {S(t)}+>0-

Lema 4.6. Considere a sequéncia (ugp,)neny em H e ug € H tal que
uon, — ug em H. Entao,

S(t)ugn — S(t)up em H, ¥Vt >0 (4.12)

S(ugn — S(-)ug em L*(0,T;V), VT > 0. (4.13)

Demonstra¢ao. Defina uy, (t) = S(t)ug, e u(t) = S(t)ug, parat > 0. De
([4.8)) e da Proposi¢ao (1.8} (uy,)nen € limitada em L>°(R™; H) e ainda, de
[@.9) e da Proposicao [1.8 (wu,)nen @ limitada em L%(0,T;V), VT > 0,
ou seja,

A sequéncia (up)nen € limitada em L™ (RT;H) N L*(0,T;V), VT > 0.
(4.14)
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Assim, como ul, = f —vAu, — Bu,, Au, é um funcional linear limitado
em V e B satisfaz o item (iii) do Lema [1.61] segue que

A sequéncia (u),)nen € limitada em L*(0,T;V'),VT >0.  (4.15)

Entao, paracadaveVe0<t<t+a<T,comT >0, temos
t+a
(un(t + a) — up(t),v) = (up(t + a) — u,(t),v) = </ u;(s)ds,v>
t
t+a t+a
— [ s [ .ol
t t
t+a
<[ I ol as

t+a
< ol / () |y ds
t+a % t+a B %
s||v|(/ 1ds) (/ ||u;<s>||wds)
t t
1 T 2 %
< olla ( / I, ()11 ds>

1
<|v| a2 ||U:LHL2(O,T;V’)
< Crvlla?, (4.16)
com Cp > 0, independente de n, devido a sentenca (4.15). Escolhendo
v =uy(t+a) —u,(t) € Vem (¢.16), obtemos
Jun (t + a) — un (H)[* < Cra® ||un(t + a) — un(t)]]
Dai que

T-a T—a
/ lun (t + @) — un(t)|? dt < cTa%/ un(t + @) — un(2)] dt.
0 0

(4.17)
Por fim, como

T—a T
[ttt @ - @l < [ fun+a) - w0 d
0 0
<T? un (- +a) = wn() 2020y (418)

@1d) .
S 2C(sz§7
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de (4.17)) e (4.18) concluimos que
T—a —
/ |tn (t + a) — un (t)]> dt < Cra?, (4.19)
0

com CA’; > (0 independente de n.
Considere agora a fungdo truncamento 7 € C'(R™) que satisfaz
7(s)=1,ses€[0,1] e 7(s) =0, se s € [2,00). Para cada r > 0, defina

2
]

x
Up (T, 8) =T (7‘2> Up(z,t), x € Qayp,

com €, = QN B¥(0), para cada r > 0.
Observe entao que

T—a 9
/0 ot + @) = v (8)]%2 s,

T—a
- / Jotn t + @) — un(B) Py,

+/0Ta T ('f') [un(t—l—a) —un(t)}

e portanto, como sup,eg+ 7(y) = M < 00, de (4.19) deduzimos

2
dt,
L2(Q 5, \2r)

T—a
2
L om0 =0 0o,
T—a
Smax (LA} [t +0) = w0l Ot < Cpat,

com C%. > 0 independente de n € N.
Da desigualdade acima, segue que

T—a
lim sup/ |n,-(t+a) — 'Un,r(t)H]iZ(Q ydt =0, vI'>0,vr>0.
a—0 N 0 2r

Agora veja que
(Un.r)nen € limitada em L>(0,T;1L%(Qa,)),

pois, pela mesma justificativa de antes,
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2

2 2 |z|
o Oy = B+ 7 (1)t
r L2(2 5, \ Q)

< max {1, M?} |u,(t)]

com a ultima parcela da desigualdade sendo uniformemente limitada

em n € N, gracas a (4.14).

Ainda sabemos que
(V. )nen € limitada em L*(0,T;HS(Qa,)).

Basta observar que por construgdo vy, . € L*(0,T;H§(Q2,)), para todo
n € N e todo r > 0, e ainda

T T
2 2
| 1Oy, e = [ 0y, o

+/OT T<|f|> un (1) 2

com M > 0 definido anteriormente, N := sup,cg+ [7'(y)| e C(M, N)
uma constante que depende de tais nimeros. A sentenca jun-
tamente com a desigualdade acima garante a limita¢do uniformemente
em n € N desejada.

E claro que do concluido acima e das imersdes entre os espacos LP,
segue que

T
dt < C(M, N) / i (£)] .
0

H(ll (Q\/ir\QT)

(V. )nen € limitada em L*(0,T;1L%(Qq,)) N L0, T; HE ().
Finalmente aplicando o Teorema [T.58] deduzimos que
(Vn,r)nen € relativamente compacto em L*(0,T;1L*(Q,)),
para cada 7' > 0 e r > 0. Dafi segue da construgao de v, , que
(un|Qr)n€N € relativamente compacto em LQ(O,T; ]LQ(QT)), (4.20)

paracadaT >0er > 0.
Tomando, em particular, r € N, e T > 0 fixo, parar = 1, (Un|91)neN

é relativamente compacta em L*(0,T;1L%(Q;)), logo existe uma sub-
sequéncia (u1,, |Ql)"€N de (un|91)neN convergente, isto é,

u, |, = @lg,» em L*(0,T;1L% ().
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Por sua vez, a sequéncia (uq,, ygz)neN estd em (un’%)neN que é relati-

vamente compacta, logo também possui uma subsequéncia (uz,
tal que

Qz)nEN

uz, |, ﬂ|Q2, em L2(0,T;1%(y)).

Continuando o processo, chegamos que, para cada T > 0

U1, ’Sh U1, |Ql Ui, ‘521 — ﬂ|91 em L*(0,T;L2(%))
U, |Qz Us, |Q2 Us, |Qz e ﬁ|Q2 em L2(0,T;1L%(Q))
s lo. sl uslo, v = |y, em  L2(0,T;L*(Qs))
Tomando entao a sequéncia diagonal
(Un, )ken = (u1,, U2y, Us,, - -+ ), considerada em todo o £,

notamos que (a menos de subsequéncia caso necessaro) (U, )ken € uma

subsequéncia de (u,)nen em que de (4.14) e (4.20) obtemos

Up, — W em L®(RT;H),
, i em L, (RY;V), (4.21)
Up, — U em LI (RT;L*(Q,)), Vr >0,

Un

com
u € L®RYH) NLE (RT; V).

loc

Das convergéncias em (4.21)), ao passar o limite quando k — co em
(tn, )ken, vemos que u é solugdo de com %(0) = up. Da unicidade
de solucao dada pelo Teorema segue que u = u.

Agora, para termos que a sequéncia toda (u,)nen converge para
u, COmo em , usaremos o seguinte argumento por contradigao.
Suponha que nao vale a convergéncia

U, — uem L*(0,T;V), VT >0.

Entdo existe uma subsequéncia (uy, )ren de (un)nen que ndo possui
nenhuma subsequéncia que converge fraco para u em L?(0,T;V). Para
essa sequéncia repetimos todo o processo realizado desde o inicio da
demonstragdo. Chegamos entdo que existe uma subsequéncia (unkl )ieN
que converge fraco para um certo ug no sentido (4.21). Novamente,
tomando u = uy, em e fazendo | — oo chegamos que uy, é solucio
de (4.3) com uy(0) = up. O fato da solugdo ser Gnica nos garante que
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ur = u, logo (“nk, )ien converge para u no sentido (4.21), o que é uma
contradigao. Isto conclui a prova de (4.12)).
Para verificar (4.13)), observe que da convergéncia forte dada em

(4.21)), segue que
un(t) — u(t) em L?(£,.) q.s. parat>0e Vr > 0.
Assim, Vv € V, como suporte de v é compacto, segue que
(un(t),v) = (u(t),v), qs.teR".
Ainda, de e ([£16), segue que a sequéncia ((uy,(t),v)), ey € equi-

limitada e equicontinua sobre [0, T, respectivamente, para cada T' > 0.
Assim, usando o Teorema de Arzeld-Ascoli, segue que existe uma sub-

sequéncia ((un, (t),v)),ey de ((un(t),v)), oy tal que
(tn, (t),v) = (u(t),v), VteR" VveV,

e pelo mesmo argumento de contradi¢do acima, deduzimos que
(un(t),v) = (u(t),v), VteRT VoeV. (4.22)

Como V é denso em H, de (4.22) e do item (vii) da Proposicio
segue que
Up(t) = u(t) em H, V¢>0.

Como S(t)ugn, = un(t) e S(t)ug = u(t), temos

S(t)ugn — S(t)up em H, Vt>0.

4.2 Existéncia do atrator global

Para garantirmos a existéncia do atrator global para o semigrupo
{S(t) }+>0, usaremos o Teorema [3.26] ou seja, devemos mostrar somente
que o semigrupo é assintoticamente compacto em H, pois no Teorema
5] j& obtemos o conjunto absorvente B para o semigrupo.

Proposigao 4.7. A funcao
[,]: VxV — R

(w,v)  — v((u,v))—vi(u,v)

é um produto interno em V. Além disso, a norma [-] = [, -]% é equiva-
lente a norma ||-|.
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Demonstragao.
[.-] &€ um produto interno em V:
Sejam u,v,w € V e a € R. Entao:

M) [uyu] = vlul® = v u* = viul® =% Jul* = § u]* > 0.
(i) [u,v] = v ((u,v)) — 3 (u,v) = v ((v,u)) — va (v,u) = [v,4].
(ili) [u+v,w] = v ((u+v,w)) — VA (u+ v, w)

= v ((u,w)) = v (u,w) + v ((v,w)) - v (v,w)
= [u, w] + [v,w].
(iv) o, o] = v (0, 0)) — 3 (aw,0) = av ((,0)) — avdt (u,0)
=av((uv)) - 1/’\71 (u,v)) = afu,v].

Portanto, [-, -] ¢ um produto interno em V.

-] é equivalente a ||-||:

De (i) do item anterior, vemos que
v
[u)* > 5 lull*, VueV.

Agora, note que

A

2 _ 2 AL
P =l = vllul® - v

[u ul* <viul?, weV,

Assim, lul® < [u]* < vllul|?, para todo u € V, o que mostra que
a norma [-] é equivalente a norma ||-||. O

. 2 ~ .
Ao somarmos e subtrairmos v A1 |u|” na equagao de energia em (4.6]),
temos

d
o Nl v Al + 2wl = vl = 2(f, ),
e assim,
d
Sl vl + 2 ) = 2 (f),

com u = u(t) = S(t)uo sendo solugdo de (4.3) e u(0) = up € H. Agora,
usando a férmula da variacao das constantes da teoria de equacoes
diferenciais, temos

) = fuof? = -2 00 (1 () — (o)) s,
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que pode ser reescrito como

1S (t)uol* = \uoﬁefﬂlwz/ e M) (£, S (s)uo) — [S(s)uo]?) dis,

’ (4.23)
para todo ug € He t > 0.

Agora, para mostrarmos a compacidade assintética do semigrupo
{S(t)}+>0, considere um subconjunto B C H limitado e sequéncias
(tun)nen C B e (tn)nen C [0,00) com t,, — 0.

Como o conjunto B definido no Teorema é absorvente, existe
T(B) > 0 tal que S(¢t)B C B, Vit > T(B), assim, para t, > T(B),

S(tn)u, € B.

Entdo, do Teorema |I.11} a sequéncia (S(t,)un),y € fracamente pre-
compacta em H, ou seja, existe uma subsequéncia (S(t,)un),cn €
w € B (pois B é fechado e convexo) tal que

S(tn)u, — wem H,neN. (4.24)
De forma similar, para cada 7" > 0, segue que
Sty — T)u, € B, Vt,>T+T(B). (4.25)

Entdo para cada T > 0, o Teorema [[.11] nos garante que existe um
subconjunto de indices Ny C N tal que

S(tn, — T)up, — wy em H, quando n — oo em Np

ewr € B. Tomemos em particular 7' € N e facamos o seguinte processo,
para T' =1 consideremos o conjunto de indices

Ny ={neN/t, >1+T(B)}
e notemos que por
(S(tn — Dtn)neny € B,
logo existe um subconjunto de indices N; C N} tal que
S(t, — 1)up, — wy em H, quando n — oo em N
e wy € B. Para T = 2 consideremos o conjunto de indices

N2 ={neNy/t, >2+T(B)}
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e notemos que por (4.25))
(S(tn = Dtn)pery < B,
logo existe um subconjunto de indices No C N2 tal que
S(tn — 2)un, — wy em H, quando n — oo em Ny
e wy € B. Continuando o processo, obtemos
N3 CN; CN; CN.

Tomando o conjunto de indices

N= () Nr

TeN

e denotando seus elementos por n, chegamos que a subsequéncia dada
por (S(tn,)un,),, o5 € tal que

S(tn, — T)tp, —wr em H VI €N (4.26)

com wr € B.
Agora, da continuidade fraca de S(t) dada em (4.12)), temos

w= lm g, S(tn, )tn, = lim 1, S(T)S(tn, — T)tn,
k— o0 k— o0
=S5(T) klim 1, S(tn, — T)tn, = S(T)wr,
—00
com klim u,, denotando o limite tomado na topologia fraca de H. Logo,
—00

w=S8T)wr, VT eN.

De (4.24) e usando o item (iii) da Proposi¢do|1.7] temos
lw| < lirkneiélf 1S () un, | -

Devemos mostrar que

lim sup [S(ty, )un, | < |w|
keN

para obtermos a convergéncia forte desejada.
De (4.23) para T € Ne t, > T, temos

‘S(tn)un|2 = |S(T)S(tn — T)U'n|2
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= [S(ty — Tuy|? e v M T

T
+ 2/ e~ MT=3) (£ S(5)S(n — Thun) ds
0

-2 / ' e v MT=9)[§(5)S (b, — T)uy)” ds. (4.27)
0

Agora, fazemos estimativas para cada membro da parte direita da

expressao em (4.27)).
Como S(t, — T)u, € B para t, > T + T(B), segue que

lim sup <|S(tnk — Ty, [*eM T) <pgevMT, (4.28)
keN

com pg = /2/(A1v?) | f|y, dado no Teorema
Da continuidade fraca do semigrupo dada em (4.13), deduzimos de

(4.26) que
S()S(tn, — T)tn, — S(-)wy em L*(0,T;V).
Como e *M(T=) f ¢ L2(0,T;V’), temos, da defini¢do de convergéncia

fraca, usando o funcional e=**(T=%) f que

T
fim [ TN (S (3)S e — T, ) ds

- /T e MT=3) (f S(s)wr) ds. (4.29)

0

Como a norma [-] em V é equivalente a norma ||-|| e

D<etNT SeINID <1, veef0.7)

T
{'}LQ(O,T;V) E (/ e—l/)\l(T—s) []2 dS)
0

é uma norma em L2(0, T; V) equivalente a norma usual.
Usando o item (iii) da Proposicao deduzimos que

(SO wrYiaorv) < lim inf{S(-).5(tn — T)un}t207v)s

segue que

1
2

logo

T
[ s as
0
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T
< liminf / e MT=9) [(6)S (b — T)un]? ds.

n—roo 0
Das propriedade de liminf e lim sup, segue que

T
lim sup —2/ e v (T=s) [S(5)S(tn, — T)“nk]2 ds

n— oo 0

T
= —liminf2/ eV MT=9)18(5)S (b, — T)tin,]* ds

n—oo 0

T
< -2 / e v MT=9) 1§ (s)wp)? ds. (4.30)
0

Agora, passando o limsup com k — oo em (4.27)) e usando (4.28)),
[29) e (L£30), segue que

lim sup | S (tn,, )tn, |2

k—o0

< limsup [S(tn, — T)tn, PevT
k—o0

T
—+ hHl sup 2/ 671’ )\I(Tis) <.f7 S(S)S(tnk - T)unk> dS

k—o0 0

T
+ lim sup 72/ e MT=) [8(5)S (t, — T, ]* ds

k—o0 0

T
<pRe v MT 42 / eI (1, S(s)wr) — [S(s)wﬂi) dsﬁ
4.31

Por outro lado, usando w = S(T)wr em (4.23)), temos
[w|* = [S(T)wr |

= lwp[Pe M T 42 /T eV M (T=9) (<f, S(s)wr) — [S(s)wT]Q) ds.

0
(4.32)
Assim, usando (4.32)) em (4.31)), temos
limsup [S(t, )un, |* < |w|® + (pg - |wT|2) emvMT
k—o0
< |wl*+p2e "M T, VT eN. (4.33)
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Fazendo T' — oo em (4.33)), obtemos

limsup |S (tn, )tin, |* < [w|”, (4.34)

k—o0
que é a desigualdade que queriamos. Como H é um espago de Hilbert
e de (4.24) e (4.34), da Proposicio segue que

S(tn, )un, — wem H.

Portanto, (S(tn)un),cy € precompacto em H, ou seja, o semigrupo
{S(t)}+>0 € assintoticamente compacto em H. Como B é um conjunto
absorvente e limitado em H pelo semigrupo, do Teorema [3.26] segue
que {S(¢)}+>0 possui um atrator global A = w(B) que é conexo. Assim,
podemos exibir o nosso principal resultado.

Teorema 4.8. Sejam  C R? um aberto que vale , v>0e
f € V'. Entéo o semigrupo {S(t)};>0 associado a equagao de evolugio
([@.3), possui um atrator global A em H, ou seja, um conjunto compacto
invariante que atrai conjuntos limitados de H. Além disso, A é conexo
em H e é maximal pela relacdo de inclusdo entre todos os conjuntos
limitados e invariante em H.

4.3 Estimativas das dimensoes do atrator
global

Nesta secao final lidamos brevemente com a teoria de dimensao
de Hausdorff e dimensao fractal do atrator global A para o semigrupo
{S(t)}+>0 gerado das equagdes de Navier-Stokes, o qual desejamos mos-
trar serem finitas. A abordagem desta se¢do é baseada em [22] e [24].

Sejam f € V' e ug € H dadas e u(t) = S(t)ug, t > 0, com u sendo
solugio de e u(0) = up. Como o operador linear F : V — H dado
por F(v) = f —vAv — Bv é Frechét diferenciavel, segue que o fluxo
linearizado em torno de u é dado pelo problema de valor inicial linear
abaixo

{U’ +vAU + B(u,U) + B(U,u) =0, em V', (4.35)

U(0) =¢.
Assim como no problema nao linear, vale o Teorema [.1] ou seja, dado
¢ € H, existe uma tnica U € L>(0,T;H) N L*(0,T;V), VT > 0, sa-
tisfazendo (4.35). Além disso, U’ € L?(0,T;V’) e U € C([0,T]; H),
vT > 0.
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Para cada ¢ > 0, a funcdo ug € H — S(t)up € H é Frechét dife-
rencidvel em wuo com diferencial dada por L(t;up) : £ €e H — U(t) € H,
com U sendo a solu¢io de (4.35)), ainda, decorre disto, que L(t;ug) ¢
limitada e {S(¢)}+>0 € uniformemente diferenciavel sobre A, ou seja,

|S(t)vo — S(t)ug — L(t;u0) - (vo — uo)|

lim sup = 0.
e=0T wy,wp€A |UO - UOl
0<|u—v|<e

Podemos considerar F'(u)U = —vAU — B(u,U) — B(U, u) e definir
0s nimeros inteiros positivos ¢,, e m por

¢m = limsup sup sup / Tr(F'(S(1)uo) 0 Qm(7))dr
t—oo wugeA &;€H
|£z|<1
i=
com Qn(7) = Qm(T;u0,&1,- - ,&m) sendo a projecdo ortogonal de H

no espago Span{L(t;ug)&1, -, L(t;up)ém}- O termo dado dentro da
integral refere-se ao traco de F’( (t)ug) 0o Qm(t) e é definido pelo menos
em quase todo t e seré calculado posteriormente.

As consideracoes feitas até aqui sao essenciais para utilizarmos os
argumentos presentes na Segdo 3.4 do Capitulo V de [24] em que, se
existe m € N tal que ¢, < 0, entao o atrator global A possui dimensoes
de Hausdorff e fractal finitas e estimadas por

dimg A < m, (4.36)

1<5<m |Qm‘

dimp A < m (1 b omax @)+ ) (4.37)

com (gm)+ = max{0,¢m}. Assim, nosso objetivo neste ponto é apre-
sentarmos estimativas para m e q,.

Para estimarmos os ntimeros ¢,,, tomamos ug € Ae &y, -, &, € H.
Fazendo u(t) = S(t)uo e U;(t) = L(t;uo);, t > 0, considere o conjunto
{1(t), -+, dm(t)}, t > 0 sendo uma base ortonormal em H para o su-
bespaco Span{Ui(t), - ,Un(t)}. Como U;(t) € V, ao menos q.s. em
t > 0, podemos assumir que ¢;(t) € V (pelo processo de ortogonaliza-
¢ao de Gram-Schmidt).

Agora, para estimarmos Tr F’(u(7))oQ (1), por simplicidade, omi-
tiremos a dependéncia de 7. Assim,

Z )b, b5)

TrF'
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(—vAd; — B(u, ¢;) — B(d;,u), d;)

ths

.
I
—

(=v ((Adj, 85)) — blu, ¢;,0;) — b(¢;,u, ¢;))

.
I
-

Ms

(= 161> = (@5, 11.6)) - (4.38)

.
I
—

Agora, vamos estimar o tltimo membro da igualdade (4.38).

Zb(qu,u,qu) =
j=1

2 ou\ 2 : 2 - \
(Cauchy-Schwarz) < / Z < ! > Z Z ¢Jk¢jl dx
Q \ =1 \OTk Jk=1 \j=1
2 3
2 8’(1,1 2 2 "
(Hslder) < / Z < ) dx - / Z Z ¢]k¢jl dx
Q7= \OTk Q=1 \j=1
2 m 2 m 2
<l [ (S ) (S w
Q \g=1,j=1 =1 j=1
2 3
el | [ {Slesl] ax
= llulllpl2(q) > (4.39)

com p(a Zm

Como {¢17~-~ ,®m} € um conjunto ortonormal em H, logo, em
L2(€2) e esta contido em V C H}(Q2), da Desigualdade de Sobolev-
Lieb-Thirring (encontra-se em [24, Teorema. 3.1 do Apéndice, p. 457])
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comn=2,p=2em=1, temos

Pl = [ ol

g
%Yl (4.40)

6(;6]
alEk

para uma constante xk > 0 independente de j.

Usando (4.40) e (4.39), temos
~ 2
Z (65w, 0)| < llull {7 lles
j=1 j=1
fuun Z s

N

I A

(Young)

Por fim, (4.38) nos da
m ~
v 2 K 2
Te F'(u) 0 Qum < =2 3 51> + o
j=1

L2 v S 2 K 2
—§>\12\¢j| + o, llul
J*l
= —f)\lm—&— ||uH (4.41)

com a ultima igualdade seguindo devido a ortonormalidade em H do
conjunto {¢;(t)}72;.

Para uma melhor notagao da estimativa de g¢,,, defina o fluxo de
dissipagao de energia como sendo o nimero ¢ dado por

€ =v A limsup sup f/ 115 (7)uol? dr,

t—o0 uoEA

que é finito devido a estimativa . Entao, de ( , segue que

1
Gm = limsup sup  sup 7/ Tr(F'(S(T)uo) 0 Qu(7))dT
t—oo wpeA geH tJo
|€:1<1

i=1,---,m
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1" K

< limsup sup sup */ [—V)\lm‘i‘KHU(T)F

t—oo uped geH tJo | 2 2v
|§7|<1

1=1

—Z)\lm—i——hmsup sup — /||S Juol|* dr

2 2V 1500 wpeA b
v K
:—§A1m+r/2)\ls, vm € N.

Dai que, se definirmos m’ € N tal que

ke
m —1< <m/,

3)\2
segue que g, < 0 e assim de (4.36]),

. Re

Além disso, se definirmos m” € N por

2Kke
m”—1<7<m",

20V I
entdo do Lema 2.2 do Capitulo VI de [24] p. 303], segue que

(q )+

<1,Vj=1,---,m",
|qm//|

gm <0 e

logo de (4.37),

dimp A <m” (1 + max (qJ)+> <m/(1+4+1)=2m"

1<j<m” [ g |
2ke
<214+ ==
= ( *m%)
4ke

=24 ——.
+ v3N2

Agora, note que podemos estimar o fluxo dissipativo de energia &

usando a estimativa (4.9)

g€ = v A1 limsup sup 7/ 15(7)uo | dr

t—o0 uOE.A
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_ 1 1
< v A limsup sup <1/t \UO\Q + 2 |f||3/')

t—00 wug€A

A1
<22, (1.42)

Por fim, queremos estimar as dimensoes de Hausdorff e fractal
usando o coeficiente de Reynolds e o numero de Grashof, oriundos da
teoria de mecanica dos fluidos.

Para forcas em V', tomando )\}/ % como o comprimento caracteristico
para o problema (ele tem dimensdo de comprimento como dado em
), podemos considerar || f ||i,/,2 /\}/ * como a velocidade caracteristica
e definimos o coeficiente de Reynolds por

112
Re = V7. (4.43)
v
Podemos definir também, o ntmero de Grashof, dado por
G = v (=Re?). (4.44)

VQA}/Q

Assim, usando (4.42)), temos provado o principal resultado referente
a finitude das dimensoes de Hausdorff e fractal do atrator global.

Teorema 4.9. O atrator global A obtido no Teorema .8 possui dimen-
soes de Hausdorff e fractal finitas, que podem ser estimadas em termos
do coeficiente de Reynolds (4.43) e do namero de Grashof (4.44)) por

dimg A <1+ rG? =1+ RRe*

dimp A < 2(1 + 28G?) = 2(1 + 2&Re?),

com k uma constante absoluta.

90



91



Referéncias Bibliograficas

[1] F. Abergel. Attractor for a Navier-Stokes flow in an unbounded
domain. ESAIM: Mathematical Modelling and Numerical Analysis,

23(3):359-370, 1989.

[2] R. A. Adams and J. J. Fournier. Sobolev Spaces, volume 140.

Elsevier, 2003.

[3] A. Babin. The attractor of a navier-stokes system in an unboun-
ded channel-like domain. Journal of Dynamics and Differential

Equations, 4(4):555-584, 1992.

[4] F. Boyer and P. Fabrie. Mathematical tools for the study of the
incompressible Navier-Stokes equations and related models, volume

183. Springer Science & Business Media, 2012.

[5] H. Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Diffe-

rential Equations. Springer Science & Business Media, 2010.

[6] M. M. Cavalcanti and V. N. D. Cavalcanti. Introdu¢do a Teoria das
Distribuigcoes e aos Espacos de Sobolev. Editora da Universidade

Estadual de Maring4 (Eduem), Maring4, 2009.

[7] E. A. Coddington and N. Levinson. Theory of ordinary differential

equations. Tata McGraw-Hill Education, 1955.

[8] E. R. A. Costa. Sistemas Gradientes, Decomposi¢io de Morse e
Fungoes de Lyapunov sob Perturbagao. PhD thesis, Universidade

de Sao Paulo, 2012.

[9] L. Euler. Principes Géneraux du mouvement des fluides. Mémoires

de I’Académie des Sciences de Berlin, 11:274-315, 1755.

[10] L. C. Evans. Partial Differential Equations. American Mathema-

tical Society, 2010.

92



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

C. Foias. Statistical study of Navier—Stokes equations initial value
problem. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, 48:219-348, 1973.

C. Foias and G. Prodi. Sur le comportement global des solutions
non-stationnaires des équations de Navier-Stokes en dimension 2.
Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
39:1-34, 1967.

C. Foias and R. Temam. Some analytic and geometric properties
of the solutions of the evolution Navier-Stokes equations. Journal
de mathematiques pures et appliquees, 58(3):339-368, 1979.

C. Foias and R. Temam. Gevrey class regularity for the solutions
of the Navier-Stokes equations. Journal of Functional Analysis,
87(2):359-369, 1989.

S. Kesavan. Topics in Functional Analysis and Applications. Wi-
ley, New York, 1989.

A. Kolmogorov and S. Fomin. Fundamentals of the Theory of
Functions and Functional Analysis. Nauka, Moscow, 1968.

E. Kreyszig. Introductory Functional Analysis with Applications,
volume 1. wiley New York, 1978.

O. Ladyzhenskaya. A dynamical system generated by the Navier-
Stokes equations. Journal of Soviet Mathematics, 3(4):458-479,
1975.

O. Ladyzhenskaya. Attractors for semigroups and evolution equa-
tions. CUP Archive, 1991.

J. Leray. Etude de diverses équations intégrales non linéaires et
de quelques problémes que pose ’hydrodynamique. Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées, 12:1-82, 1933.

C. Navier. Mémoire sur les lois du mouvement des fluides. Mé-
moires de I’Académie Royale des Sciences de I'Institut de France,
6(1823):389-440, 1823.

R. Rosa. The Global Attractor for the 2D Navier-Stokes flow on
some unbounded domains. Nonlinear analysis, 32(1):71-86, 1998.

A.P. Silva. Um estudo da teoria das dimensoes aplicado a sistemas
dindmicos. PhD thesis, Universidade de Sao Paulo, 2015.

93



[24] R. Temam. Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics
and Physics, volume 68. Springer-Verlag, 1988.

[25] R. Temam. Navier-Stokes equations and nonlinear functional
analysis, volume 66. Siam, 1995.

[26] R. Temam. Navier-Stokes Equations: Theory and numerical analy-
sis, volume 343. American Mathematical Soc., 2001.

94



	Introdução
	Resultados preliminares
	Um breve estudo da análise funcional
	Espaços funcionais e suas propriedades
	Resultados técnicos
	Considerações sobre o termo não linear das equações de Navier-Stokes
	Dimensões de Hausdorff e fractal

	Um estudo das equações de Navier-Stokes 
	Formulação fraca para as equações de Navier-Stokes
	Existência e unicidade de solução fraca para as equações de Navier-Stokes

	Elementos da teoria de sistemas dinâmicos
	Semigrupos de operadores
	Conjuntos invariantes e atratores
	Compacidade assintótica de semigrupos

	Estudo do atrator global das equações de Navier-Stokes 2D sobre alguns domínios ilimitados
	Preliminares
	Existência do atrator global
	Estimativas das dimensões do atrator global


