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Resumo

Neste trabalho estudamos uma série de resultados relacionados as equa-
¢oes bidimensionais de Navier - Stokes para fluidos incompressiveis em do-
minios limitados, sujeitos a condicao de fronteira de tipo Navier de fric¢ao.

O estudo cléssico deste problema foi tratado em dominios simplesmente
conexos, porém neste manuscrito, seguindo as ideias introduzidas por Kel-
liher em [9], estamos assumindo que o dominio em questdo possa ser dado
como uma unido finita de conjuntos conexos com fronteira suficientemente
regular.

Neste novo contexto, introduzimos alguns espacos importantes para o
estudo, fazemos diversas dedugbes de identidades na fronteira (fato im-
portante ja que agora, diferentemente do caso no-slip, temos termos de
fronteira para estimar), deduzimos a nocgao de solugdo fraca, provamos
a existéncia e unicidade da solugao fraca e argumentamos sobre alguns
resultados de regularidade.

Por fim estudamos o limite inviscido, isto é, para cada coeficiente de
viscosidade p > 0, consideramos a solu¢ao fraca u, das equagoes de Navier
- Stokes, e provamos que u, converge para a solugao fraca das equacgoes
de Euler (para fluidos incompressiveis), quando g — 07.

Palavras-chave: dominios limitados; equacoes de Navier - Stokes; limite
inviscido.






Abstract

In this work we study some results related to the two-dimensional Na-
vier - Stokes equations for viscous incompressible fluids in a bounded do-
main subject to Navier friction-type boundary conditions.

The classical study of this problem was done in simply connected do-
mains but in this manuscript, following the ideas introduced by Kelliher
in [9], we are assuming that the domain is given as a finite union of con-
nected sets with sufficiently regular boundaries.

Shortly, in this text we introduce some new function spaces, prove
several identities at the boundary, deduce the notion of weak solution and
prove the existence and uniqueness of such solution. We also prove some
results concerning the regularity of the solution.

Finally we study the vanishing viscosity limit, that is, for each value
> 0 we consider the weak solution u, of the Navier - Stokes equations
with viscosity u and prove that u, converges to the weak solution of the
Euler equations (for incompressible functions), when y — 0.

Key words: bounded domain; Navier - Stokes equations; vanishing vis-
cosity limit.
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Introducao

Desde o inicio dos tempos, o mundo que nos rodeia possui inimeros
fenémenos que escapam ao controle do ser humano. Alguns exemplos clas-
sicos de tais fendomenos seriam: a propagac¢io de um incéndio, a trajetoria
que a agua faz em uma inundagao, as turbuléncias aéreas ou marinhas que
causam desconforto e por vezes desastres, a habilidade de prever a preci-
pitacao de chuvas ou mesmo se seré insuportavelmente quente no préximo
final de semana; todos estes, fenémenos da natureza aparentemente dife-
rentes.

Se nos perguntarmos sobre a fisica de tais fendomenos, descobriremos
que eles tem algo em comum: sao originados por flutdos. Os fluidos,
do ponto de vista fisico - quimico, sao conjuntos de particulas unidas por
forcas fracas que permitem por meio de uma forca externa a variacao das
posigoes de suas moléculas. Este é o caso de liquidos, gases e plasmas.

Em 1822 o engenheiro e fisico francés Claude - Louis Navier (1785 -
1836), deduziu um sistema de equagdes que descrevia aproximadamente o
comportamento de alguns fluidos. Vinte Anos mais tarde, o matematico e
fisico irlandés Sir George Gabriel Stokes (1819 - 1903), partindo de um
modelo diferente, completou a descricao dessas equacoes, que entao passou
a receber o nome de Equacoes de Navier - Stokes em homenagem a
ambos.

De forma breve podemos dizer que a formulacdo classica das equagoes
de Navier - Stokes, para um fluido homogéneo incompressivel (a densidade
permanece aprozimadamente constante durante todo o fluzo), sdo descritas
pelo seguinte conjunto de equagoes:



ou

a—pAu—&-(u-V)u—i—Vp = f em Qx(0,7),
divu = 0 em §x(0,7),

u(z,0) = wo(xr) em Q.

u = 0 sobre 09,

com ) um subconjunto aberto, limitado e simplesmente conexo de R",
com fronteira 9} suficientemente regular e 7" > 0 um valor real fixo. Na
equagao acima f : 0 — R"™ representa uma forca externa, ug : 2 — R”
a velocidade inicial do fluido, u : Q x [0, 7] — R™ a velocidade do fluido,
p: Qx[0,7] — R a pressdo do fluido e pu o coeficiente positivo de
viscosidade.

A primeira equag@o apresentada acima diz respeito ao equilibrio das
forcas, com o termo

gi: + (u- V)u,
descrevendo a aceleracdo total de uma particula no fluido e o termo
—pAu,
o atrito entre as particulas do fluido. A identidade
divu =0, em ,
significa que o fluido é homogéneo e incompressivel enquanto que a equacao

U(ZL’,O) = UO(x)a em (2,

representa a condigdo (velocidade) inicial do problema. Por fim apresen-
tamos a condicao de fronteira no-slip

u =0, sobre 02,

que traduz o fato do fluido estar parado quando esta sob a fronteira. Es-
tas equacoes ja foram estudadas profundamente na literatura matematica
(veja por exemplo [14,/19]).

Embora na descricao geral feita acima tenhamos que n € N, nos proble-



mas fisicos reais sempre estamos interessados nos casos em que n = 2 ou 3;
de fato n = 3 seria 0 mais adequado para descrever problemas mais adapta-
dos a nossa realidade dimensional, porém existe uma complexidade técnica
com relacao a regularidade e unicidade de solucao que, ainda hoje, é um
dos célebres problemas em aberto do milénio (veja mais detalhes em [3]).
Contudo, como em muitos problemas aplicados 3D podemos assumir que
os fluidos sdo bidimensionais (isto ¢, quando o fluxo de velocidade é para-
lelo a um plano), o estudo do caso n = 2 é muito relevante; além é claro de
possuir mais respostas, j4 que conseguimos provar existéncia e unicidade
de solucao.

No estudo que desenvolvemos neste manuscrito consideramos fluidos
bidimensionais, entretanto fazemos duas alteracoes fundamentais com re-
lagdo aos estudos classicos (as ideias principais apresentadas aqui foram
retiradas do artigo [9]):

I. Substituimos a condi¢do de fronteira no-slip pela condi¢ao de fron-
teira de tipo Navier de friccgdo, isto €, assumimos que a velocidade
de “deslizamento” tangencial, em vez de ser zero, é proporcional a
tensdo tangencial, com um fator de proporcionalidade a € L (99)
e que a componente normal da velocidade é nula.

Podemos expressar a condicdo de fronteira de tipo Navier para um
campo vetorial suficientemente regular u como:

u-v=0 e 2uv-D) - 7H+au-7=0 em 90 x(0,T);

II. Ao invés de considerarmos um dominio € C R? simplesmente conexo,
assumimos que 2 C R? é dado pela unido finita de conjuntos conexos
com fronteiras suficientemente regulares.

Mediante as condigoes I. e II., em um primeiro momento provamos a
boa colocagao do problema, isto é, a existéncia e unicidade de solucao das
equagoes de Navier - Stokes com a condigao de fronteira de tipo Navier de
Fricgao, além de estudarmos o ganho de regularidade da solucao quando
melhoramos a regularidade da fronteira do dominio, da condic¢ao inicial e
da funcao f.

Em um segundo momento, ao observarmos que com coeficientes de
viscosidade nulo, as equacoes de Navier - Stokes descrevem as equagoes
de Euler, consideramos a solu¢ao u, para o problema das equacoes de



Navier - Stokes com viscosidade p > 0, e nos perguntamos: a solugao u,
converge para a solucao das equagoes de Euler quando a viscosidade y —
07? Terminamos nosso estudo comprovando que, sob certas circunstancias
adequadas, obtemos uma resposta positiva para essa pergunta.

Este trabalho esté dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 trata dos
pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento do restante dos resul-
tados apresentados aqui; introduzimos diversas definicOes e teoremas que
sao classicos e fundamentais. No Capitulo 2 desenvolvemos a parte mais
densa do trabalho, em que apresentamos propriedades sobre a decompo-
si¢do de Hodge, discutimos sobre a vorticidade na fronteira, formulamos
a nocao de solucao fraca para o problema e demonstramos a existéncia e
unicidade de solugao fraca para este problema. Terminamos este capitulo
discutindo a questao de maior regularidade para esta solucao. Por fim, no
Capitulo 3 discutimos o limite inviscido que diz respeito a comparagao do
limite da solugao fraca das equagdes de Navier - Stokes (quando fazemos
a viscosidade p — 07) com a solugéo fraca das equagdes de Euler.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo introduzimos as notagoes, conceitos e resulta-
dos técnicos acerca dos espagos funcionais que necessitamos para abordar
a teoria das equagoes de Navier-Stokes.

Comecamos discutindo as nogoes mais simples sobre espacos vetoriais
e transformacoes lineares.

Definicao 1.1.

Sejam X e Y espacos vetoriais. Diremos que a funcao T : X — Y &
uma transformacao linear, se para quaisquer u,v € X e A € R valerem as
igualdades

T(u+v)=T(u)+T(v) e T(lu)=AT(u).

Definigao 1.2.
Sejam X e Y espacos vetoriais. Uma transformacao linear T : X — Y é
chamada de transformagcao linear limitada, quando existir M > 0 tal que

|Tv|ly < Mljv|lx, YveX.

Denotamos o espago de todas as transformagoes lineares limitadas de X em
Y por £L(X,Y). Se Y é um espaco de Banach entdo quando consideramos
L(X,Y) com a norma

ITlex,yy:==sap | Tvlly,
veX,||v||x=1



ele se torna um espaco de Banach.

Observagao 1.3.
Alguns fatos a se ressaltar, com respeito as no¢oes introduzidas acima, sdo:

I. Quando Y =K, com K sendo o corpo dos escalares do espago veto-
rial X, denotamos o espago £(X,Y) apenas por X’. Chamamos os
elementos de X’ de funcionais lineares.

IT. Toda transformacao linear limitada é continua e toda transformagao
linear continua é limitada.

Os seguintes resultados podem ser encontrados em diversos textos clas-
sicos que tratam da teoria da anélise funcional (veja por exemplo [2, pag.
70-73]) e por isso nao apresentamos as demonstracoes.

Definigao 1.4.
Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia (u,)men €m
X converge fraco para u € X, e denotamos por u,, — u, se

(fyur)x,x = (fyu)x x7,

para cada f € X’. O simbolo (-,-)x x/ introduzido acima representa a
avaliacao de um funcional linear de X’ em um elemento do espaco vetorial
X.

Definicao 1.5.
Sejam X um espago de Banach e (fx)ren € X'. Dizemos que (fx)ken
converge fraco estrela para f € X’ se

(fesz)xx = (f,2)x x5
para cada = € X. Denotamos essa convergéncia por fj, — f.

Embora em espacos vetoriais de dimensdo infinita ndo tenhamos um re-
sultado de compacidade tdo bom quanto em dimensao finita, temos alguns
teoremas bastante relevantes.

Definicao 1.6.

Considere X um espaco de Banach e a aplicacdo canonica i : X — X !
definida por i(z) = &, onde &(z') = 2/(z), V2’ € X'. Diremos que X ¢é
reflexivo se ¢ for sobrejetora.



Teorema 1.7 (Compacidade fraca).

Seja X um espago de Banach reflexivo. Se a sequéncia (um)men C X
¢ limitada, entdo existe uma subsequéncia (Upm,)jen C (Um)men € um
elemento u € X tais que

U, — U.

Em outras palavras, sequéncias limitadas em wm espaco de Banach refle-
Tivo sao fracamente compactas. Em particular, uma sequéncia limitada
em um espago de Hilbert contém uma subsequéncia que converge fraco.

Teorema 1.8 (Banach - Alaoglu).
A bola unitdria fechada

B={feX': |flg <1}

€ compacta na topologia fraca estrela.

A partir deste ponto assumimos, a menos que seja indicado o contréario,
que 2 é um subconjunto aberto e limitado de R™ (n > 2) com fronteira
denotada por 9.

Abaixo introduzimos uma notacao adequada para derivadas parciais.

Definicao 1.9.
Um multi-indice é uma n—tupla da forma o = (a4, ..., ay) de inteiros ndo
negativos. Neste caso usamos a nota¢do D*u(x) para representar

071052 ... Oy u(x),

para cada x € Q. Ainda usamos denotar que |a| = a1 + a2 + ... + ay,.

No que segue introduzimos alguns espacos de fungoes que sao de fun-
damental importancia para nosso estudo.

Definigao 1.10.

Denotaremos por C(£2) o conjunto das funges continuas, € se m € N,
definimos €™ (2) = {u € C() : D € C(N), Y|a| < m}. Dado que
para cada m € N, as fungbes do espago C™(2) ndo necessariamente sao
limitadas, definimos o espago €"(£2) como o conjunto de todas as fungoes
u € C™(Q) tal que D*u sdo limitas e uniformemente continuas em €2, para

todo |a|] < m. Se munirmos o espago €™ (2) da norma

g = D°
lellem@) = max sup [D%u(z)],



ele serd um espaco de Banach.

Definigao 1.11.
O espaco C>(€2) é composto pelas fungoes u € C() tal que u possui

infinitas derivadas em C(£2). Analogamente definimos €>(2).

Definigao 1.12.
Para cada m € Ne 0 < € < 1, definimos o espaco das fungdes Holder

continuas C"€(£)), como o subespaco de C™(£2) que consiste das fungoes
u tal que para todo |a| < m, existe uma constante ¢ € R com

|Dau(‘r)7Dau(y)‘§c|x7y|Ea VI,yGQ.

Se munirmos o espago €™ ¢(Q2) da norma

||U‘|emv€(§) = Wcm(ﬁ) + [U]ew(ﬁ)a

ele serd um espaco de Banach, com a semi-norma [-]oum, @ sendo dada
por,
| Du(z) — D*u(y)|

€
|a|§mz;ﬁy |1‘7y|

, Vax,y e

Observacao 1.13.
O espago €™!(Q) é chamado de espaco das funcdes Lipschitz.

A seguir abordamos superficialmente uma nocgao que trata da regula-
ridade da fronteira de conjuntos abertos e limitados do R™.

Definicao 1.14.

Seja m € N. Diremos que 0f) é localmente de classe C™ se para todo
xp € 0f) existe uma vizinhanca U,, de zy cuja intersecdo com 0f) é o
grafico de uma fungao de classe €. Da mesma forma diremos que 0f2 é
localmente de classe C>° se for de classe €™, para todo m € N.

Definicao 1.15.

Diremos que 92 é localmente de classe €™ € se para todo ponto xzg € 92
existe uma vizinhanca U,, de z( cuja intersecdo com 0f) é o grafico de
uma funcio de classe €.

Observagao 1.16.
No caso ™! diremos que 02 é Lipschitz.



Observacgao 1.17.

O termo “0f2 é localmente de classe C™” é muitas vezes substituido apenas
por “€Q) é de classe C™” em algumas bibliografias cléssicas. Neste texto
usaremos a versao mais curta desta definigao para facilitar a leitura.

Observagao 1.18.
Do mesmo jeito como na observagdo anterior, o termo “0f2 é localmente
de classe C"¢” é muitas vezes substituido apenas por “$2 é de classe C"¢".

Agora vamos apresentar um subespaco particular das funcoes infinita-
mente diferencidveis o qual possui propriedades importantes na teoria dos
espacos de Sobolev.

Definigao 1.19.
Seja ¢ : Q C R* — R uma fungao continua. O suporte de ¢ é definido
como o fecho em R™ do conjunto no qual ¢ nao se anula, ou seja,

supp ¢ = {z € Q: #(z) # 0}.

Se ainda, supp ¢ for compacto, dizemos que ¢ possui suporte compacto.

Definigao 1.20.

O conjunto das fungdes de 2 em R™ que sdo infinitamente continuamente
diferenciaveis e que possuem suporte compacto, com o suporte contido em
Q, sdo chamadas de funcoes teste. Denotamos o conjunto das funcoes
teste por Z(Q2). Podemos considerar uma topologia neste espago vetorial
através das propriedades de convergéncia de sequéncias em 2(2). Mais
especificamente, diremos que (@, )men C Z(2) converge para ¢ € ()
quando satisfizer:

I. Existe K C © compacto, tal que

| supp ém C K;
meN

I1. Para cada multi-indice «, a sequéncia 9%¢,, converge uniformemente
para 0%¢ em K.

Com essa topologia, 2(2) se torna um espago vetorial topologico completo
e localmente convexo.

Usando as ideias introduzidas acima, abordamos agora algumas nogoes
fundamentais da teoria.



Definicao 1.21.

Definimos o espaco das distribuicoes em 2 como sendo o dual do espaco
2(Q) e o denotamos por 2'(2). Em 2'(Q) usamos a topologia da con-
vergéncia pontual sobre o espago Z(2). Assim, as propriedades vetoriais
e de convergéncia deste espaco sao dadas por

LA(S+T,¢)=(5,0)+(T,¢), Vo< 2(Q),
IL. (cT,¢) =c(T, ), Vo€ 2(Q),

ITI. Diremos que T, — T em 2'(Q2), se para cada ¢ € Z(Q) tivermos
que (T, 6) — (T, 6) em R,

Observacgao 1.22.

Nem toda distribuicdo é oriunda de uma funcao localmente integravel. A
contrapor, podemos considerar a distribuicao delta de Dirac centrada em
xg, denotada por ¢, e definida por (d,,,¢) = &(zo), Vo € 2(Q). Para
mais detalhes veja [11, pag. 7].

Definigao 1.23.
Seja T € 2'(2). Definimos sua derivada distribucional por

(D°T, ¢) = (—1)l*N(T, D*¢).

Observacao 1.24.
Toda distribuigdo possui infinitas derivadas distribucionais e todas elas sao
distribuicoes.

Agora introduzimos os espacos das funcgbes Lebesgue integraveis, os
quais desempenham um papel fundamental no desenvolvimento da teoria
que apresentamos neste texto.

Definigao 1.25.
Se © & um subconjunto de R™ e p € [1, 00|, denotamos por LP(€2) o espago
de todas as funcoes u : 2 — R tais que u é mensuravel e ainda

{ |u(x)|P & integravel em Q, se 1 < p < oo,

esssup,eq |u(z)| < oo, se p = oo.

10



Tal espaco é de Banach quando consideramos as respectivas normas

1/p
(/ |ui(x)|pdac> , sel<p< oo,
Q

esssup |u;(z)], se p = oo.
€N

||UHLp(Q) =

Observagao 1.26.
O espaco L%(2) é de Hilbert com produto interno e norma denotados,
respectivamente, por

mmm>=4wmwm

1/2
ey = ([ l@Par) .
Q
Definigao 1.27.

Se n & um numero natural e p € [1, co], entao {LP(2)}" representa o espaco
de todas as funcgoes u = (ug, - ,u,) : @ — R™ tais que u; € LP(Q),
para cada ¢ = 1,...,n. Tal espaco ¢ de Banach quando consideramos as
respectivas normas

n o/p11/2
[Z (/ ui(a;)|pd:c> ] , sel<p<oo,
i=1 W9

||UH{LP(Q)}" =

n
Zesssup\ui(xﬂ, se p = o0.
=1 zEN

Observacao 1.28.
Como anteriormente o espago {L?(2)}" & de Hilbert com produto interno
e norma denotados, respectivamente, por

n

<wmmW::Zwmm®:ZAwmmwm
=1

i=1

n 1/2
lull oy = [ /Qlui(x)lzdfvl :

i=1

11



Observacgao 1.29.
O espago {L} .(Q)}™ é composto por todas as funcgdes u : Q@ — R™ que

pertencem a {LP(K)}™, para todo K C 2 compacto.

A seguir apresentamos uma cole¢do de desigualdades elementares, po-
rém fundamentais. Estas desigualdades sao continuamente empregadas
em todo o texto. As respectivas demonstragoes podem ser encontradas
em |6, pag. 622-625] e por isso sdo omitidas neste texto.

Teorema 1.30.
Sejam €, p e ¢ numeros reais com € >0, 1 < p,q < oo tal que

11
S =1
P g

Nas condicées acima, valem:

1. Desigualdade de Cauchy.

2 b2
ab< L 4

— R).
ST+ (a, beR)

1I. Desigualdade de Cauchy com €.

2

abSeaQ—i—%, (@, b>0).

1II. Desigualdade de Young.

p q
ab<® Y (a, b>0).
p q

1V. Desigualdade de Young com e.

ab < ea? + C(e)b?  para C(e) = (ep) ™ VP¢™, (a, b>0).

A seguir introduzimos dois resultados muito importantes para os nossos
objetivos nesta dissertagao.

Teorema 1.31 (Desigualdade de Hélder generalizada).
Sejam Q@ C R™ e pg, com k = 1,...,m, sGo numeros reais tais que
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1<pi,....pm <0 e
1 1 1
7+7+...+7:17
P1 D2 Pm

entdao vale a desigualdade: Se uy € LP*(Q)), para k =1,...,m. Entdo,

m
/[|u1...unJ de < T lwellzoe o)
Q k=1

Teorema 1.32 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial).
Assuma que 1 seja uma fungao continua ndo negativa em [0,T] com n' €
LY(0,T), que satisfaz a desigualdade diferencial

() < ¢(t)n(t) + (1),
para ¢(t) e W(t) fungdes integrdveis e ndo negativas em [0,T].
I. Entao .
(1) < 2 0) + [ ey,
para todo 0 <t <T.
II. Em particular, se
n'(t) < ¢(t)n(t), quase sempre em [0,T] e n(0) =0,

entao
n=0 eml0,T].

Neste ponto nos dedicamos a introduzir os espagos de Sobolev que sao
recorrentemente utilizados no estudo das equagoes de Navier-Stokes.

Definigao 1.33.
Sejam u € L}

L.(Q) e @ um multi-indice. Diremos que v € Li (Q) é a

loc
a-derivada fraca de u, isto ¢, D*u(x) = v(x), quase sempre em (), se valer
que

w(z) D% (z) dz = (—1)lol v(z)od(x) dx
/Q<>D<z><>d (-1) /<>¢<>d7

Q
para toda funcdo ¢ € 2(Q).
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Definicao 1.34.

Dado m um namero natural, definimos H™(2) como o conjunto das fun-
¢oes u € L?(Q) tais que u possui todas as derivadas fracas até ordem m e
cada uma de suas derivadas fracas estd em L?(Q). Se munirmos H™ ()
do produto interno

(u,v) gm(Q) = Z (Dau,Dav)

. )
|| <m L)

e da respectiva norma

1/2

lull gy = | - ||

2
o <m L@

ele serd um espaco de Hilbert.

Definigao 1.35.

Dados n, m ntmeros naturais, definimos { H™(€2)}" como o conjunto das
fungdes u = (ug, - ,u,) € {L2(Q)}" tais que u; € H™(Q), para cada
i=1,...,n. Se munirmos {H™(Q2)}" do produto interno

n

(U7 ’U){Hm(Q)}n, = Z (ui, Ui)HW(Q)a

=1

e da respectiva norma

n 1/2
2
HUH{Hm(Q)}n = (Z ”uiHHm(Q)> )
i=1

ele serd um espaco de Hilbert.

Definicao 1.36.
O espaco H["(Q2) é dado como sendo o fecho de 2(£2) em H™ ().

Observacao 1.37.

I. Se @ = R", entdo HJ*(R™) = H™(R™). Por outro lado, se Q@ C R"”
for limitado, entdo H{"(2) é um subespago proprio de H™(2). Este
espaco estd relacionado com o Teorema do Trago que serd introduzido
mais a frente no texto.

14



II. Caso s € (0,00), podemos também definir o espago de Sobolev
H#(Q). Nao utilizamos estes espagos nesta dissertacio, ndo houve
aprofundamento nos outros assuntos. Sugerimos para maiores deta-
lhes [6][pag. 282-283].

No que segue, apresentamos uma série de resultados classicos porém
de fundamental importancia para este manuscrito.

Teorema 1.38 (Desigualdade Poincaré-Wirtinger).
Seja Q C R™ aberto e limitado. Entao, existe C = C(€) > 0 tal que

[ullr2 @) < ClIVullL2(9),

para todo u € H*()) que satisfazer

/ u(zx) dx = 0.
Q
Demonstragao.

Veja [15, pag. 127-129]. ]

Definicao 1.39.
Seja H um espaco de Hilbert. Uma forma bilinear a : H x H — R é dita:

I. Ser continua se existe uma constante M > 0 tal que

la(u, v)| < Mljull#l|v]|a, Vu,v € H;

IT. Ser H-eliptica se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > allv||, Yv e H.

Os espagos de Bochner sao uma generalizagao do conceito de espagos
LP para fungoes cujo o contradominio estd em um espaco de Banach que
nao é necessariamente R ou C.

Definicao 1.40.

Dado um espago de Banach X, T'> 0 e 1 < p < o0, representamos por
L?(0,T; X) o espago das fungdes vetoriais u : [0,7] — X tais que a
funcao u € mensuravel (no sentido de Bochner) e ||u(t)| y € LP(0,T). Este

15



espaco é de Banach quando consideramos a norma

T 1
HUHLP(O,T;X) = (/0 Ju(®)|% dt) :

Quando p = oo, representaremos por L*>(0,7; X) o espago das funcoes
vetoriais v : [0,7] — X tais que é mensuravel (no sentido de Bochner)
e |lu(®)]lx € L>=(0,T). Este espaco é de Banach quando consideramos a
norma

[ull oo (0,7;x) = sup ess||u(t)| x-
t€[0,77]

Definigao 1.41.

Definimos o espago C([0,T]; X) como sendo o conjunto formado por todas
as fungoes u : [0,7] — X continuas. Este espaco é de Banach quando
consideramos a norma

lulleqo,mx)y = sup_[lu(®)llx-
t€[0,T)

Observacgao 1.42.

Se 1 < p < 0o e X for reflexivo, demonstra-se que o espago LP(0,T; X)
também é reflexivo. De maneira explicita, obtém-se que o dual topologico
de LP(0,T; X) é o espago L9(0,T; X"), onde (1/p) + (1/q) = 1.

Abaixo introduzimos uma série de resultados classicos que serao utili-
zados no decorrer desta dissertagao.

Teorema 1.43.
Seja X um espaco de Banach com espaco dual X' e sejam u e g duas
funcgdes em L*(0,T; X). Entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes:

I. A fungdo u € igual (q.s.) a primitiva de g, isto €,
t
u(t) =£—|—/ g(s) ds, &£€€X ¢ s te][0,T].
0
II. Para cada fungdo teste ¢ € 2((0,T)),

T T
/0 u(t) (1) di = — / g()(t) dt.

0
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III. Para cadan € X',
d
%@La 77> - <ga77>a
no sentido das distribuicées escalares em (0,T).

Se I — III sao satisfeitas u, em particular € igual a uma fun¢do continua
de [0,T) em X.

Demonstragao.
Veja 19} pag. 250 - 252]. [ ]

Teorema 1.44.

Seja X, Y, X' espacos de Hilbert com X C Y C X' com X' sendo o
espago dual de X. Se uma fungio u € L*(0,T; X) com u' € L*(0,T;X"),
entio u € C([0,T];Y) e vale que

d
%HUH%/ =2(u, u)x x-

Demonstragao.
Veja 19, pag. 260 - 261]. [ |

Observagao 1.45.
O Teorema aplicado ao Teorema [1.44] garante que ||u[? ¢ igual (q.s.)
a uma funcao continua de [0, 7] em Y que possui derivada (q.s.) integravel.

Sejam X, Y e W espagos de Banach com X C Y C W. Suponha que
X — Y seja compacta com X e W reflexivos. Considere

U={u:ueLP0,T;X), ueLP0,T;W)},
com0<T <ooel<py, p1 <oo. O espaco ¥ munido da norma

lulle = llull zro 0, 75) + 10|22 (0,75w),

é um espaco de Banach.

Teorema 1.46 (Aubin - Lions).
Sobre as hipdteses consideradas acima, a imerséo ¥V — LPo(0,T;Y) ¢
compacta.

Demonstragao.
Veja [14] pag. 57 - 60]. |
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Teorema 1.47.
Seja Q C R? de classe C2. Entdo:

1. Existe € > 0 um raio admissivel para OS2, isto €, para cada p, g € OS2
temos que B, : N By = &.

II. A reunido das bolas normais de 0N, isto é V¢(0Q) = |J By, €
2o €N

um aberto de R? e é chamado de vizinhanca tubular de 02 com raio

€.

III. A proje¢iao w : V; — R, que associa a cada ponto q € V(9) o
unico elemento de 02 que estd no segmento normal que contém q, é
de classe CL.

Demonstragao.
Veja [13, pag. 106 - 110]. |

Teorema 1.48 (Operador Traco).
Considere que 2 C R™ possui 02 Lipschitz e que m > 1. Defina

se 2m < n,
€ [1,00), se 2m > n.

Entao existe uma inica transformagao linear limitada vy de H™ () em
L4(0R), tal que para todo u € Z(0) temos que vo(u) = u |aq. Além disso,
para m = 1 temos a desigualdade

()00 < Cllull bl oy
com C =C(n,q, Q) e x=n(qg—2)/2(g —1).

Demonstragao.
Veja |7, pag. 43]. [ ]

Teorema 1.49.
Seja Q1 C R? de classe C1. Entio o operador A : H*(Q)NHE(Q) — L2(Q2)
é um isomorfismo. Além disso, para todo u € H*(Q) N HE () vale que

[uller2(0) < CllAul|L2q)
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Demonstragao.
Veja [20, pag. 242 - 243]. [ |

Teorema 1.50 (Imersoes de Sobolev).
Seja Q@ C R™ um aberto limitado com O Lipschitz.

I. Caso 2 > n a imersio H'(Q) — L(2) € continua e compacta para
1 <q<ooecaso?2 < n, aimersio H'(Q) — L4(Q) é continua e
compacta para todo 1 < g < ¢', com ¢ =2n/(n — 2).

II. Sejamp, q,resemR com1<gq, p<ooek€cN, entdo:
a. Casok+1>s—5>kea=s—5—k, aimersao
H*(Q) — € (Q),

é continua.

b. Caso s > r > 0, a imersao H*(Q) — H"(Q) € continua e

compacta.
Demonstragao.
Veja [8l pag. 26 - 28] e [19, pag. 160]. |

Quando nos referimos as equacoes de Navier-Stokes, é necessério in-
troduzir um espago classico para lidarmos com o operador traco normal.
Mais especificamente, seja E()) o seguinte espaco auxiliar:

E(Q) = {uc {L*(Q)}* : divu € L*(Q)}.
Este ¢ um espaco de Hilbert quando equipado com o produto interno
(u,v)p) = (u,v){r2(Q))2 + (dive, dive) L2(q),
e com a respectiva norma, associada
lull ) = {(u, u)E(Q)}l/z'

Teorema 1.51 (Formula de Stokes).
Seja 2 C R™ de classe C2. Entdo existe um operador linear, continuo e
sobrejetor 7, : B(Q) — H~'/2(0Q) tal que
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Y =u-v|p, Yu€ 2(Q).
A identidade
(U,VU)){LZ(Q)}2 + (di’l’uaw)m(sz) = <7uu770w>H1/2(89),H*1/2(BQ)7
generaliza a formula de Stokes, para todo u € E(Q) e w € HY().

Demonstragao.
Veja [19, pag. 9 - 12]. [ ]

Terminamos este capitulo introduzindo alguns dltimos resultados im-
portantes.

Teorema 1.52 (Korn).
Seja Q um subconjunto aberto e conexo de R? com fronteira 0) Lipschitz.
Entao eziste uma constante K = K(Q) > 0 tal que para todo campo veto-

rial u € {H'(Q)}? temos
2
} dx.
Demonstragao.

Veja [12, pag. 106 - 109]. |

2 1

4,J=1

Lema 1.53 (Lema de Osgood).

Seja L uma funcdo mensurdvel nao-negativa e v uma funcgdo localmente
integrdvel e ndo-negativa, cada uma definida no dominio [to,t1]. Seja
u: [0,00) — [0,00) uma fungdo continua ndo decrescente satisfazendo
1(0) = 0. Seja a > 0, e assuma que para todo t € [tg, 1],

L) <a+t / (s)uL(s)) ds.

to

Se a > 0, entdo

LM gs Lods Lds t
Lo L i =, 7o
Sea=0e fol(ds/u(s)) = o0, entio L = 0.
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Demonstragao.
Veja [4l pag. 92]. |

O Lema de Osgood é equivalente a um Teorema de Bihari [1], embora

com uma suposicao apenas de continuidade de p em vez de mensurabili-
dade.
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Capitulo 2

As Equacoes de
Navier-Stokes

As Equagoes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equagoes em deriva-
das parciais que descrevem o movimento de um fluido. O problema cléssico
de Navier-Stokes é tratado em €2, um subconjunto aberto e limitado com
fronteira, 9Q Lipchitz de R? e tem como objetivo encontrar uma funcio
vetorial u que descreve a velocidade do fluido e uma funcao escalar p que
descreve a pressao do fluido. Mais especificamente, buscamos funcoes su-
ficientemente regulares u : Q x [0,T7] — R2 e p: Q x [0,7] — R para
algum T > 0 fixo, que satisfazem

ou

a—,uAu—i—(u-V)u—l—Vp = f em Qx(0,7),
divu = 0 em Qx(0,7),
u(z,0) = wup(z) em Q.

Acima ug(z) é uma fungdo vetorial tal que divug = 0, f(x,t) é uma fungdo
que representa a forca externa e yu é o coeficiente positivo de viscosidade.

O problema cléssico das equagoes de Navier-Stokes ja foi estudado pro-
fundamente na literatura matemaética, isto €, quando consideramos como
complementacio final as equagoes acima a condicdo de fronteira u = 0
(veja como referéncias [14,/19]).

Neste trabalho estudaremos outro tipo de condigao de fronteira: a con-
dicao de fronteira de tipo Navier de fric¢ao ou apenas de tipo Navier, para
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encurtar o termo. Esta nocgao foi introduzida por Navier em [18] e de-
rivada por Maxwell em [17] a partir da teoria cinética de gases, no qual
assume-se que a velocidade de “deslizamento” tangencial, em vez de ser
zero, é proporcional a tensao tangencial, com um fator de proporcionali-
dade a € L*>(09).

Podemos expressar a condicao de tipo Navier para um campo vetorial
suficientemente regular u como:

u-v=0 e 2uv-D) 74+au-7=0 em 002 x(0,T).

Acima, v é o vetor unitario normal que aponta para fora, 7 é o vetor unitério
tangente, e o par ordenado {v, 7} fornece a orientagio padrao para R? e
ainda D(u) representa o tensor de taxa de deformagdo, que é definido
como,

D(u) = %[Vu + (Vu)T].

Vale salientar que do fato de w ser um campo, a aplicacdo ¢t — Vu(t) (ou
apenas Vu, como é usado no texto) representa a func¢do matricial

vu( = [ gt ol

Por conveniéncia, vamos tomar o = a/p e escrever estas condigdes de
fronteira na forma

u-v=0 e 2v-Dw) - 7H+aou-7=0 em OINx(0,T). (2.1)

Observagao 2.1.
Observamos ainda que (v - D(u)) ou (v - Vu) representa somente uma
notacao que simboliza o produto de uma matriz por um vetor.

Observacao 2.2.

Seguindo as ideias introduzidas por James Kelliher em [9], a razdo de pre-
ferir para as condicoes de fronteira de tipo Navier, é que no limite
inviscido, manteremos « fixo 4 medida que 1 — 0T, e com isso mostrare-
mos que a solucdo para as equagoes de Navier - Stokes com condigoes de
fronteira de tipo Navier converge para uma solu¢ao para as equagoes de
Euler.

Juntando todos os fatos discutidos acima e considerando {2 um subcon-
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junto aberto, limitado e com um numero finito de componentes conexas
de R?, cada uma de classe G2, obtemos o seguinte conjunto de equagéesﬂ:

%—uAu—&—(u-V)u—&—Vp = f em Qx(0,T), (2.2)
divu = 0 em Qx(0,7), (2.3)

u(z,0) = wup(xr) em €, (2.4)

u-v = 0 em Qx(0,7), (2.5)
2v-D(w))-74+aou-7 = 0 em I2x(0,T). (2.6)

Neste capitulo vamos estudar a existéncia, unicidade e regularidade de

solugdo (fraca) para o problema (2.2) - (2.6).

Com este objetivo em mente, introduzimos agora alguns espacos espe-
ciais desta teoria que sdao usados recorrentemente no texto.

Y = {uc{2(Q)}: divu=0 em Q};

H = {uec{l?()}*: divu=0 em Qe u-v=0 em 0IQ};
V = {ue{H'(Q)}?: divu=0 em Qe u-v=0 em 0N}
W = {ueVn{H*Q}:2(v-Du) -7+au-7=0 em N}

Observagao 2.3.

O conjunto H definido acima pode também ser interpretado como sendo o
fecho de ¥ em {L%(Q)}?; veja |19, pag. 13 - 16] ou ainda [5] para detalhes
da prova.

Observagao 2.4.
Inicialmente observe que se u € V' e tomarmos vy (z) = (x1,0), entdo pelo

Teorema [[.51]
(u, Vi) r2()yz + (divu, vi) 2a) = (Y, Y1) 51/2(00), H-1/2(00)

e como divu = 0 e u - v = 0, concluimos que

/Q up (z)dz = 0.

IEmbora o problema classico seja tratado em dominios com fronteira Lipschitz, com
esta nova condicdo de contorno, necessitamos de uma regularidade maior para discu-
tir o comportamento da vorticidade na fronteira. Veja a Secdo 2.2 para entender a
necessidade desta regularidade.
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Escolhendo agora vs(z) = (0, z2), concluimos que

/ng(x)dx =0.

Os fatos apresentados acima implicam que fQ x)dx = 0 e portanto do
Teorema |1.38] segue que a norma ||-|[(y11(q)y2 em V' € equivalente a norma

2

2
[lull = (Z ||aiu|%L2(Q)}2> )
=1

a qual é proveniente do produto interno

2
=D (01, 00) 122
=1

Observagao 2.5.

Consideramos o espago W com o produto interno e norma induzidos de
{H?(Q)}?, 0 espaco H com o produto interno e norma de {L?()}?; estes
dois ultimos serao respectivamente simbolizados por (,-) e | - |.

Terminamos essa parte inicial apresentando um teorema muito impor-
tante da teoria.

Teorema 2.6 (Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg).
Seja Q C R? aberto e limitado de classe C'. Se 1 < q < p < co. Entdo

lull o) < CE[ull 2oy lullfrr @) Vu e H'(Q),
coma=1-4,
p
Demonstragao.
Ver |2, pag. 313 - 314]. ]

Observacao 2.7.

Um caso especial da desigualdade da interpolagdo de Gagliardo-Nirenberg
é a desigualdade de Ladyzhenskaya; mais especificamente quando fazemos
asescolhasp=4,g=2ea= % e utilizamos o Teorema obtemos

ull{pagyyz < C(Q)]ul?|Vul?,
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para qualquer funcdo u € V.

Observacao 2.8.
Aplicando os Teoremas [1.38] [T.48] e [2.6] obtemos a desigualdade

ull{z2 00z < C(Q)|ul? V|2, (2.7)

para qualquer funcdo u € V.

2.1 Decomposicao Hodge de H

Alguns dos resultados originais a respeito das equacoes de Navier -
Stokes com condi¢ao de fronteiro de tipo Navier, foram discutidos por [5]
e [16]. Estes autores assumiam em seus trabalhos que 2 era um dominio
simplesmente conexo. Porém, no nosso caso temos que 2 é um aberto e
limitado de R? possuindo uma quantidade finita de componentes conexas.
Esta nova versao do problema foi apresentada por Kelliher em [9], e é nela
que baseamos a discussao que segue.

Em resumo, nosso objetivo é apresentar brevemente a decomposicao
do espago H em dois subespacos H = Hy ® H., de modo que

Hy

{uEH: u-z/dSZO}7
ar
H. = {ueH:w() =0}

com w(u) = Orug — Oau;.

Observacao 2.9.

I. Para evitar confusdes ao longo do texto, salientamos que para campos
u: Q — R? temos que w(u) = dyuz — dauy (leia-se aqui o rotacional
do campo w). Por outro lado, caso ¢ : Q — R seja uma fungao real,
entdo w(y) = (=021, 01v) (leia-se o campo rotacional da fungao ).

II. Durante a demonstracao da identidade H = Hy & H,., precisamos
estudar um problema eliptico, do qual obtemos uma base de H. que
também estd em V. Disso concluimos que H, C V.

Como as demonstrag¢oes envolvendo as identidades apresentadas acima
e varios dos resultados desta secdo necessitam de diversas ferramentas
da teoria de homologia e da teoria de variedades, que fogem do escopo
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desta dissertacdo, omitiremos suas demonstragoes. Nos referimos ao artigo
de Kelliher [9] como uma referéncia mais solida para as demonstragoes e
conclusoes feitas no restante desta segao.

Proposigao 2.10.
Se u € Hy, entdo existe ¢ € Hg(Q) tal que u = w(e).

Demonstragao.
Veja [9, pag. 215]. |

Consideremos agora os seguintes resultados com respeito aos espagos
H V,W:

Teorema 2.11.

V, H e V' sio espagos de Hilbert, se consideramos V munido da topologia
induzida por {H'(2)}? e H munido da topologia induzida por {L?(Q)}?
com 'V e H reflexivos, entao V C H C V' com V < H imersao continua
e compacta.

Demonstragao.

H é um subconjunto fechado do espago completo {L?(2)}? e V & um sub-
conjunto fechado do espago completo { H'()}2, logo temos que H e V sdo
completos e reflexivos, em suas respectivas topologias. Assim V' também
¢ um espaco de Hilbert reflexivo, e usando a identificacao padrao vale que,
VCcH=H cV’'eportantoVC HC V'

Como o Teorema m garante que {H'(Q)}? < {L*(Q)}? & imersao con-
tinua e compacta entao segue que a imersao V — H é continua e com-
pacta. |

Lema 2.12.
Para qualquer p € [2,+00) e para qualquer uw € Hy, com w(u) em LP(Q),
vale a desigualdade

[Vull{reo)ys < C(Q)pllw(w)| e )

Demonstragao.

Seja u € H com w(u) € LP(Q)). Entdo, pela Proposigao [2.10] existe uma
fungio ¢ € H} () tal que u = w(¢)). Aplicando o Teorema obtemos
que

IVull{zens < 1Y) < CQPIAY|| L) = C(Q)pllw(w)l|Lr @)
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0 que conclui a prova. |

Observagao 2.13.
Para 2 simplesmente conexo, H = Hp, e 0 Lema aplica-se a todo H.
Para um melhor anélise (veja por exemplo |19, Apendice I pag. 458]).

Assumindo que a fronteira 92 tem uma regularidade adicional, temos
o seguinte resultado em H.

Corolario 2.14.
Suponha que Q é de classe C>¢ para algum € > 0. Entdo para qualquer
p € [2,00) e qualquer u € H, com w(u) € LP(Q),

[Vullizr@yyr < CQ)pllw(w)| e @) + C'()]ul,

as constantes C(Q) e C'(Q2) sendo independentes de p.

Demonstragao.
Veja |9, pag. 215-216]. [ ]

Com o objetivo de criar ferramentas para que possamos provar a exis-
téncia e unicidade de solugdo fraca (essa nocdo é introduzida na segio

2.3.1) para o problema (2.2 - (2.6, abaixo enunciamos um teorema que
garante a existéncia de uma base conveniente para os espacos funcionais
ligados as equagoes de Navier - Stokes com condigoes de fronteira de tipo
Navier.

Teorema 2.15.
Supor que 9N € classe C?, e a € L>(09). Entdo existe uma base

{Ul,’Ug,...,’Um,...},

para 'V, que se estende em W a qual também é uma base ortonormal para
H.

Demonstragao.
Veja para mais detalhes [9][pag. 229-231]. |

2.2 Vorticidade na fronteira

Nesta secao apresentaremos resultados que serao de grande importancia
na formulacdo da solucao fraca para as equagoes de Navier - Stokes com
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condigoes de fronteira de tipo Navier. Tendo em conta estas condigoes, o
fluxo do fluido na fronteira 92 permanece em movimento. Por este motivo,
vamos estudar a relagdo do rotacional com respeito a estas condicoes.
Dado que, Q é de classe €2, e se parametrizarmos cada componente de
0L, entao pelo comprimento de arco segue-se da defini¢do classica que

o _ v
ar  ds

com r sendo a curvatura de Of).

Lema 2.16.
Suponha que v € {H?*(Q)}2 NV comv-v =0 em 0. Entio

(I/-D(U))~T—%w(v)+lﬁ)'7':0 em 0,

com w(v) = O1vy — Davy e Kk € a curvatura de O dada na forma padrio

por % = —kv, com s sendo o comprimento de arco.
Demonstragao.

Seja v € {H?(Q)}? com v-v =0 em 9. Como I ¢ de classe €2, entdo
pelo Teorema [1.47] existe uma vizinhanga tubular V onde podemos definir
as fungdes » =vom e T=7omw com ¥, 7 € C}(V). Logo em V temos,

0 .
E(U'V)

(81(1) ), (v - D)) 7

(51(111171 + voria), Oa (V107 + U2V~2)) (71, 72)

= ((awl)ﬁl + 1 (7)) + (O1v2) + vz(éﬁﬂz))ﬁ

+ ((821}1)171 + v1(0av1) + (Oav2)V2 + U2(5’2V~2)>7:2,

assim, segue de V que,

ﬂ(v ) = D)7 — %W(U)(ﬁzﬂ — V172)

or
+ (7:11}1(811]1) + 7:11)2(811]2) + 7:2’01(82171) =+ 7:21}2(821]2)>.

Se restringimos a igualdade acima a 92 C V obtemos que

0 _ d -
(0 7) = (0 D),
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d . 1
£(U -v) = D(wv-1— iw(v)
+ (ﬂvl(@lﬁl) + 7:1’02(81172) + 7:2’1)1 (6251) + 7:21}2(8252)).

()
(2.8)

Dado que {v, 7} define uma base em 9, podemos escrever
v=(v-v)v+ (v -7)T
Porém, como v - v = 0, temos que v = (v - 7)7T e assim,

(v1,v2) = ((v1,v2) - (11, 72))(T1, 72)

= (11 (v171 + v272), T2 (V171 + V272)),
e portanto temos,
V] = T127}1 + T1ToV2 € Vg = 7'221)2 —+ 7172V
Assim, podemos reescrever (%) em Jf2 na forma

()

T12(’U1T1 + 7)2T2)((91V~1) + 7'17'2(1)1’7’1 + ’1)27'2)((9152)

-+ 7'1’7'2(’()17’1 -+ v2T2)(82l/~1) -+ T22(’l)1’7'1 -+ 1)27'2)(821]2)

(71(81ﬁ1) + 72(821/3),71(81@) + 72(8252))-

: (71(”017'1 + vam), o (1T + ’U27'2))

= Vor-7(v-7)
logo,
7:1’01((91171) +7:1’U2((911/~2) +7:2U1((921/~1) +7:2U2((921/~2) = Vour- 7'(’U . T). (29)

Substituindo a igualdade de (2.9)) em ([2.8) e tendo em conta que v-v =0
em 0f2, obtemos

1
0= %(U -D)=Dv-T— iw(v) +Vor-T(v-7) em O.
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Por hipétese temos,

dr
— = —KkV
ds ’
e portanto (dv/ds) -7 = k. Note que % = Vi, e assim deduzimos que

Vir-r(v-7)= (%) 7(v-7), 0 que resulta
1
0= (w-Dw)) -7— §w(v)+m)-7 em 09,
para todo v € {v € {H?()}?:v-v=0 em 0I90}. [ ]

Lema 2.17.
Se u,v € {H*(Q)}? comu-v=v-v=0 em I, entio

(v-Vu) -v=—kKu-v, (2.10)
(v Vo) - 1=wl)+ (1-Vv) - v=wl) —kv-T. (2.11)

Demonstragao.
Seja u,v € {H?(2)}2. Como u-v =wv-v =0 em I, obtemos

0= Zww) = () veu ()

(t-Vu) - v+rKu-T.

Assim,
(t-Vu) -v=—ku-7, em 0.

Logo, da equacgao de acima e usando o fato de v ser paralelo a 7, obtemos
(v-Vu) -v=—ru-v, em 0.
O qual termina a prova da equagao (2.10).

Para mostrar as igualdades de (2.11)), vamos dividir a prova em duas
partes.
Primeiramente provaremos que

w)+ (1-Vv) - v=w)—kKv-T.

Procedendo da mesma forma como foi feito na prova da igualdade (2.10]),
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temos que,

0 = a%(vﬂ) - (g:)'””’@i)

(t-Vv) - v+rv-T.

Assim,
(t-Vv)-v=—kv-7, em 0. (2.12)

Logo, somando w(v) em ambos lados da equacdo acima obtemos nosso
primeiro resultado.
Na segunda parte mostraremos que

(v-Vo) -1 =w)—kv-T.
Do Lema [2.16] temos que,
2v-D() -7 = w(v) — 2%v-7 em A
Observe que,
2v- D)) =2 (u- %[w + (W)T]) o

= [(V'V’U)+V'(V’U)T]'T
=@ -Vo)-7+ - (Vo)) 1.

Portanto,
(v-Vov) -7+ - (Vo)T) -7 =w) - 2kv - 7. (2.13)

Afirmacgao 2.18.
Se v e {H?(Q)}?, entdo

(v- (Vo)) -7 =(7-Vv) - .
Demonstragao.
wowonyr = {[ o o) e L]

_ [ V181v1 +l/281’l}2 :| ) [ T1 :|

V10201 + 120202 To
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|
Mm

ZVTJG v;

1i=1

710101 + T2O2v1 } ) [ 141 ]

7'1(91112 + 7'262’02

{
- {{212; Zz:j;H:;]HZ;}

:(7’

<.
Il

19

Portanto,
(v- (Vo)) -7 =(1-Vv)-v

|
Logo da igualdade (2.12)), segue que (v - (Vv)T) 7= —kv - 7.
Assim, de (2.13)) obtemos,
(v-Vo) - 7—kv-T=w) —2Kkv - T.
Portanto,
(v-Vv) - 1=wv) —kKv-T.
A prova esta terminada. |

Corolario 2.19.
Um vetor v € VN{H?(Q)}? satisfaz a condigio de fronteira de tipo Navier
(isto €, v € W) se, e somente se,

w)=2k—a)v-7 e v-v=0 em OO (2.14)
também para todo v e W eu €V,
(v-Vo)-u=(k—a)v-u em O (2.15)
Demonstragao.
[=]
Seja v € V N {H?(Q)}% entdo do Lema temos que,

2(w-DW)) -7+ 2k(v-T) = w(v). (2.16)
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Se v satisfaz as condic¢oes de fronteira de tipo Navier, entdo substituindo
2(v-D(v)) -7 = —av - T na equagdo (2.16]) temos que,

2k(v-7)—alv-T)=wlv) = 2r—a)(v-T)=w(v) em ON.

[ <]

Suponha agora que
w)=2k—a)v-7 e v-r=0 em ON.

Substituindo w(v) de em temos que
2w -DW)) -74+2k(v-7) =2k —a)v-T,
de onde se segue,
2w-D(w)) -7+ av-7=0.
Por outra parte se v € W entao de segue que

(v-Vo) - 1=wv)—kv-7T=2k—)v-T—kKV-T=(k—Q)v-T,

entao,
(v-Vu)-T=(Kk—a)v-T.

Dado que u é paralelo a 7 em 0f) obtemos,

(v-Vv) -u=(k—a)v-u.

2.3 Existéncia, unicidade e regularidade

Nesta secdo daremos a formulacdo variacional da solucdo fraca para
as equagoes de Navier - Stokes com condi¢oes de fronteira de tipo Navier,
também os teoremas e lemas necessarios para provar a existéncia, unicidade
e regularidade da solugao fraca para as equagoes de Navier - Stokes, com
condigao de fronteira de tipo Navier, assumindo apenas que a velocidade
inicial estd em H.

Antes de discutir o problema principal, introduzimos alguns resultados
relativos a parte nao linear das equagdes de Navier - Stokes.
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Lema 2.20.
Considere b:V x V xV —— R dado por

b(u, v, w) = /Q (u-Vo)w de = 22: /Qul (Oivj) w; de.

ij=1

Neste casso b € um operador trilinear, continuo e cumpre que:

L b(u,v,v) =0, Yu,v €V,
II. b(u,v,w) = —b(u,w,v), Yu,v,w € V.
Demonstragao.

Sejam u,v,w € V. Aplicando a desigualdade de Holder obtemos,

[b(u, v, w)| =

/Q(U~Vv)w dz S/Q|(U-Vv)w| dz

< cllullizr@yzllvlllwll iz )y

Como sabemos que o Teorema das Imersoes de Sobolev garante a imer-
sdao HY(Q) — L*(), existe uma constante ¢ tal que,

[b(u, v, w)| < clful[[o][lwl],

isto &, o operador b é limitado e portanto continuo. E imediato verificar
que b é trilinear. Agora note que,

)2
/ui(aivj)vj dr = /uz@ (UJ) dx
Q Q 2

)2 )2
= —/&-u-—(%) dm—i—/ ui(vj) v; dS.
Q 2 o0 2

Assim, por definicao temos,

2
b(u,v,v) = Z /ul (Oivj)v; dx
Q

ij=1

2 2
1 / ‘ i 1 / i

= —= divu(v;)° dx + = u-v)(v;) dS.
2 famies 33 [ i)
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Como u € V segue que b(u,v,v) = 0 encerrando a prova de I. Para provar
I1., note que,

0=>b(u,v—w,v—w)=blu,v,v) —blu,v,w) — b(u,w,v) + blu, w,w),
pela parte I., temos que b(u, v, v) = b(u, w,w) = 0, assim
0 = —b(u,v, w) — b(u,w,v),

portanto,
b(u,v,w) = —b(u,w,v).

No que segue continuamos a explorar propriedades do operador trilinear
definido acima.

Lema 2.21.
Para todo u,v,w € V temos que

1 1 1 1
|b(u,v,w)| < C|u|2HVUHELZ(Q)}AHVU||{L2(Q)}4‘w|2||vw||{2L2(Q)}4'

Demonstragao.
Pelo Teorema [I.31] e pela Observagio se verifica que

[b(u, v, w)

IN

cllull iz @2 IVllizz@ysllwllirao)ye

IN

1 1 1 1
[l V2l 7y 90 230 0] 9001 22 -

2.3.1 Formulagao de uma solucao fraca

Daremos trés formulacoes de uma solucdo fraca para as equacoes de
Navier - Stokes com condicdo de fronteira de tipo Navier. Elas sdo equi-
valentes.

Em primeiro lugar, observe que para todo v € W e v € V, o Corolério

[2-19] garante que

2

/QAu(t) vdy =Y (/m (Vi (t) - v)v; dS) -y </Q Vu(t) - Vo, d;v)

i=1 =1
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= / v-Vu(t vdS—/Vu(t)~Vvdx
o9 Q

/ k—a)u(t)-vdS— [ Vu(t) Vv dz.
a0 Q

Assim,

/QAu(t) ‘v dy = /BQ (5 — )ut) - v dS — /QVu(t) Vode  (2.17)

Isto motiva a nossa primeira formulacdo de uma solucao fraca para as
equagoes de Navier - Stokes.

Definigao 2.22.

Dada a viscosidade p > 0 e velocidade inicial ug € H, uma funcao u
em L2(0,7T;V) é dita ser uma solu¢do fraca para as equagoes de Navier -
Stokes (sem forca externa), se

d
ﬁ/gu(t) cv dx + /Q (u(t) - Vu(t)) - v de

+u/QVu(t)-Vv dm—ﬂ/ﬁ)ﬂ(ﬁ—a)u(t)-vdS:O,
(2.18)

para todo v € V. Com condi¢do inicial

u(0) = up. (2.19)

Vamos agora provar uma relagdo interessante que ocorre neste pro-
blema, a qual nos permitird encontrar uma outra formulacao variacional
)
para a solucao introduzida pela Definicao

Teorema 2.23.
Dados u,v € V, vale a sequinte identidade:

2 [ D) D)z = [ Vult) - Vode — / wu(t) v dS. (2.20)
Q Q o0

Demonstragao.
Para estabelecer esta identidade, assumamos inicialmente que w,v sejam
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fungdes em V N {H?(Q)}2. Entéo, observe que

D(u)- D(v) = %[Vu—k(Vu)T]-%[Vv—k(Vv)T]

= %[Vu Vv + Vu - (V)T + (Vu)T - Vo
+ (V)™ - (Vo).
Note que,
Vu-Vo = tr((Vu)' Vo)
01110101 + O1u201v2 + O2u1 0201 + O2ug02v2

= tr(Vu(Vov)T)
= (Vu)T - (Vu)T.

Logo,
Vu(t) - Vo = (Vu(t))’ - (Vo)T. (2.21)

Por outro lado,
Vu- (Vo) = tr(Vu)T (Vo)T)
= O1u101v1 + O1u02v1 + O2u1 012 + Oaua0av2

tr(VuVo)
= (Vu)T - Vo.

Entao,
Vu(t) - (Vo)T = (Vu(t)T - Vo. (2.22)

Assim, de (2.21) e (2.22) segue,
2D (u(t)) - D(v) = Vu(t) - Vo + Vau(t) - (Vo).

Agora, integrando a equagdo acima sobre 2, obtemos
2/ D(u(t)) - D(v)dx = / [Vu(t) - Vv + Vu(t) - (Vo) dx
Q Q

_ /Q Vu(t) - Vo ds + /Q Va(t) - (Vo) de.

(Int1)

(2.23)
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Além disso, dado que u tem divergente nulo, note que

2 2

div(v - Vu) = Z Z 0; [(Oyu;)v;]

i=1j=1
2 2

2 2
= Z Z (6jﬂLj)’Ui + Z Z Biujajvi

i=1j=1 i=1 j=1

= (O11u1)v1 + (O21uz)v1 + (O12u1)ve + (Oa2usz)ve

2 2
= Z Z Biujajvi (divu = O)

Logo,
div(v - Vu) = Vu - (Vo). (2.24)

Assim, resolvendo (Int.1), tendo em conta as equagoes (2.10) e (2.24)), e
ainda aplicando o Teorema de Green, concluimos que

/Vu (Vo)™ dx—/dlvv Vu(t)) dx
:/89(11-Vu(t))~ud5’=—/ wu(t) - v dS.

[5}9]

Substituindo a ultima igualdade acima na equacdo (2.23), obtemos a

identidade ([2.20).

Finalmente, usando a densidade de VN{H?(Q)}? em V e a continuidade
do operador traco dado pelo Teorema [1.48] conseguimos que os resultados
sejam validos para todos os elementos de V. |

Do teorema acima, temos uma segunda formulacao de uma solugao
fraca para as equacoes de Navier - Stokes, a qual é similar & do Teorema
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2.3 de [5, pag. 1628].

Definicao 2.24.

Dada a viscosidade p > 0 e velocidade inicial ug € H, uma funcao u
em L2(0,T;V) é dita ser uma solugao fraca para as equagoes de Navier -
Stokes (sem forca externa), se

d

s Qu(t) ‘v dr —|—/ (u(t) - Vu(t)) - v dz

Q

+ QM/QD(u(t)) - D(v)dx + M/em au(t) v dS =0,

para todo v € V. Com condicao inicial
u(0) = up.

Embora tenhamos duas formulagoes variacionais fracas para o pro-
blema, vamos nos focar neste momento em reformular e de
uma forma distribucional. Para isso, definimos primeiramente o operadore
A dado por,

(Au,v)yy, = / Vu- Vv dr — / (k —a@)u-v dsS,
Q o0
para todo u,v € V.

Aplicando a desigualdade da Observagao[2.8] a desigualdade de Holder
e a desigualdade de Cauchy—Bunyakovsky—SchwarzE| temos que,

[(Au, v)vv/| =

/Vu-Vvdx—/ (/ﬁ—a)u-vdS’

Q o9

S/‘VU’V”U‘ d:rJr/ [(k — @)u-v| dS
Q o0

< lullllvll + Cllullz20)y2 vl 22 09)y2
< Cllull||v]]-

2A desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, também conhecida como desi-
gualdade de Schwarz, desigualdade de Cauchy ou desigualdade de Cauchy-Schwarz, ¢
uma desigualdade frequentemente encontrada na literatura mateméatica (veja Por exem-
plo |2} pag. 131]).
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Logo,

[{Aw, v)vvr| < Clluffv].

Assim, A : L*(0,T;V) — L2(0,T;V").
Agora para u, v € V, definimos o operador bilinear B : V x V — V'
definido por

(B(u,v), w)v,y = b(u,v,w) Vw eV,
e ainda denotamos por
Bu = B(u,u) € V' Vu € V.

Lema 2.25.
Assuma que a dimensio do espago é n < 4 e que u € L%(0,T;V) entdo
Bu dado por

(Bu(t),v)yyr = bu(t),u(t),v) YveV gs. em tel0,T],

pertence a L'(0,T; V).

Demonstragao.
Note que,

[(Bu(t), v)v.yr| = [b(u(t), u(t), v)| < Cllu@®)[*|lv] vt € [0,T).

Integrando de 0 até T' em ambos lados da desigualdade acima obtemos,

T
/0 [(Bu(t), v)vyr| dt < Cllu)f20.z0) Ivllz20.7:v)-

Tomando o supremo em ambos os lados com relacao aos v € V' que satis-
fazem [jv]| < 1, e como u € L*(0T; V) segue que |[u(t)| r2(0,7,v) < 00, logo
Bu € LY0,T;V").

Portanto B : L?(0,T;V) — L*(0,T;V"). [ |

Com isso, se u é uma solucao fraca das equacoes de Navier - Stokes
(como na definicdo [2.22), concluimos que —pAu — Bu € LY(0,T;V") e,
usando o item III. do Teorema temos que

d

) = (—pdu = Bu,)y,
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para todo v € V. Logo obtemos que u’ € L'(0,T;V") pois v/ = —pAu —
Bu. Do Teorema [1.44] segue que u € C([0,7; H). Isto nos permite dar
sentido na condigao inicial u(0) = ug e também nos auxilia a introduzir a
seguinte formulacao de solugao distribucional.

Definicao 2.26.
Dada a viscosidade p > 0 e a velocidade inicial ug em H, u € L?(0,T;V) é
uma solugao fraca para as equagoes de Navier - Stokes (sem forga externa),
se
u' € LY0,T;V"),
'+ pAu+Bu=0 em (0,7) (2.25)
u(0) = uyp.

Antes de enunciar o Teorema de existéncia de solugdes fracas para as
equacoes Navier - Stokes daremos um ultimo resultado que sera de grande
importancia para sua demonstracao

Lema 2.27.
Seu € L%(0,T;V)NL>®(0,T; H), entdo Bu € L*(0,T; V') e além disso
|1Bullr20,m;v7) < Cllull oo 0.1, 1%l £20,7,v7) -

Demonstragao.
Do Lema [2.21] temos que

[b(u, u, )| < Clu Jull o], Vu,v €V,
assim,
| Bullv: < C |ul||ul YueV (2.26)

Agora, se u € L2(0,T; V)N L>(0,T; H), entao Bu(t) € V' q.s. para t em
[0, T, logo elevando ao quadrado em ambos os lados de (2.26) e integrando
de 0 até T temos que,

[ 1Bul < ¢ [ uor fue) d
0 0

IN

IN

2 2
C ”uHLOO(O,T;H) HU||L2(0,T;V) )

assim obtemos,
HBU||L2(O,T;V’) <C ||U||Lo<>(o7T;H) ||“||L2(0,T;V) .
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Portanto, Bu € L*(0,T; V") [ |

Por fim abordamos o teorema de existéncia de solucoes fracas para
Navier - Stokes.

Teorema 2.28 (Existéncia).
Suponha que 0 € de classe C? e a € L>®(09Q). Seja ug € H e seja
T > 0. Entao existe uma solugdo fraca u para as equagées de Navier -
Stokes com condi¢ao de fronteira de Navier que satisfaz as equagoes (2.18))
- (2.19). Podemos também concluir que u satisfaz . Além disso,
uwe L20,T;V)ne([o,T); H), % € L2(0,T; V"), e satisfaz a desigualdade
de energia

fu(®)] < eCt]ug), (2.27)

para todo t € [0,T).
Demonstragao.
Este Teorema é demonstrado através de uma adaptagao da prova de exis-

téncia do Teorema com condicdo de fronteira classico apresentado em [14].
Vamos dividir sua demonstracao em alguns passos principais.

> Passo 1 Construcao da solugdo aproximada através do método de
Faedo - Galerkin.

Pelo Corolario existe uma base {vy,va,...,0m,...} C W para o
espaco V que ainda é uma base ortonormal para o espaco H. Entao, para
cada m € N, tentamos encontrar uma solugao aproximada u,, de (2.18) -
(2.19), que tenha as seguintes caracteristicas:

U (t) € Vi = span{vi,...,vm},  um(t) = Zgjm(t)vj, (2.28)
j=1

4 U (t) - vpdz + / (U (t) - Vum(t)) - vpdz + 1 | Vun(t) - Vo.dz
dt Jg Q Q

—,u/ (k — Q)um(t) - v, dS =0, r=1,...,m.
o0
(2.29)
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Acima as fungdes g;m, para 1 < j < m, sao funcoes escalares.
Considere agora a seguinte projecao ortogonal em H sobre o espaco

Vin:

P,:-H — V,

m
U — Z(u,vj)v]
j=1

Neste caso, definimos

m
Um (0) = Pp(up) Z Uo, U;)Vj = Ugm.- (2.30)
j=1

Com isso (2.29) e (2.30) formam um sistema de equagoes diferenciais
nao lineares com condicoes iniciais, exatamente como abaixo

Zg;‘m(t)/gvjvr dx + Z gjm(t)gim(t)/ﬂ (Uj . V?)l) cUp dx

jri=1
+ngjm(t / Vv, - Vo, dr— /‘Zgam / (k — @)v. v, dS =0,
= = 20
grm(o) = (u07vr)7

r=1,...,m.

Observamos que a equagdo acima descreve um sistema de EDO’s dado
por,
X'(t)+ AX(t) + pBX (t) — uCX(t) =0, (2.31)

e com condic¢ao inicial
(ug,v1)
X(0) =
(U(), Um)

Acima X(t) é o vetor com entradas g, (t), X’(t) o vetor com entradas
Gim (), X (t) tendo como entradas os produtos entre g;,, (t) € gim (t). Tam-
bém A, B e C sdo matrizes dependendo dos v,..

Assim, podemos escrever o sistema de equagOes diferenciais na
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seguinte forma

{ X'(t) = f(X, 1),
X(0) = Xo,

com f(X,t) = u(C — B)X(t) — AX(t).

Aplicando o Teorema de Picard e o Teorema da continuacdo da so-
lugdo, obtemos a existéncia e unicidade de solu¢do maximal X (¢) em
CL([0, T;n]; Vin), para algum intervalo de tempo [0, T;,] C [0, T].

Portanto, de deduzimos que

Um € CL([0, Thn]; W), ¥m € N.

> Passo 2 Estimativas a Priori.

Neste passo vamos fazer estimativas a priori para wu,, e u,,. Note que
multiplicando a equacdo (2.29) por g;m,(t) e somando as demais equacoes
de j =1,...,m obtemos

/ un, (Dum (t) dz —|—/ (Um (t) - Vg (t)) - um(t) dz
)

Q

+ ,u/QVum(t) -V (t) de — ,u/a (k — a)um(t) - um(t) dS = 0.

Q

(2.32)
Pelo Lema [2.20] se cumpre que,
/ (o (£) - Tt (£)) -t (£) 2t = bttty ) = O,
Q
e dado que u,, € C([0,t,,); W) temos que,
1 d 2
2 [ ul, (W um(t) de = — [ |un(t)]” dz.
Q dt Jo
Assim, (2.32) fica na forma
1d 2
% [tm ()| dx+p [ Vun(t)  Vun(t) de
@ “ (2.33)

- u/m (5 — Q) (£) - i (£) dS = 0.
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Observe que,

/ (5 — @)t (1) - (1) dSz/ (5 — ) [um (D) dS
oQ o0
<Co [ fun()f* as

= COHum(t)”%LZ(BQ)}?v

com Cy = supyq |k — a. Logo (2.33) fica na forma

3 35lum O+ [ V(0 do < Conllen(®lpaonye (230

Podemos majorar a equacao ([2.34), usando a desigualdade da observa-
cao 28] isto é,
1d

5 ol @+l (O < 1)t (1) e (1)

que através da desigualdade de Young se reduz em

1d

2 | M 2 A 2
S lum @ + S lun @2 < pClum @), (2:33)

com C sendo uma constante que depende apenas de Q. Considerando
€ (0,T,,) e integrando a equagao (2.35)) de 0 até ¢, obtemos

(D] + 1 / lum ()] ds < [um(O) + pC / ()2 ds. (2.36)

De ([2.36) segue que,
B t
i (O < Juol? + uC / g (5) 2 ds,
0

e portanto aplicando o Lema de Gronwall obtemos

2 Cty, |2
lum ()7 < e uol”.
Se tomarmos s arbitrario, com 0 < s <t < T,,, conseguimos da mesma
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forma a relacao )
[um(s)[? < e lugl®. (2.37)

Consequentemente, ao tomar o supremo com relagdo a s € [0,t] em ambos

lados da equagao ([2.37) temos,
|G 0.0y < €T luol?. (2.38)

Da teoria de EDO’s, se T}, < T entdo lims_,7,,
j€{l,...,m}, e portanto

gjm(s)| = oo, para todo
. 9 B
tl_lngm ||um||L°°(07t;H) = 0OQ.

Mas como por |7 o 0,151y < 00, Para todos os ¢ € [0,Ty],
temos também que lim; 7, HumH%m(O,t;H) < 00 0 que nos garante que
T =T e que )

e 0,71y < € futo]*. (2.39)

Ja sabemos que uy, (t) esta definido em [0, T, assim podemos considerar

t =T em ([2.36) para obter
g 2 Lo 2
o [ N dt < Gl + CuT o o i
Logo aplicando (2.39)) temos que,

T
1 -
i [ T @ de < Gluol? + CuTer ol
0

O que resulta,

\/ﬂHumHLz(O,T;V) < R(Q7Ta :U’)|u0|' (240)

Como L?(0,7T;V) é um espaco de Banach reflexivo, e como a desigual-
dade garante que a sequéncia (U, )men € limitada em L2(0,T;V),
o Teorema garante que existe (Um,)ken C (Um)men € uma funcdo
u € L2(0,T;V) tal que

Up,, — 4, quando k — oo,

em L2(0,7;V). Por (2.39) notemos que (u,, )ren estd contido num sub-
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conjunto limitado de L*°(0,T; H) e portanto o Teorema garante que
existe (U, )ien C (Um,)ken € uma fungdo @ € L>°(0,T; H) tal que

* o~
Uy, = T, quando [ —» o0,

em L*>(0,T; H).
Afirmacgao 2.29.

u=1u qs. em§2.

Demonstragao.
Basta observar que se ¢ € Z(Q2), vale que

/Q(u—ﬂ)gi) dx

/Q (U = Uy, + Uy, — U)P d

<

/Q (U = um,, )¢ dx

—|—‘/Q(umkl —u)¢ dz|.

Assim, quando [ —» oo temos que,

/Q(u—a)(b dx

o que conclui a afirmacao feita anteriormente. |

— 0, Vo € 2(0),

Para simplificar a notacao, vamos considerar que existe uma subsequén-

cia (umk)keN C (Um)meN tal que,

Uy — Uy (convergencia fraca) em L2(0,T;V),

Uy, — U, (convergeéncia fraca estrela) em L*(0,T; H).

> Passo 3 Passagem ao Limite.

De da definicido temos que v = —pAu — Bu. Entdo por
definicdo temos que Au € L2(0,T;V’') logo —pAu € L*(0,T;V’) e apli-
cando o Lema segue que u’ € L%(0,7,V’). Assim, pelo Teorema de
Aubin-Lions,

H={u :uecL*0,T;V),u =du/dt € L*(0,T;V')} — L*(0,T; H)}
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é imersdo compacta e como (m,, (t))ien é uma sequéncia limitada em 3,
existird uma subsequéncia (u;(t))ien C (Um,, (t))ien que converge forte
em L2(0,T; H). Note que para essa nova subsequéncia, quando [ — oo

obtemos:
w — uem L2(0,T;V);

u = wem L(0,T; H); (2.41)
w — wem L2(0,T; H);
Para finalizar a prova de existéncia da solucdo fraca para as equa-

¢Oes definidas em (2.22)) e (2.26)), precisaremos agora das propriedades da
convergéncia fraca e fraca estrela de (u;);ey. Consideremos uma fungéo

& € C([0,T7]) tal que £(T") = 0. Multiplicando a equagao (2.29)) por £(t)
e integrando com relacao a ¢, temos que,

/OT/Quf(t)vrf(t) dx dt_|_/0T/Q (w () - V(b)) - €(t)or dwdt

(I’I’Ll)

T
+ M/O /QVul(t) - VE(t) vy dadt

(2.42)

T
- ”/o /{m (5 — Q)u(t) - £(t)v, dSdt = 0.

Integrando por partes a primeira integral (In) da equagao (2.42), com
relacdo a t, obtemos

T T
/ / uy(t)v&(t) do dt = —/ / w (t)v&' (t) do dt — / u(0)v,£(0) d,
0 Jo 0 Jo Q
e assim, a equacao fica na forma

T T
— /0 /Qul(t)vrf (t) dx dt —|—/0 /Q (ui(t) - Vg (t)) - £(t)v, dadt
+ ,u/o /QVul(t) -VE(t)v, dadt (2.43)
T
—u /O /8 (e = o) - €(t)er dSit = /Q w(0)v,£(0) da.
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Pelas defini¢oes de convergéncia fraca, convergéncia fraca estrela e pelo
Teorema do trago, pelas constatacgoes feitas em (2.41) e dado que v, € W
e £ € C>([0,T]), para r € N, observamos que,

L
T

T
- / (w(t), € o) dt — — [ (u(t),€ (t)o,) di;

l—00 0

II.

l—00

P / (Car(t), E@o))dt — 1 / ((u(), (o))

II1.
/ / (k — a)u(t) - §(t)vrdSdt
0 o0
T
. /0 /as2 (k — a)u(t) - £(t)vrdSdt;
IV.

(u(0), v,)€(0) — (w0, v,)€(0).

l—r o0

Somente falta mostrar a convergéncia da parte da equacao dada pelo
operador trilinear b. Para isso note que o Teorema das Imersoes de Sobolev
garante que H2(Q) — L°°(Q) e assim segue que v, € L>°(£2). Logo,

T T
/ bun(£), w (1), €(t)o,) dt — / b(u(t). u(t), £(t)vy) di
0 0

<

T
/0 [b(n (), wa(£), £(6)v,) — blen(t), u(t), E()v,)] dt

)

T
+ /O [b(wi(t), u(t),§(t)vr) — blu(t), u(t),&(t)v,)] dt

e assim, segue que,

T T
/ bl (t), wr(£), £(t)o,) di — / b(ult), u(t), £(t)o,) dt
0 0

< erllwill Lo 0,7 m) 1E@) Vel L2 0,75 1t — wll 20,711
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+ callullLe o, 7;m) 1E@)vrell 220,750 1wt — wll L2 (0,71 -

Como u € L*(0,T; H), (u)en ¢ limitada em L°°(0,7;H) e converge
fortemente em L2(0,T; H), temos

/0 ' /Q (w(t) - V(b)) - €Y, dedt
- /0 ! /Q (ult) - Vu(t)) - £(t)v, dwdt.
Assim fazendo | — 0o em temos que para todo r € N
r 7
- /0 /Q uT(t)vrg’(t) du dt + /0 /Q (ult) - Vu(t)) - £(t)on dadt
+ o é /Q Vu(t) - VE()o, dadt
_u /0 /8 (e cult) (0w, dSit = /Q wovr£(0) da.

Como os {v,...,v,...} forma uma base para V', concluimos que para
todo v € V, obtemos

T T
- /0 /Qu(t)’uf (t) dx dt +/O /Q (u(t) - Vu(t)) - £(t)v dadt
T
+ u/o /QVu(t) -VE(t)v dadt (2.44)

- ,u/OT /89 (k — a)u(t) - &(t)v dSdt = /Quovf(()) dz.

Se em particular £ € 2(0,T) entao £(0) = 0 e portanto concluimos que as
definicoes e sao véalidas no sentido das distribuicoes.

Por outro lado, se multiplicarmos a equacao da defini¢ao 2.22] por uma

fungéo £ € €*°([0,T]) com &(T') = 0, £(0) # 0 e integrando com respeito a
variavel ¢ obtemos,

/OT/QU’(t)Udmg(t) dt—’—/OT/Q(u(t) Vu(t)) - €(t)o drdt

(I’n1)

92



T T
+ u/o /QVU(t) -VE(t)v dedt — ,u/o /89 (k — a)u(t) - £(t)v dSdt = 0.

Aplicando integragio por partes a integral (In1) temos que,

_ /OT/QU’(t)v dx &(t) dt + /OT/Q(“(t) - Vu(t)) - €(t)v dadt
+ M/OT/QVu(t) -VE()v dedt — u/OT /m (k — a)u(t) - £(t)v dSdt

:/U(O)US(O) dx.
Q
(2.45)

Comparando as equagdes (2.44) e (2.45)) se logra deduzir a condicao inicial
u(0) = up.

Portanto finalizamos a prova da Existéncia da solucao fraca para a
equacao de Navier - Stokes com as condic¢oes de fronteira de tipo Navier.

> Passo 4: Desigualdade da Energia.

Suponha agora que u € L2(0,T;V) N €([0,T]; H) e v’ € L*(0,T; V') é
uma solugao para as equagoes de Navier - Stokes com condigoes de fronteira
de tipo Navier. Entao pelo Lema temos

/ (u(t) - Vu(t)) - u(t) de = blu,u,u) =0,
Q
dado que u € C*([0, T]; H) temos que,
! d 2
2 / o (Bu(t) de = & / (t)]? da,
Q dt Jo
e assim, tomando v = u(t) na formulacdo fraca dada na Definicio
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obtemos

2dt/ [u(®) dm+/~‘/ﬂvu(t) -Vu(t) dv

(2.46)
- u/ (k — a)u(t) - u(t) dS = 0.
1)
Observe que,
/ (k — @)u(t) - u(t) dS = / (k—a)|u@®)]* dS
a0 o0
<Co [ futo)® ds
a0
= Collu(®) I L2 002>
com Cy = sup|k — a. Logo, o lado direito de (2.46) se majora por
o0
B dt|u |2 + M/ |VU d.%‘ < COMHU'(t)H?LQ(BQ)}?' (247)

Podemos majorar a equagao (2.47)), usando a desigualdade da observagao
2.8 e a desigualdade de Cauchy, temos

SO + @)l < Cuullul < el + &,

e portanto,

%Ilt(t)\2 +ulu®]* < C2plut)?, (2.48)

com C denotando varias constantes positivas que dependem somente de

Q.
Considere 0 < t < T e integrando a equacédo (2.48) de 0 até ¢, temos

1 K 1 K
§|U(t)|2+u/ lu(s)I* ds < 5[u(0)]? +02u/ u(s)[* ds.  (2.49)
0 0
Entédo da equacao (2.49), aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
u(®)] < e”#Jul,

para todo t € [0, T7. ]
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Teorema 2.30 (Unicidade).
Com as hipdteses do Teorema da Ezisténcia, concluimos que a solugio das

equagoes (2.18)-(2.19) da defini¢iao (2.7) é inica.

Demonstragao.
Suponha que u; e uy sdo duas solugoes diferentes de , e seja u =
u1 — ug € claro que u pertence aos mesmos espagos que u; € us e além
disso, u satisfaz

T Qu(t)-vdsr:—|—/ﬂ(u1(t)-Vu1(t))-vdm—/ﬁ(uQ(t)-Vuz(t))-Udx
+u/QVu(t)-Vvdx—,u/BQ(li—a)u(t)-vdS:O Yo eV.

Como para todo t € [0,T], u(t) € V, escolhendo v = u(t) na equagdo
acima, obtemos

/ u'(t) - u(t) do +/ (ui(t) - Vui(t)) - u(t) do
Q Q
- /(UQ(t)-vuz(t)).u(t) deru/ IVu(t)]® d
Q Q
- u/ (k —a) u®)]* dS = 0.
o)
Pelo Teorema pela Observacao e pela desigualdade de Cauchy

(essa justificativa ja foi usada varias vezes anteriormente), aplicados na
equagao acima, deduzimos a desigualdade

1d
§%|U(t)|2 + g||u(t)\|2 < Cplu()* + blua(t), uz(t), u(t))
= b(ux (t), ua (t), u(t))
que através do Lema [2:20] se reescreve como
d
£|U(t)\2 +pllu)|? < 20ufu(®)® = b(u(t), uz(t), u(t))- (2.50)
Pelo Lema, obtemos,

[b(u(t), ua(t), u(t))] < Clu@®)[[[Vuld)llirz@)ysl[Vuz ()l (22 @)y
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Substituindo a desigualdade acima na equagao (2.50)), obtemos
d
alu(t)l2 +plu@®)* < 20ufu®)? + Clu@®)]|ut) lu2(t)]],

que através da desigualdade de Cauchy com € se reescreve como

d
2w OF + pllu®)]* < 2Cuju()?

C? 2 2 M 2
+ a1 + Gl
e portanto,
d 2 M 2 C? 2 2
— = < - .
g eI + Sllu@)]” < (20u+ 2MIIUz(t)II [u(t)]

r(t)

Como u(t) € L*(0,T; V), v/ (t) € L?(0,T;V) C L?(0,T; V"), a observa-
¢ao m garante que |u(t)|? é absolutamente continua. Além disso temos
que, uz(t) € L*(0,T;V), a fungdo I'(¢) ¢ integravel e

w(0) = u1(0) — uz(0) = ug —ug =0,
portanto a desigualdade de Gronwall garante que
[u()[IF 22 <0, VE€[0,T],
o que implica que u; = us. |

Se assumimos mais regularidade na velocidade inicial, essa regularidade
serd mantida para todo o tempo. Isto serd de grande importancia para
estabelecer o limite inviscido ligado a essas equagoes, o qual abordaremos
no proximo capitulo.

Porém, para um estudo completo deste resultado seria necessario um
estudo das equacoes de vorticidade associadas as equagoes de Navier - Sto-
kes, além de resultados e estimativas relacionados ao operador de Fokker
- Planck % — A +u -V que nao foi nosso objetivo com esta dissertacao.
Sendo assim, apenas enunciamos os seguintes resultados e tomamos como
referéncia para suas demonstragoes [9][pag. 219-221].
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Teorema 2.31 (Regularidade).
Assuma que OQ € C*1/2F¢ ¢ que a € HY/2+¢(0Q) + CY/2¢(9Q) para algum
€ > 0. Seja ug € W com vorticidade inicial wy, e seja u a unica solu¢do

para as equagoes (2.18) - (2.19) da Defini¢do[2.29 ou a equagio (2.25) da

Definigao [2.26, com vorticidade correspondente w. Seja T > 0. Entdo,
u' € L*(0,T; V)N e([0,T); H).
Se além disso, wy estd em L>®(Q), entdo
u € C([0,T]; H*(R)) , w € C([0,T]; H*(Q)) N L>=(Q x [0,T]).

Vale salientar que o resultado abaixo foi construido a partir de uma
pequena modificacéo, feita por Kelliher, da Proposicdo 1 de [16].

Teorema 2.32.

Assuma que 0N) e « satisfacam as mesmas hipdteses que o Teorema [2.31].
Seja q € (2,00], € assuma ug € V com condigdo inicial de vorticidade
wo € LP(Q) para algum p € [q,00]. Seja T > 0. Entdo eziste uma inica

solug¢@o para as equagdes (2.18) - (2.19) da definicao ou a equagao
(2.25) da defini¢ao com vorticidade correspondente w, e para todo
p € [g,00],

lw®)|zr@) < llwollzr) +Co g.s. em [0,T]. (2.51)
A constante Cy que € independente p, € dada por,
_ Cla)uT 3
Co=C(T,a,k,q)e maz{|Q|2 , 1}([luollL2 @) + llwollLa(e))-

Além disso u € L>(0,T;C(Q)) N L>(0,T;V), a norma de u neste espaco
€ limitado sobre qualquer intervalo de viscosidade 1 e ainda

Ul L= (0.T:V S C T,Oé,H BC(Q)UT. 2.52
0,7;V)
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Capitulo 3

O Limite Inviscido

Neste capitulo final vamos considerar a solucdo unica das equagOes
de Euler e estudaremos sua relacdo com o limite de quando fazemos a
viscosidade tender a zero na solucao tnica das equagoes Navier - Stokes
que estudamos no capitulo anterior.

Seja Q C R?, com 99 de classe @2. As equacdes de Euler que descrevem
o comportamento dos fluidos incompressiveis sdo dadas por,

%-Fu-Vu—kVp:f em Qx(0,7), (3.1)
divu =0 em  Qx(0,7T), (3.2)

u-v=>0 em 90 x(0,7), (3.3)

u(+,0) = ug em € (3.4)

com u descrevendo a velocidade do fluido, ug uma funcao vetorial de valores
iniciais para o problema tal que div ug = 0, p descreve a pressao e f é uma
forca externa dada.

Uniremos a taxa de convergéncia em L*°(0,T; H) das solucdes para as
equagoes de Navier - Stokes a solucao tnica para as equacoes de Euler
para a classe de vorticidades de Yudovich. Para descrever a vorticidade de
Yudovich, precisamos introduzir algumas noc¢oes novas.

Definigao 3.1.
Seja 0 : [po,0) — R, para algum py > 1. Dizemos que 6 é admissivel se
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ao definirmos a funcéo By : (0,00) — [0, 00), para algum M > 0, por

Bar(x) = xinf{(Mex_e/e)H(l/e) ee (0,1/p0]}, (3.5)
tivermos que,
Ldx
B 0. (3.6)

A Definigao pode ser mal interpretada; de fato, se nao de-
pendesse da escolha de M > 0, entdo a defini¢do estaria bem posta e
poderiamos escrever apenas (3(t) para denota-la. Para assegurar esse fato,
temos o seguinte resultado.

Proposic¢ao 3.2. Dados 0 : [pg,00) — R, para algum py > 1, e os
valores My, My > 0, com as respectivas funcées Bur,, Brr, dadas como na

Defini¢io 3.1, Entao, se
/1 e _
0 IBMI (1‘) ’

Demonstra¢do. Vamos dividir esta demonstragao em dois casos.

concluimos também que

> Passo 1: Assuma que M7 > Mo.

Em primeiro lugar, observe que para qualquer valor M > 0 temos a
identidade Sy (xz) = M1 (x/M) e portanto

ﬁMQ / Mzﬁl »T/Mz :I/ M151 y/Ml)

[ Ay
>/0 M151(9/M1) Jo B (y)

> Passo 2: Assuma que M7 < M.

L Aqui fazemos a mudanga de variavel x = (Ma/M1)y.
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Como By (x) é uma fungéo crescente em x € (0, 00), para qualquer que
seja M > 0, temos que

M1 M2 1 M2
= MaBn, (x) > M1Bum, (2) .

x x z x
— > — = M M>p (M) > My My By ()

Porém, a desigualdade obtida acima nos garante que

My 1
MoBar, (1) = Bany (@)’
e portanto
My [ da 'oda
<=3, Ban@) = Jo (@)’
como queriamos. |

Yudovich prova em [21] que para um dominio limitado 2 C R", se as
normas LP da vorticidade inicial sao limitadas por uma fungao admissivel,
isto é se ||wollLr < 6(p), para alguma funcdo admissivel 6, entdo existe no
maximo uma solucao para as equagoes de Euler. Por causa disso, chama-
mos a classe de todas essas vorticidades de vorticidade de Yudovich.

Definicao 3.3.
Dizemos que um campo vetorial v tem vorticidade de Yudovich se

p— [[w(©)||Lr (o)
é uma funcao admissivel.

Como observado por Yudovich em [21], alguns exemplos de fungoes
admissiveis seriam 6,,(z) = log™ (x), com log™ significando a composi¢io
m vezes do logaritmo caso m > 0 e a fun¢io constante 1, caso m = 0.

Agora introduzimos formalmente uma defini¢do de solucdo fraca vari-
acional para as equagoes de Euler descritas em ([3.1))-(3.4).

Definigao 3.4.
Dada uma velocidade inicial ug em V, @ € L%(0,T;V) é um solugao fraca
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para as equacoes de Euler se,

4
dt Jg

ﬂ(t)-vdm+/

Q

(a(t) - Va(t)) -v de =0,
para todo v € V. Com condigdo inicial

Observagao 3.5.

Embora nao facamos nenhuma conta neste momento, a deduc¢ao da formu-
lacao fraca para as equagdes de Euler para um fluido incompressivel segue
os mesmos passos da formulacao fraca feita para as equacoes de Navier -
Stokes na Segao e por isso ndo a deduzimos aqui.

Finalmente provamos nosso tultimo resultado que discute o limite in-
viscido da solugdo das equagbes de Navier - Stokes para a solugdo das
equacoes de Euler quando fazemos a vorticidade p — 0.

Teorema 3.6.

Fize T > 0 e assuma que a fronteira O € de classe C>'/?1¢ que a fungio
o € HY2T¢(0Q) + CY/2+¢(9Q), para algum € > 0, e que ug € V. Suponha
ainda que wy € LP(R?) para todo p em [2,00), com |lwolrr < 0(p), para
alguma funcao admissivel 0. Seja u a unica solugdo fraca das equagoes
- da deﬁnigd ou a equagao da defini¢ao
para p > 0, a qual € garantida existir pelo Teorema [2.34 e seja u a Unica
solugdo fraca para as equagoes de Euler para as quais w(@) e @' estdo em
L2 (RY; LP(Q)) para todo p € [2,00), @ e u ambos tendo velocidade inicial
ug. Entdo,

u(t) —a  em L0, T;{L*(Q)}Y* U{L?*(00)}*) quando p— 0.

Além disso, existe uma constante R = C(T,a, k) de tal forma que se
definimos a fungio f : [0,00) — [0,00) como sendo a fungdo que satisfaz
implicitamente a igualdade

Fw) - qr
—— =CT,
/RH B(r)
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onde 8 € definido como em (3.5), entdo
lw = ull Lo 0,7;m) < f(w'? e

lu =l Lo, r5(200)y2) < C/(T, 0, k) f ()4,
para todo p € (0,1].
Demonstragao.

Se considerarmos v € L?(0,T;V), entdo v(t) € V q.s. em [0, T], e portanto
podemos estender a identidade (2.18) a qualquer v € L?(0,T; V) na forma

6U(t) v X u VU v X
(S5 ote) dot [ () V() - ot0) d o
+ M/Q Vu(t) - Vo(t) de — u/am (k — a)u(t) - v(t) dS = 0;

Do mesmo jeito podemos estender a identidade da Defini¢ao[3.-4]a qual-
quer v € L(0,T;V) na forma

ou(t)
o Ot

co(t) da + /Q (a(t) - Va) - o(t) dr = 0. (3.9)

Seja w(t) = u(t) — u(t), tomando v(t) = w(t) em (3.8) e (3.9), e sub-

traindo essas novas equagoes, ficamos com

o T w0 o+ / [(ut) - Vu(®) - w(t) - (a(t) - Va(t)) - w(t)| do

+ M/Q Vu(t) - Vw(t) de — M/BQ (k — a)u(t) - w(t) dS =0,

que pode ser reescrito como

Qatgfﬁt) rw(t) e+ /Q [(u(t)'W(t)) cw(t) — (u(t) - Va(t)) ~w(t)} da

+ /Q [(u(t) - Valt)) - w(t) — (a(t) - Va(t)) ~w(t)} dx
+ AL/QVu(t) -Vw(t) doe — /J,/BQ (K —a)u(t) - w(t) dS =0.

que pela linearidade do operador b: V x V x V +— R definido na Secao
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23] concluimos que
ow
/Qw(t)o 87<5) dx +/ (u(t) - Vw(t)) - w(t) dz
+/Q (w(t) - Va(t)) - w(t) de = /QL/aQ (k — a)u(t) -w(t) dS (3.10)
- M/Q Vu(t) - Vw(t) dx

q.s. para todo ¢ € [0, 7.

Agora, como agi) e ag(tt) estdao em L2(0,7;V"), aplicando o Teorema
[[-44] temos que

t) ) o= 14 t)*d 3.11

v o= 5 [ WP do (3.11)

Veja ainda que

2
Zwi (t)0w;(t)
1i=1
PR
405, 2, i

M

(u(t) - Vw(t)) =

Il
| = ﬁ
M“

<.
Il

1 o )
= 5;“()87%\10(”
1
= Sult)- V]w(®),

assim,

/Q(u(t)-Vw(t)) Cw(t) dz = §/Qu(t)-ww(t)ﬁ da.

Mas entéo, pelo Teorema [I.51] obtemos

L 2 _ 1 u(t) - v) w(t)]?
3 [0 VhP de = 5 [ ) ne@P ds

_ %/ﬂ (div u()) [w(®)[? dz = 0
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pois, u-v=0em 0N e divu = 0 em Q.

Assim,
/ (u(t) - Vw(t)) - w(t) dz = 0. (3.12)
Q
As identidades e nos permitem interpretar como
th/ lw(t |2d$+/( (t)- Va(t)) - w(t) do
(3.13)
—u/(m(/i—a)u() w(t) dS — u/Vu -Vuw(t) dz,

q.s. para todo ¢ € [0, 7.
Por fim, integrando (3.13) ao longo do tempo ficamos com

;/OtZHw(S)@LQ(Q jads + /t/ (w(t) - Va(t)) - w(t) dads
//89 K—a)u ) dSds — //Vu -Vw(s) dxds,

(3.14)

g.s. para todo t € [0,T.

Como ainda, aplicando a desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

temos que,

[w(t) - (w(t) - Va)| < [wt)||w(t) - Vu(t)]
< Jw®)fw(@)] [Va(t)]
< Jw(®)* [Va()],

obtemos,

IN

/ | (w(t) - Va(t)) - w(t)| de
Q

Logo, aplicando (3.15)) a equagao (3.14), deduzimos a desigualdade

/ () [Va(t)] da. (3.15)
Q

t
oz < K+2 [ [ @)l Va)] deds,. (310
0
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K=2u /Ot [/BQ (k — a)u(s) - w(s) dS — /Q Vu(s) - Vw(s) dm} ds
<2u /Ot {/{m (k — a)u(s) - w(s) dS + /Q Vu(s) - Va(s) d:c} ds.

Pela Observacdo (2.8) e ao aplicarmos (2.52) e o seu equivalente para
as solugbes das equacgoes de Euler (onde a constante ndo aumenta com o
tempo), temos

IN

5 — all e o) llu®)l L2 00) [wE)|| 2 (00)

Cllu@®)[[lw@®)|l
C(T,a,fi)ec(o‘)“T,

/m (k — a)u(t) - w(t) dS’

IN

IN

e que

[ utt)- Tuo) de < Ju@)] (o] < CT a0
Q
Assim,

K < C(T,o,k)e“ ¥ < Ry,

para todo p € (0,1] e para alguma constante R. Em outras palavras,
podemos reinterpretamos (3.16) como

t
lw(®) 2@y < Ru+2/ /Q|w(s)|2|Vﬂ(s)| dads. (3.17)
0

Ainda falta limitar a integral a direita na desigualdade acima. Para
isso, observe que o Teorema, garante que [|ul| e (jo,r1xq) < C, para
todo valor 4 € (0,1]. Da mesma forma que justificamos mais acima,
podemos verificar que a solu¢do da equacdo de Euler também satisfaz
[@(t)]| Lo (jo,1)x02) < C e portanto

lw(t)|| Lo ([0.1)x0) < M < o0. (3.18)
Além disso, como existe uma fungdo admissivel # para a vorticidade,
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da hipotese, entdo pelo Corolario 2.14] temos que,

2||Va(t)| e o) < [IVuol L (o)
< Copllwoll zr () + Ctluol
< Cp(8(p) +1/p),

assim, para todo p > 2 obtemos,

2[Va®)| e < Cp(0(p) +1/p). (3.19)

Observagao 3.7.

Este tipo de estimativa é classica das equacoes de Eiiler, quando estudadas
em LP(Q), porém nao dedicaremos mais tempo para discuti-las. Para mais
detalhes, veja por exemplo o artigo de Yudovich [22].

Afirmacgao 3.8.
Como 6 € admissivel, a aplicagio p — C[0(p) + 1/p] também o é, com
funcdo associada 3.

Demonstragao.
Veja o artigo de Yudovich [22]. [ |

A partir deste ponto procedemos como em [10]. Seja s € [0, 7], e defina
2 _
A=luw(s,2)[",  B=|Va(s,2)|,  L(s) = [[w(s)[ L)

Observagao 3.9.

Aqui A e B tratam apenas da norma dos campos w(s,x) e Va(s,x) em
R” enquanto que L(s) é a funcio obtida pela integracio em {L?(2)}? da
funcao w(s, ).

Entao,
/|w(s,x)|2|Vﬂ(s,x)| de = /AB dx = /AEAlfeB dx
Q Q Q
que através das estimativas (3.18) e (3.19) nos da

¢ Q

< M|AY pva-o

Bl 1/

67



€ 1—e
= M Af . [Bllz/e
= ML(s) = |[Va(s)ll n1/-

IN

CMEL(S)P%(eu/e) +o).
Logo,
[ wte.a)? Valsa)] do < CMLs) L O0/6) + .
Dado que isso é verdade para todo € € [1/pg, 00), segue que,
2 [ fus.a)* Va(s. o)l do < CALE) < CHLE). (320
Assim, de e temos que

L(t) < Ru+0/0 B(L(r)) dr.

Se R =0, o Lema imediatamente da que L = 0. Se R > 0, entao
novamente pelo Lema [1.53] segue que,

" s =i i = [

L®)  gs L ds ! ds
i — — < 3.21
/RM CB(s) ru CB(s)  Jry CB(s) =1 (3:21)

Daqui resulta que para todo t € (0,77,

L ds L ds
/Rw@ < C”/w)msy (3.22)

Como 6 é admissivel (com funcdo associada f) e tomando a viscosidade
i — 07, o lado esquerdo de se torna infinito devido a equagéo
; Portanto, o mesmo ocorre com o lado direito. Mas isso implica que
L(t) — 0 quando © — 0T e que a convergeéncia é uniforme sobre [0, 7.

isto &,
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Por outro lado, de (3.21) Segue também que,

L(t) ds
/R# 3 < O (3.23)

e, como p tende para zero, L(t) — 0 uniformemente ao longo de qualquer
intervalo de tempo finito porque S é positivo. A taxa de convergéncia dada
em L>=(0,T;{L*(Q)}?) em pode ser derivada de justamente
como em [10].

Por e ao aplicarmos segue que,

1 1
lu—tllir20032 = llwll{r2003: < C|Vw|? |w|?
< O(T,a,k)eC@rT (1),

do qual segue a taxa de convergéncia para
L0, T {L*()}?) e L=(0,T:{L*(092)}%),

em . |

A taxa de convergéncia em L>(0,7T;{L?(2)}?) estabelecida no Teo-
rema é a mesma que foi estabelecida para o plano inteiro R? dado
em , exceto pela presenca da constante C' e do valor da constante R,
que agora aumenta com o tempo (linearmente quando « é ndo-negativo).

A conclusdo é que [|af|p«5q) deve ser limitado por valores suficiente-
mente pequenos de p para que a aproximacao na prova do Teorema [3.6
seja valida. Assim, usando esse aproximagao, ndao podemos melhorar sig-
nificativamente a hipéteses de que o permanecer fixado com g — 07 no
limite inviscido.

69



70



Capitulo 4

Anotacoes Finais

Neste capitulo final fazemos alguns comentarios sobre os assuntos abor-

dados nesta dissertacao e também aproveitamos para evidenciar alguns dos
principais resultados (os quais sdo bastante complexos) que estudamos no

decorrer do preparo deste manuscrito.

>

As equagoes de Navier - Stokes sdo uma ferramenta muito impor-
tante no estudo da dinamica dos fluidos. Elas sao constituidas por
um conjunto de equacgoes diferenciais nao lineares que descrevem o
movimento de um fluido.

O problema classico das equacoes de Navier - Stokes, sobre um do-
minio limitado 2 C R™, é descrito pelas equacoes:

%—MAU-F(U'V)U—FVP = f em Qx(0,7),
divu = 0 em Qx(0,7),
u(z,0) = wg(x) em Q,
u = 0 em 00 x (0,7).

Este problema ja foi amplamento estudado na literatura matematica
e ainda hoje possui diversas questdes em aberto; uma das questoes
mais interessantes relativas a este problema consiste em saber se
solugdes fracas em R3 tem certa regularidade. Este é um dos célebres
problemas do milénio do Instituto Clay (veja [3] para mais detalhes
acerca deste tOpico).

71



Nosso objetivo principal foi o de estudar as equacoes de Navier -
Stokes, porém com outro tipo de condicao de fronteira.

Em termos mais técnicos, podemos dizer que esta “nova” condicao
de fronteira assume que a velocidade de deslizamento tangencial é
proporcional a tensao tangencial, com um fator de proporcionalidade
do estresse viscoso o € L*°(92). Além, é claro, de assumir que nao
existe a possibilidade do fluido deixar o meio em que se encontra, ou
seja, que a componente normal da velocidade do fluido é nula.

Esta condigdo foi introduzida por Navier em [18] e hoje em dia é
chamada de condicao de fronteira de tipo Navier de fric¢ao ou apenas
de tipo Navier.

Vale enfatizar que este estudo foi feito sobre Q C R? aberto, limi-
tado, possuindo uma quantidade finita de componentes conexas e
com fronteira suficientemente regular (em nosso caso, 2 de classe
©? seria suficiente). As ideias discutidas aqui foram baseadas no ar-
tigo |9] e em alguns outros artigos que se encontram referenciados
mais abaixo.

Em poucas palavras, dedicamos esta dissertacao no entendimento da
existéncia, unicidade e regularidade de solu¢do fraca para as equa-
¢oes de Navier - Stokes com condi¢ao de fronteira de tipo Navier. Um
dos estudos mais classicos sobre este assunto foi feito em [5]. Posteri-
ormente outros resultados interessantes foram agregados a literatura
atraves dos artigos [9;/10,/16]

Com o objetivo de aprofundar nosso conhecimento, abordamos inici-
almente um artigo bastante significativo sobre esse tema, o qual foi
feito por Kelliher em 2006. Entretanto, nos deparamos com diversos
argumentos complexos que fugiam dos objetivos originais e do escopo
da dissertacdo. Sendo assim, por se tratar de um primeiro contato
com essa teoria, optamos por nos focar no estudo mais classico, abor-
dando apenas resultados que nao nos afastassem demasiadamente do
objetivo principal.

Por ultimo estudamos o limite inviscido, isto é, a relagao que tem

a solucao das equacgoes de Navier - Stokes, quando a viscosidade
1 — 07, com respeito das equacoes de Euler.
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Para evitar um outro estudo, relativamente distinto do que tinha-
mos realizado até esse momento, decidimos adotar como certos os
resultados relacionados as equagoes de Euler, para que dessa forma
o Capitulo 3 pudesse ser concluido sem contra tempos adicionais.

Terminamos os nossos comentarios salientando que algumas das de-
monstragoes apresentadas aqui ndo estdo claras, ou mesmo feitas,
nos artigos que as discutem. E por isso que, ao invés de assumi-las
como verdades, optamos por clarificar as contas a fim de que esta
dissertacao sirva de referéncia sobre o assunto que aborda. Dentre
tais resultados, citamos como os mais relevantes: a Proposigao

os Lemas [2.16] e 2.17] o Corolario[2.19]e os Teoremas [2.23] 2.28] ¢ [3.6]
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